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Exercice 1
021 x 2u+z
@ fluy=Ju=|01 4 yl|= y+4z)
0 31 O z y+z
T 1
) Ker(f)=fu=| y | eR¥/f(w) =0} = 0)
2 0

2 1
Im(f) = {f(w)/u e R} = | y+4z 1),4>
y+z 1 1
(c) f n’est pas un automorphisme de R® car Ker(f) # {0}
@ Py(A) =det(J — M) =AA+1)(3— 1)
(b) Les valeurs propres de J sont A\; = 0,A\2 = —1,A3 = 3 ces vp sont simples.

(c) J est diagonalisable car elle admet 3 valeurs propres simples autant que le degré de R3.
1

(d Ju=0ou=2z| 0| doncVj = (eg)
0

3
Ju=—u¢:)V1=((~2 )
1
5
6
3
3

ol
o

Ju=3u Vs =(

1 5 i 1 -12 -4 28
(¢) EnposantP= |0 -2 6| P lzdetP comP-—:—l—Z- 0 3 -6
0 1 3 0 -1 -2
@ Mg=al+J
(b) My =al +J =al + PDP~! = P(al + D)P~! donc D, = al + D et c’est une matrice
diagonale.

(c) M, est inversible si et seulement si D, est inversible si et seulement si a(a — 13+ a) #0
si et seulement si a ¢ {0,1, — 3}
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Tn+l =2%n + 2yn + 2, Tpt1 2 2 Ly
4. (@) § Ynt1=3yn +42, S| Yt | =10 3 4| yn
Zn41 =Yn + 32, il | 0 1 3 Zh

(b) donc Tpyq = MyT,
(c) On montre par récurrence que T,, = PDFP 1T,

Tn 2" 0 0 1
@D Th=|yw|=P| 01 o]|P1|1
Zn 0o 05/ \o

Zp=16 X 3"+ 5"l — g
(e) On montre que < y, = 6(1 + 57)

zn =3(5" - 1)
® ngr-{r-loo Ta'= n-1—1>1—ix-100 Un = nll)r—ir-loo % = e

Exercice 2

1. //RZ flzy)dzdy = /+°°(/ 2e7 — dy) dz—/+°° 2:3/—:d:c=l |

Ze“z

VT

st x>0
2 @ fx(@)= [ fowdy=
0 sinon
L
- s O<y<z
f(zy) W) o
(b) Vz > 0; fY]X:a:( fX(w / f y =
0 sinon
(c) Puisque fy|x—, dépend de la variable z alors X et Y ne sont pas indépendantes.
3. (a) Pourt > 0; Fz(t) = P{Z < t}) =P({X? < t}) = P{X < V4}) = Fx("/).

(b) Sit < 0; fz(t) = 0 car Z est une v.a.r positive.
-t

Pour ¢ > 0 f7(0) = F4(8) = 32 F4(VD) = 7~ /x(Vh) = -

- si 0<y<+z
2/

© fiv.z)®:2) = f2(2) X fyi2=:(4) = f2(2) X fyix=yz(y) =
0 sinon

Probléme

Partie I

I. (a) Soita, =C" Ona lim —* —1doncR=1.
n—>-+400 (1799

+00
Pour tout réel z €] — 1,1], on pose : f,(z) = Z Cra®

n=r
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400 +00
(b) Pour tout réel z de | — 1;1], Ié égalité: (1 — z)fr(z) = (1 — x)ZCka = ZCZ k_

k=r k=r
+00 too
ZC" e Zcr ko Z Cro12"Cla™+ > [CR—Ch_yla* =2"+)  C iz =
k=r k=r+1 k=r+1 k=r

ppT 1 s Z CZ‘l;L-k"'l =z Z Cz_lfﬂk = wfr—l(w)'

k=r k=r—1
+00
2. folay=>) o=
k—O &
fl(l‘) fO( ) (1 i 17)2

3. Pourr = 0 le resultat est vrai
Soit 7 > 0; supposons que Vz €] — 1,1[,fr(z) = (—1——% alors

P z" x’r‘-l——l
Vz €] - = = :
T E] 1)1[,f7‘+1("1") 1 4+ (l _ z)r-}-l (1 _ .’II)T+2

T

1 .
4. Posons b, = ;C;_ll

Ona lim 22l _1donc K =1.
n—+4o00o bn

5. (@) h, est la somme d’ une série entiere donc elle est de classe C* sur | — 1,1[. et on a

Vz €] - 1,1[; AL (z Zn G = frig(a).

n=r -

T tr—l

(b) hy(0) = 0 don Ay (z) = / Wt = | dt.
0 ) (1-1¢)

© t=0e>y=0cti=a = y=zfl —a,

t Yy
=< (l-t)y=t<=t= etdt = d
donc
z/l-=z z/l-z z/l-x

tr B 1+y 1 yn—l
hale) = / —t7ldt = / y—= dy = / dy.
@=) @9 R A A R

) =
1+y (1+y)”

(d) Parintégration par parties, avec u (y) =
1
—y"ona:
n

z/1~z z/(1—x)

11 P -1 1, " 1 y"
il = = NN . S .- 2 _.d
lrlel= [Hyny] / (1+y)2ry d r(l—w)‘r‘1+7‘ 0/ T+y)2"?
0

Partie 11
1. B(X) = Ilj tV(X)= 5.
2. gx(t Zt’“pq’“ : —ptZ (gt)* = ; Vi €] - 3%['
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4.

@ E(Sn) = }: E(X) = %
V(Sw) =3V (Xe) = =
k=1
(b)
wel - 1.2 06,0 = [T o) = (2 = Eostrua(an)
k=1
(©

Z Cn 1 ktk ch }pnqk 'ntk

Vi E]—E [ gs.(t) = = 1tfn 1(qt)—

k=n—1
+o0
(d) Onagg,(t) = z P(S,, = k)t*. Par unicité de développement en série entiére on en déduit
k=0

que la loi de probabilité de la variable aléatoire S, est donnée, pour tout entier k de N*par:
o sik <m, P(Sy=Fk)=10
o sik>n,P(S,=k)=Ci_ %pnq'c %,

(@)
L n n +00 -
LR AP T (Y" " 75) = TGP
k=t k=n
(p>n +o0 1
= "k 2Ge
g /% Sk
p n
- (2) 0
(b)

n " 1q/p .
= n(? i Y _dy| -p
(q) apl ot ()
q/p
a/ (1+y)?

0 [t

1 Yy
(c) Pourtouty € |0, ona(l4+y)?2>1ldonc ———= <let0< ——
y € [0,q/p] (1+y) (1+y)? 1+y)?

12
< y” et comme

Concours Biologie et Géologie - Session 2016 Epreuve de Mathématiques Page 4/4




les bornes 0 < p/q on a alors

q/p q/p ntl
y" g 1 q d

OS/k1+wf@ s JreEalp) 0

0

o

q/p

n n 1

o< (2) [ gLni < g

~\g (14y)? n+1p
0

1
@ 0<E(Y, -p< ——_;—12 — 0 et par encadrement E(Y,,) — p — 0 quand n — +-00.
n+1p

Conclusion: lim E(Y,)=p
n—>+0o0
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