Corrigé concours BG

Exercice 1 :
1. Y =k)=Ple=0PY =kle=0)+Ple=1)P(Y =kle=1)

(a) Pourk=1ona:
PY =1 =0y=1etP(Y =llg=1)=PX=0]=0.

On obtient donc P({Y =1}) =1 —p.
(b) Pour k >2ona:

P(Y =kle=0)=0et P(Y =kle=1)=P(X =k —1) =0.

On obtient donc P({Y = k}) = pP({X =k — 1}).

2. X admet une espérance finie donc la séries Y kP({X = k}) est absolument convergente.
De plus > P({X = k}) converge absolument
donc la série somme > (k + 1)P({X = k}) Dest aussi d'ou ) kP({X = k — 1}) est
absolument convergente et par suite Y kP({Y = k}) cv ABS donc Y est d’espérance
finie.
les variables aléatoires € et X sont indépendantes, donc E[eX] = E[e]E[X]. Dot :

E[Y] = E[eX + 1] = E[e]E[X] + 1 = pE[X] + 1.
3. X et Y ont méme loi signifie que :
X)) =Y} =N
et pour tout k € N*;P({Y = k}) = P({X = k}).
(a) pour k> 1lonobtient P(X =k+1)=P(Y =k+1)=pP(X =k),car k+1 > 2.
(b) la suite (P(X = k))gen+ est un suite géométrique de raison p et de premier terme
PX=1)=P(Y=1)=1-—pdonc
Vk e NS P(X =k)=P(X =1)p" ! = (1 - p)p* .
(¢) X()=N*et P(X =k)= (1~ p)p*;Vk € N* donc X suit une loi géométrique de
parameétre 1 — p. .
(d) On a E[Y] = E[X]. D’autre part E[Y] = pE[X]+ 1.
1
Donc (1 — p)E[X] =1 ce qui donne que E[X]| = T
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Exercice 2 :

[ oath st tel0,q]
fk(t)_{ 0 sinon

1. la fonction f est continue sur R\ {0,a}.
fr doit étre positive ou nulle ce qui implique que le réel az > 0.

tk+1 a ak+1
Pyt =1 [ ] =1 == 1.
/Rf’“() AR T Lo L1
5 _k+1
OnCOék——-aE;—l—.



si z < 0; Fy(z) z/ 0dt = 0,
0

z Lk
si0< < g Fz) = / Odt +/ apthdt = —ETT
G —00 0 a

six>a;Fk(a:)=/ Odt+/ aktkdt+/ 0dt = 1.
—00 0 a

0 S1 z<0
k1

Donc Fy(z) = ~7 8 0<z<a
a+l

1 ) T > a
(b) E(X) :/Rtfk(t)dtz/o aktk+1dt=[
V(X)=E(X? - E(X)%

k+1tk+2} k+1
aktl k42 k+2
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3.(a) fr(t) = /Rfk(u)fo(t — u)du. or

kE+ Duk
fo(t —u) fr(u) = -(_.:T+2)i si 0€u<aet 0<t—u<a
0 sinon
kE+ Duk
= % si Ou<Laett—a<<u<st
0 sinon
E+ DuF
= L§#¥L st u € [max(0,¢ — a), min(a, t)]
0 sinon

On vérifie (graphiquement) que pour t € [0, 2a], max(0,¢ — a) < min(a, t). Donc |

k+1 min(a,t) L
frlt)= ) / u*du.

max(0,t—a)

(b) i. Pourt € [0,a]; max(0,t —a) = 0 et min(a,t) =1
ii. Pour t € [a,2a]; max(0,t —a) =t — a et min(a,t) =
(c) Les variables aléatoires U et V sont & valeurs dans [0, a] dans Y prend ses valeurs
dans [0, 2a] ainsi si ¢ ¢ [0, 2a]; fy(t) = 0.
¢

k+1
Sit € [0,a); fy (t) = Mu/““=yﬁ

Sit € [a,2a]; fy(t) = e

4.(a) Fu,(t) = P(M, <t)=P(X1 <t, Xy <t,...,X, <t) =[] P(X; <t) = F2(t), car
i=1
les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes. l
(b) F§ = F3,—1 donc M, a pour densité fs, ;.
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k=1 k=1
donc T}, es un estimateur sans biais de a.

(c) Puisque les variables aléatoires X3, ..., X, sont indépendantes on a : les variables
aléatoires X;,..., X, sont indépendantes :
16 16 3 a?
V(T,) = — V(X)) = ——a? = —.
(Tn) = 52 ; i) = 525 ~ Tom

(d) D’aprés théoréme limite centrée on a

liril P(—a < UT—E‘:TT% < a) = ®(a) — ®(—a) avec ® est la fonction de répartition de
n—-400 &

N(0,1) .
Or ®(—a) =1— ®(a), donc

Pour a = 1,96; ®(a) = 0,975 donc
T, —a

lim P(—1,96 < ~—— < 1,96) = 0, 95.
n—+00
15n
Dol 1,96 1,96
a a
Titp s BT = i Ty A =2 =0, 95.
n—-+00 ( V150 " \/1571)
(e) on a
1,9 ¥ o
T, — —— i <a<ea> i
V15n v15n + 1,96
et
T+1’96a>a{:}a< T,V 15n
" V15n V15n — 1,96
donc

. Ly 15n T/ 150,
lim P(—————— <o < ————
n—+o0  "4/15n+ 1,96 V16n — 1,96
T,V 15n T,v/1bn
f) D’aprés ce qui précéde,l'intervalle z ) =
(£) D'aprés ce quip 1,96 Vion— 1,96
confiance (asymptotique) du paramétre a de niveau de confiance 0, 95.
Probléme : Partie 1
1. (a) o(u~+v) = (20, W+ v)20 = ({20, u) + (20,0))20 = Ap(w) + @(v). donc p € L(R®)
(b) Par définition du produit scalaire usuel de R?® on a :

) =0, 95.

] est un intervalle de

1
(zg,u) = %(.I —y — 2)

1 1
Donc cp(ac,y,z)z——:i(:v—y—z)zgzg(x—y—z,—aj+y+z,—x+y+z)



(c) ker(p) = {(z,9,2) € R%p(z,y,2) = (0,0,0)} = {(z,9,2) € Rz =y +2} =
Vect{ 1,1,0),(1,0,1)}.

(1,
Im(p) = VeCt{W(fﬁ) p(e2), ples)} = Vect{z}.
(d) ker(¢) # {(0,0,0)} donc ¢ n’est pas injectif et par suite ¢ n’est pas un automor-
phisme.

2. (a) pler) = 3(1,-1,-1);p(e2) = 5(—1,1,1) et p(es) = 3(—1,1,1) donc
1 -1 -1

Azé -1 1 1
-1-1 1

(b) A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable dans une base or-

thonormale. ™
(c) o p(u) = ({20, u)20) = (20, (20, u)20) %0 = (20,20)(20,u)20 = (20, U)20 = (u) car
<Z(), Zo> = 1.
3. (a) Soit A une valeur propre de ¢ il existe un vecteur non nul z, tel que p(z)) = Az,
donc

o p(xa) = p(Azy) = Ap(zy) = Nz».
D’autre part
pop(xx) = p(zs) = Az)

Puisque ) est un vecteur non nul, on obtient A\ = X donc A € {0,1}.
Si 1 est la seule valeur propre de ¢, alos ¢ = idgs absurde.
Si 0 est la seule valeur propre de ¢, alos ¢ est I'endomorphisme nul ce qui est absurde.

Et par suite
Sp(go) = {07 1}'
(b) Eo(p) = ker(p) = {(z,y,2) e R¥z =y +2}.
E\(p) = ker(p —id) = {(z,9,2) € R}y =z = —z}.
o G

(c) On vérifie aisement que V1 <4 < 3,V1 < j < 3; (w,u5) = 65 = { 0 sinon

De plus ¢(u1) = p(uz) = 0 et SD(U3) = u.
(d) P est la matrice de passage de la base canonique a la base B’

T

1 1 1
e 0 0 ¢
P= B TR A et D= 0 0 0
0o = % 00 1
V6 V3
(e) pop = donc A? = A donc A™ = A;Vn € N*

Partie II
1. (a) o # 0;det(Aq) = det(a(A + Lidgs)) = o® det(A + idgs) = P Pa(—a ).
(b) ¢q est un automorphisme ssi det(A,) # 0.
Pour a = 0, Ag = I3 est inversible.
Pour a # 0;det(4,) # 0 <= Ps(—a™1) # 0 < — — o' n’est pas une valeur
propre de A c-3-d o # —1.

(c) oo wg = (id+ ap) o (id + Bp) = id + (a + B + aB)p = Yot pras-

-



(d) Pour oo+ S + a8 = 0 on obtient ¢, o g = id.
o
14+o

a+f+af=0&p0=—
Donc
pal=po e

2. {p(u), p(u)) = (u,u) + (a? + 2a) (20, u)? = (u,u) donc a*+2a =0 a =0 ou a = —2.
3. Ay=13—2A = P(I —2D)'P donc A_, est diagonalisable et les valeurs propre de A_,

sont —1 et 1.
4. E_1(p-2) = Im(p) et E1(p_2) = ker(yp)
Partie III
1 2 2
LXpm=312 1 =2 |X,=14,X,
2 =2 1

2. ona A%, = I; donc A%y = I3 et A7t = A_,.
3. Par récurrence on a X,, = Q%AEQXO. on obtient donc
A |
Ton = Yon = Zon = 33m

. 5
Lon+1 = 3x92nTT
i

Yon+1 = Zon+1 = gyoentT

4. ima, = g, = lim 2, = 0.



