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La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans 'appré-
ciation des copies. L’usagé des calculatrices n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans ’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme

§’il n’a pas été démontré.

Exercice 1 (4 points)

On désigne par (Q), A, P) un espace probabilisé. Soient ¢ et X deux variables aléatoires réelles
discrétes indépendantes définies sur (), A,P) telles que :
e ¢ suit une loi de Bernoulli de parameétre p €]0,1].
e X(O) =N*.
On pose Y =eX + 1.
1. En utilisant le systéme complet d’événements {e =0} et {¢ = 1}, montrer que :
@PY=1)=1-p.
(b) P(Y =k) =pP(X =k— 1), pour tout k > 2.
2. On suppose que X admet une espérance finie. Montrer que Y est d’espérance finie et que :

E[Y] = pE[X] + 1.

3. On suppose que X et Y ont méme loi.
(a) Montrer que pour tout k € N* on a :

P(X=k+1)=pP(X=k).
(b) En déduire que pour tout k € N* on a :
P(X=k) = (1-p)p "

(¢) Reconnaitre alors la loi de X.

(d) Retrouver alors la valeur de ’espérance d’une loi géométrique de parametreg=1—p.
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Exercice 2 (7 points)

Toutes les variables aléatoires intervenant dans cet exercice sont supposées définies sur un
méme espace probabilisé (O, 4,P).

Soit 4 un réel strictement positif. Pour tout entier naturel k, on considere la fonction f; définie
sur R par :

apth  sit e [0,a],
fi(t) =
0 sinon,
ol oy est un réel.
1. Déterminer a; pour que f; soit une densité de probabilité sur R.
2. Soit X une variable aléatoire réelle de densité f;.
(a) Montrer que la fonction de répartition de X est donnée par :

0 si x <0,
xk+1
Fe(x) = =T SixXE [0,4],
1 six>a.
(b) Montrer que :
k41 _ k+1 ’
E(X)—k+2a et V(X)—(k+2)2(k+3)u'

3. Soient k un entier naturel, U et V deux variables aléatoires indépendantes de densités
respectives fy et f.

“+o00
On pose Y = U + V et fy une densité de Y. On rappelle que fy(¢) = / fo(t —u) fr(u)du.
(a) Montrer que pour tout réel t € [0,2a] on a :

min(a,t)
k+1 / iy

fr(t) = pravy du.

max(0,t—a)

(b) Déterminer max(0,t — a) et min(a,t) dans chacun des cas suivants :
i. te[0,al.
ii. t € [a,2a].

(c) En déduire qu'une densité de Y est donnée par :

tk+1
-am sit € [O,a[,
_J 1 (t—a)t!
t _— o ey M z
fr(t) - s, sit € [a,2a],
0 sinon.

4. Pour n € IN*, on considére Xj,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes et de
méme loi, de densité f,. On pose M, = max(Xj,...,X,).



Concours Biologie et Géologie Epreuve de Mathématiques Page 3sur 4

(a) Montrer que la fonction de répartition de M, est donnée par : Fy;, = F, (ou F; est la
fonction définie dans la question 2. (a) avec k = 2).
(b) En déduire une densité de M,,.
(c) Montrer que nl_l)rJrrle(Mn) =1,
5. On se propose, dans cette question, d’estimer le réel a a I'aide de I'échantillon (X,...,X},)
défini dans la question 4.
4 .
(a) Calculer E(gXi) pour 1 <i<n.

4 n
(b) En déduire que T, = 3 Z X; est un estimateur sans biais de a.
i=1
(c) Calculer la variance V(T,) en fonction de a et n.

a a
(d) Montrerque: lim P({T,—-1,96——<a<T,+1,96——) =0,95.
e e ( " V15n " \/15n)

(On donne ®(1,96) = 0,975, ou ® est la fonction de répartition de la loi normale cen-
trée réduite N'(0,1)).

(e) En déduire que : lim ]P( = = Tn) =4,95.

—_— T < —
nteo \ /151 +1,96 V151 — 1,96
() Donner alors un intervalle de confiance de niveau de confiance 0,95 du paramétre 4.

Probléme (9 points)
Notations
e On note par B = (e1,¢;,¢3) la base canonique de IR* donnée par :
e1=(1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0,1).
e On désigne par (-,-) le produit scalaire usuel de R3 et par || - || la norme euclidienne.

e On note par idgs 'endomorphisme identité de R3.
e On note par I3 la matrice identité d’ordre 3.

Soit zg le vecteur de R® défini par zp = %(1, —1,-1). On définit Papplication ¢ : R* — R® par :

Yu € R?, o(u) = (zo,u)zyp.

Partie I
1. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R® .
(b) Pour u = (x,,z) € R3, donner l'expression de ¢(u) en fonction de x,y et z.
(c) Déterminer le noyau et 'image de ¢.
(d) ¢ est-il un automorphisme de R3?
2. (a) Vérifier que la matrice de ¢, dans la base canonique de R3, est donnée par :

T =1 =1
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(b) Justifier 'existence d’'une base orthonormale, dans laquelle la matrice A est diagona-
lisable.
(c) Montrer que g o ¢ = ¢.
3. (a) Sans calculer le polyndome caractéristique, déterminer les valeurs propres de A.
(b) Déterminer une représentation cartésienne de chaque espace propre de ¢.

1 1 1
(¢) Soient u; = —(1,1,0), up = —=(1,—-1,2) et u3 = —(1,—-1,-1).
1 \/’2‘( ) 2 \/6( ) 3 \/g( )
Vérifier que B’ = (u1,uy,u3) est une base orthonormale de vecteurs propres de ¢.

(d) Trouver alors une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que :
D = 'PAP, ou P est la transposée de la matrice P.

(e) Calculer A" pour tout n € N*,
Partie I1
Pour « € R, on considére 'endomorphisme de R® défini par : ¢, = idgs + a¢.
On note A, la matrice de ¢, dans la base canonique de R®.
1. (a) Montrer que pour tout a # 0, det A, = a3PA(—rx“1), ou P, est le polynéme caractéris-
tique de A.
(b) Quelle(s) condition(s) doit vérifier « pour que ¢, soit un automorphisme de R3?
(c) Pour a et § dans R, montrer que @y © g = Purap+p-
(d) En déduire 'expression de ¢! pour a # —1.
2. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles on a : || @, (u)||? = ||u||?, pour tout u € R3.
3. (a) Justifier que ¢_; est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.
(b) Déterminer les sous espaces propres associés & chaque valeur propre de ¢_,.

Partie III

On considere (x,)neN, (¥n)neN, (2n)nen trois suites réelles définies par : xo = yo = zp = 1 et pour
toutneNona:

1 1 1
Xpy1 = gxn i gyn o §Zn,

1 1 1
Yny1 = §xn T gyn - §Zn/

1 1
Zp41 = '3‘xn - é‘yn + gzn-

On note X,, = yn | pour tout n € IN.
Zn

1
1. Montrer que X, 1 = EA_ZXH pour tout n € IN.

2. Montrer que A2f’2 =z et Az_pz+1 = A_», pour tout p > 0.
3. En déduire les expressions de x,, ¥, et z, en fonction de 7.
4. Calculer les limites de x,,y, et z, quand n — +oco.

Fin de I’énoncé



