CORRECTION
CORRIGE EXERCICE 1

1. Les valeurs propres de A sont les racines du polyndme caracteristique P4 (A) = det(A—AI3),

-4 -1 -3 f—% '@ I3 1 0 0
PaN=| 2 -1-X -4 |=| 2 -1-x -4 |=(1-) H=i =B
=i i B=X | I 8= -3 1 4=}

Pa(A\) = (1 — M)?@2 — X). Donc Les valeurs propres de A sont 1 double et 2 simple.

T —y—22=0 ry=-2
2. On vérifie : (A—~21)(y)=0¢:>{2$——3y—4z=0 = 2z+22=0
z —z4+y+z=0 —z—2z=0
Yy =2z
z=—z
Les solutions ne sont pas toutes nulles donc 2 est valeur propre associé au sous espace
propre Ey = Vect ((1,2,-1)).

La famille ((1,2, —1)) est formée d’un seul vecteur non nul, est donc libre. Donc c’est une
base de E,. Conclusion : dim (Ep) = 1.

z z—y—2z2=0 r=y+2z
(A-1) y)=0<=) 2z —2y—4z=0 < 0=0

Z —z4+y+22=0 0=0
Donc 1 est valeur propre associé au sous espace propre Ey = Vect ((1,1,0),(2,0,1))

((1,1,0),(2,0,1)) sont deux vecteurs non proportxonnels donc libre. ((1 it 0) (2,0,1)) est
donc une base de E;. Conclusion : dim (E;) = R

Comme la somme des dimensions de ces sous espaces propres est 3, l’ordre de la matrice
et A est diagonalisable.

3. Les bases des sous espaces propres forme une base de R3.

((1, 2,-1),(11,0),(2,0, 1)) est donc une base de vecteurs propres et d’aprés la formule

de changement de base on a D = P14 P avec

2 0 0\ 1Y 2
D=} 010 et P= 2T 0 ).
001 -1 01

4. On calcule P~ par Gauss :

1 1 2 10 % Ba=2Ly /1 -1 :3 1 00 o3
2 10(/l010 = 0 =F =4 -2 10 <=f
-1 01 0 0 L) BatbL N0 1 3 1 o1/




OO =

(

Autrement: detP = 1.

Pl=

0 -2 -1 1 0 - 100 I =i =2
1 4 | 2 -10 L2;"L3 010 -2 3 4 |.
0 -1/ \ =1 1 1 L 00 1 AT ., |

1t 1 -2 lst
_ t o 1 )
P Com(P) = 1 3 i

/1 -1 —2\.

-2 4 -1

Coaclision ~ P~ r=1=2—3 4
1 -1 —-l}

. On a M =als + bA alors A = P71 (al3+ bA) P = alz + bD est bien diagonale.

La matrice diagonale

_ Comme P et P~ ! sont inversibles, M est inversible si et seulement si A I'est.

a+2b 0 0
A== a+b 0
0 a-+b

Donc A est inversible si et seulement si a + 2b # 0 et a+b 74- 0.

Conclusion : M inversible si et seulement sia+2b#0et a+b#0.

Conclusion : M? = I3 == A?=I.

: (a+20)* 0 0
Or A2 = 0 (a+b)? 0

0 0 (a+b)?

Ce qui donne quatre systémes :

a+2b=1 b=10
<1){ a4b=1 ;;\,{ =i |

a+2b=1 h=2
(2){ a+b=-1 ¢:>{ a=-3

wf B LT

a+b=1 a=3

a+2b=-1 5=0
(4){ a+b=-1 @{ a=-1

Conclusion : Les 4 matrices sont donc

. OnaM?=1I <= (PAP ) =[; &= PAN’P =i &= A’ =P '3 P=1;.

) donc A2=I3 <> a+2b=F+leta+b==l1

Ma=1,b=0), M(a=-3,b=2), M(a=3b=-2) et M(a=-1b=0).




CORRIGE EXERCICE 2
Partie I

1. a) On a pour tout n € N,
PU+V=n) = P(U=k,V=n—k)

e—/\p()\p)k e—)\(l——p) (/\p)n——k
! (n—k)!

x x
(= [=]

U + V suit la loi de Poisson de parmeétre \.

b) Soit n € N, pour tout 0 < k < n, on a:

PU=k,V=n—k)
P(U+V =n)
P(U =k)P(V =n—k)
P({U+V=mn)
e 2 (Ap)ke 2P (\(1 — p))nFnl
kl(n — k)le=2\n
= ChpF(1-p*

PU=k/U+V=n) =

d’ ol la loi de U sachant (U + V = n) est la loi binomiale de parameétres n,p.

2. Les variables aléatoires 7" et S sont indépendantes telles que
eVneN ,P(T+S=n)#0,
o Vk€{0,1,...,n}, P(T=k/T+8 =n)=CEkp*1—-p)n*.
On définit les suites (uy), (vy,) et (wy,) par :
__n!lP(T =n) _nlP(S=n)
pn 3 n (1 e p)n ’

A

wp =n!P(T+ S =n)
a) On a:

PT=k,S=n—k)
P(T+S=mn)

P(T=k)P(S=n—k)
P(T+S5=mn)

U (1 — p)"*n!
kl(n — k)lwy,
UkUn— -

= IRk ),

T

P(T'=k/T+S=n)

-y Uk Uy .
On déduit que: Tk 1 d'olt wg vn_g = Wn.

Wn,




b) Pour k =n, Uupvo = wp #0 ce qui donne vp # 0.
Pour k =0, ug v, = wp, # 0 ce qui donne ug 5% 0.

Uy V1
c)Pourk=n—1, up_1v1 =wy et U, vy = wy => ==,
vun-lu vo

1

Pour k=1, ugvy = 1w, et Ui vp_1 = Wy, => —— = —.

- Un~1 U

Les suites un, et v, sont géométriques de raisons respectivement A\; = %(1; et Ay = %

” n it T rul n ul n
d)Onau, = UO(EOL) et v, = vg (ﬁ;) OT Wi = Up Vg = UQ Up, = Ug ’Uo(v—) = ugly (&3) =
0

)\1 )\2
k k )k
e) P(T = k) g—uk %uoak —uo( ]5) .
_Q-pf  _(Q-pF L (a(l—p)F
P(S:k) = Ll Vg = %l (%seA :’UOT.
+00 k
f) On a: ZP(T ky=1=uy Z k') = upe®?, d’ott ug = e~*P. Donc T une variable

k=0 k=0
aleatoue qui suit la loi de P01sson de parametre ap.

Ona ZP (Si= k =1=1yp Z M = v0e® P d’olt vy = e~(~P), Donc S

k=0 k=0
une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre a(1 — p).

Partie IT

1. On vérifie que

+oo n )\ﬂe_‘/\pk(l _p)‘n——k o An i
;}g kl(n ~ k)! = A:;O o Zk‘ k)lp F1-p)
- e_%,;?’:

2. La loi de X est donnée par: Vn € N,

PX=r) = 3 PX=nY=H=3 0 zcvcrf1 ;)Z;L—
k=0 . |

k=0

n

_ A nl 4 nek _ A" 5
= HF gkz(n—k)!p(l_p) =t

n!

alors X ~ P(A).
La loi de Y est donnée par: Vk € N,

+oo +o0
B B /\ne——)\pk(l _p)n—k
PY =k) = Z—;CP(X:n,Y:k):Zk pleps




k)\k o /\n—k

— L =X _ \n—k
= T Lot
_ i L
=4
(2
A R
alors Y ~ P(Ap), de plus pour tout k < n, on a:
Mg~ ApF(] — pin= 20
PIX =5, 7 el = _—A
B R e L B
en déduire que X et Y ne sont pas indépendantes.
. L’ensemble des valeurs prises par la variable (Y/ X == n) est {0, - -,n}, alors la loi condi-
tionnelle de Y sachant X = n est donnée par: pour tout 0 < k < n,
PY=kX=n) Ne*pf(l—p"F nl k —k
Y == k o] freccaec == & )
W Sk P(X =n) A% we =GP (1-P)

donc (Y/X = n) ~ B(n,p).

Y ~P(Ap), (-Y) ~P(=Ap),dott Z =X + (-Y) ~ P(A(1 - p)).

. Pour tout n,k € N, on a:

Atke ApF(1—p)

P(Z=nY=k) = PX-Y=nY=k=PX=n+kY="F) = ey

Il

()\:')k ap (A(ln p))" HMi-p) P(Z =n)P(Y =k),

donc les variables Y et Z sont indépendantes.

. Application ; Pour une certaine race de mammiféres, & chaque portée, le nombre X de
petits suit une loi de Poisson de parametre 5. La probabilité pour qu’un petit soit une
femelle est 0,6. On note Y le nombre de femelles par portée.

a) X ~ P(A) avec A = 5, et la loi conditionnelle de Y sachant X = n est la loi B(n, p) avec
p = 0.6. Nous sommes donc bien dans la situation traitée de fagon générale au-dessus
avec ici A = 5 et p = 0.6. La loi de (X,Y) est donc définie par:

)\ne—Apk(l _ p)n—»k
kl(n — k)!
P(X=nY=k) = 0 sinon.

P(X =n,Y =k) si0<k<n,




b) Sachant qu’une portée est constituée de 7 petits, quelle est la probabilité qu’il y ait 4
males et 3 femelles est

P(Y =3/X =7)=C3(0.6)3(0.4)%.

u

¢) Soit E l'evennement ” La naissance de 3 méles exactement dans une méme portée”.

i

P(E) = Y P(Y =n—3/X =n)P(X =n)

n>3
- n—3 n—3 3571, -5
= Y (1 -p) e
i o St o
_ 53(0) 4)3 e——5 (07 6)n—35n—3
T E . A A
3! = (n—3)!
23 L 311,—3 8 4
e g —-563 —6_2
|
3! :4;3 (n—3) 6 3

CORRIGE EXERCICE 3

1. Le polyndéme caracteristique r(r + %) =0 =r=0,r= “'z]? d’'ott F(z) = A+ Be‘%m,
lim F(z) =1=4, F(a) =A+ Be 5% =0 = B= ~¢t®

T—40a
0 st z<a
F(w): ’ _z—a .
1—e %, siz>a

2. La densité de X est donnée par

%e 5 sl T Z>a

fa,b(m) = FX'(:U) = {

1 +oo z—a
3 E(X)z/mtfa,b(t)dtzg/ te” b dt=a+b
4 a
, g

E(X?) =/t2fa,b(t)dt= %/ 2e 0 dt = (a+0)? + b2
R a

V(X)=E(X?) - EX)*=1. THONETS SRS PI RS

4. T, = min(Xj, ..., Xn)

8)Siz>a, PIn<z)=1-PIn>z)=1- ZZIP(X>33):1*6_I_‘E‘_&.
Siz<a, Fr,(z)=0donc

Fr (z) = 0 si z<a
" 1 -5 g z>a




b) La variable T, suit une loi de densité £, ».

¢) E(Tn) =a+L et V(T;) = 5.

d) P(|T, - a] > ) < BTz o

E((Tn —a)?) =V(T, — a) + (E(T,, — a))? = V(T}.) + (E(T;,) — a)? = V(T,), donc

o BE 2b?
E(T, —a)*) = D d’ott P(|T, —a| 2 ¢) < ol donc

5.81Y =X —aqaalorsY € [0

,00[.

a)FY(y)=P(YSy)=P(ng+a):px(y+a)={ 0 s y<O

Y — £(3)

1—e b si y>0

b) E(Y) =b, V(Y) = b2.

c) Soit Y ~ £(A), on a:

t+s5Y>t) PY >t
P(Y>t+s/Y >t) = Pl oo pod 28 EL +:2)

CP(Y>t) Py >t
lie= F(t & s) A(t+s)
CT=F(@) BYOR
= 1—-F(s)=P(Y >s).

D’ol1 les lois exponentielles sont sans mémoire.

1
6. Soit M,, = = }"
k_

a) E(M,) = b donc M, est

un estimateur sans biais de b.

b) V(My) = & donc o(M,) = &

D’aprés TCL hm P(l

M%.
(0 )l<z1_g =2¢(21-g) —1=1—a donc

hm P(|M, ~—bl<z1,._\/_)-1 a.




¢) On a:

: b : ; b- b
nLH—EooP(an = bl < Zl_%——-—\/ﬁ) = nll;]—lkloo P(Mn - Zl__a/z;\/—ﬁ <b< Mn + Zl_.a/z—-—\/ﬁ) .
/nM,, - VM,
= Jm P <b =1l-a
oo (\/ﬁ + 21-4/2 VI =z a2

d) L’intervalle de conflance au seuil de risque « est donné par:

[ v/nMn My,

Mn ]
['\/'r-” +2Z1-a/2 , \/ﬁ = zl—a/ZJ .

7. Pour n = 400, & = 0.01 et 2;_q/2 = 2.575 l'intervalle de confiance est I =10:221, 0.2871.
L’hypothése est acceptée car 0.26 € I.




