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Exercice 1

1. (a) Déterminons le polynéme caractéristique P4 de A :

4 3, =1 1-A 2 -1
P4(A) = det(A — Alz) = 1 3—A —1|=CuC+C4C3| 1—A 3—=A -1
=12 A -4 2 =4
1-A 2 -1
=FErl | g 124 g |=0-4F
0 0 1-A

Donc A admet 1 comme unique valeur propre.

(b) - Puisque 0 n’est pas une valeur propre de A, A est inversible.
- Si A était diagonalisable elle serait semblable & la matrice identité et donc égale a
la matrice identité. Puisque ce n’est pas le cas, A n’est pas diagonalisable.

-1 2 -1 -1 2 -1
- Autrement : rg(A—I)=rg| —1 2 -1 |=r¢| 0 0 0 ==
=1 2 =1 0 0 0

donc dimKer(A — I3) = 2 # 3 ordre de multiplicité de la valeur propre 1 d'out A n’est
pas diagonalisable.

(¢) Soit X = (x,y,z) € Ker(f —idgs) c.a.d f(X) — X =0 ot encore

;

—x+2y—z = 0

4 —x+2y—z = 0

—x+2y—z = 0

\

x — 2y + z = 0 est une équation cartésienne de F =Ker(f — idRs), alors F est un plan
de R3, donc dimF = 2.
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On vérifie que f(u) = u et f(v) = v, donc u et v sont dans F.

(d) On a: cardB’ =3 = dimR3, il suffit de montrer que B’ est libre, en effet

a1 1 i1 1
V2. V3 Ve V2 V3 5
detB’ = 1 _2 |= 1 ek et
‘ V. T Yorge =8 |= B
1 1 0 2 2
V2 V3 Ve V3 Ve
On conclut que B’ = (1, v, w) est une base de R>.
(e) Soit P la matrice de passage de la base B, a 1a base B’.
19 L 11 1
V2 V2 V2. V3 V6
PP=| L L. L 1 _2 |=1I
VRV 0 5 % |7°
A, 2 L I SRR I
V6 N V2 V3 Ve

Donc B’ est une base orthonormale de R3.

2. Soit p la projection orthogonale de R> sur F.
(a) On a, p(u) =u et p(v) = v car u et v sont dans F, p(w) = 0 car w € F+, d’ou la matrice
de P dans la base B’ est donnée par

(b) Soit C' la matrice de p, dans la base canonique de R?, on a C’ = PC P,

1 1 1 il 1
Vi A 10T ¢ =3
P A DL B SO S I
¢ L v 5 VGV
D S S 000 1 2 1
i VA B 5 e Ok

§ 2 —1

1
C’—g 2 2 2
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(¢) Soit (x,y) € R?,
)

gy =[x +y—=2y-1, —x+y-1| = [x10, 0, -1 +y(1, 1, 1) - (2,1, 1)

Posonsu’ =(1,0, -1), v/ =(1,1, Detw = (2, 1, 1).

(d) On remarque que u’ et ¢’ sont dans F et on a (1#,v) une base orthonormale de F.
D’apres la propriété de minimisation en norme, ce minimum est atteint pour la pro-
jection orthogonale de w’ sur F

3 6’
R (CEHR IR [ 3

. . n2 n o2 1
(i 8 (0y) = min s — /||" = [l () - w||" = &

p(w') = (w,u)u+ (w,v)v = %(1, 0, —1> + %<1, 1, 1) = (—1»1- g, g)
1
6

Ainsi

3. (a) Le systéeme est linéaire, donc admet une écriture matricielle sous la forme :
vneN, X,,1=AX,, avec A la matrice donnée au dessus.

—1-2 —1 2ud 000
(b) OnaB’=(A-L)?*=| -1 2 -1 -1 2 -1 ]=]000
=1 2 =1 =] 2 =1 000

(¢c) On a d’apres la formule de Binéme Vn € N,

n
A"=(B+L)'=Y CB* =L +nB=n(A- L)+ L =nA+(1—n)h.
k=0

(d) Par recurrence, on a X, = A" Xy, d'ou

Uy 1-n 2n —n a
vy | < -n 2n+1 -—n b

Wy, —n 2n 1-mn c
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ce qui donne
U, = a—n(a—2b+c)
v, = b-—n(a—2b+c)

wy, = c—nla—2b+c)

\

(e) Pour que les trois suites u,, v, et w, soient constantes, il faut que a — 2b +c=0.

Exercice 2

On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un
méme espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire réelle qui suit la loi normale centrée et
réduite de fonction densité définie sur R par

1. (a) La fonction de répartition de Y = X? est donnée par :

Siy<0, Fr(y) = 0
Siy>0, Fy(y) - P(‘—\/y<
= (V) -

et

<)
~ VP =29( ) ~ L

(b) La fonction densité de probabilité fy de Y est donnée par

g
fry) = @Fy(y) = vy = 21y
0 sinon. )
0 sinon.

2. La somme de deux variables aléatoires réelles indépendantes de densité f et g, suit une

loi de densité :
+00

VxeR, h(x)= f(t)g(x —t) dt.

On considere 'intégrale [ définie par

0.

¢ 1
= P, 1
0 /x(t—x) '
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~J 1 i
(a) Pben 0 : \/x(t—x') VN six — 0
1 1 .
Pbent: \/x(t~x)N N g Six —>t

1—/t/2 / =h+bh
NE t——x t/2 \/x(t—x)

I; et I; sont convergentes d’apres le critere de Riemann donc I est convergente.

(b) On pose le changement de variable sin(u) = \/; d’ot cos(u)du = %

2cos (u)du /72du o

t 1 7
I:/O \/tx(l"%)dx—/ \/1—sin?

(c) Soient Y; et Y, deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi que Y.
On pose U = Y; + Y,. La densité de U donnée par

+oo teo 1
Vx €R, fU(x):._oo fr,(t) fy,(x — 1) dt = ] \/2—756 2 fy, (x — t) dt.
x 1 —
onposey=x—1t alors fu(x):[_oo me_%fyz(y) dy

-Six <0, alors fi;(x) =0.
-Six >0, alors

fulx) = /0 27T(x~y)e \/.’iny

1
Donc U suit une loi exponentielle de paramatre =.

3. (a) Lavariable T=¢"7,0na U(Q) = [0,+oo[ ce qui donne T(Q) =0, 1]
¥I€R, ona Fr(t) = P(T<t)=P(e ¥ <)
-Sit <0, alors Fr(t) =0.
-Si0<t<1, alors Fr(t) = P(U> —2In(t)) =1 — Fy(—2In(¢))
-Sit>1, alors Fr(t) = 1.
d’ou
2fu(=2In() sitelo, 1] [ 1 sitelo, 1]
frit)=q 1t =

0 sinon 0 sinon
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(c) L'inégalité de Markov est donnée par

E(Z)

Ya >0, P(Zza)< .

En utilisant cette inégalité

ntXy < nt(p+e) E(entxn) n(In(pe' +q)—t(p+e))
P(Xn*p>€):P(€ =e )sze .

(d) On a l'inégalité In(pef +4g) — p 8 , alors n(In(pe 4 q) — tp) < n% ol encore
n(ln(pe’ +q) — tp) — nte < n(g — te) en suite, on a l'inégalité :

P(Xy — p > €) < e"(nlpe+a)=t(pre)) ¢ nlfs—te)

2
(e) Soit ¢(t) ==

2

g te,on a ¢'(t) = — — ¢ et par suite ¢ admet un minimum global en t = 4¢
t
c.a.d g2 —2¢%, puisque

2
Vi>0 P(X, —pe) <en(5t)
on déduit que I'inégalité reste vraie pour t = 4¢

P(Rp—pze)<e 2,

1
3. On pose Y, = — 2(1 - Xi) = }: Yk, les variables aléatoires Yi,Y5,...,Y, sont indépen-
U=
dantes, sulvant une méme loi de Bernoulli de parametre 4 = 1 — p, d’aprés la question

précédente, on a I'inégalité
P(Y,—g>e) <e 2,

n
4, Ona?,,:—}1;2(1—Xk):1—271,3101'3?71_qzl—yn“‘(l"p):P_X”
k=1

PYn—g>e)=P(p~Xpn>e)=P(X,—p

N
|
o
N
S

D’apres les questions 2(e) et 3, on a I'inégalité :

Vee R, P(IXy—pl2e)=P(Xy—p<—e)+P(Xn—pe) <22,




Concours Biologie et Géologie Corrigé de ’épreuve de Mathématiques Page 5 sur 9

(a) Pben 0: 1 six—0

e TR

Pbent: \/qux f\/?—_ gl g e

=Ly —1
_/o VE(E—7%) x+/t/2 NI

I; et I sont convergentes d’apres le critére de Riemann donc I est convergente.

dx:1'1+12

(b) On pose le changement de variable sin(u) = \/% d’otr cos(u)du = d}w

N
&

=

-~

2 2cos(u)du / iy — 7.

I:/t—————-—1~———dx—/
0 Jtx(1-3%) \/1 — sin?

(c) Soient Y; et Y, deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi que Y.
On pose U = Y; + Y,. La densité de U donnée par

+o0 -+00 1

VrER, fu(x)= | " fa(Ofp(c-nde= | m_te"%fyz(x—t) dt

onposey=x—t alors fy(x

- Si x <0, alors fy;(x) =0.
-Six >0, alors

= [ =t T )

X x— y
fuls) = [ e ehay
0 27

Donc U suit une loi exponentielle de paramétre %—

3. (a) Lavariable T=¢"%, 0on a U(Q)) = [0, +oo[ ce qui donne T(Q) =]0, 1]
Vi€ R,onaFr(t) =P(T<t)=P(e~ ¥ <1)
- 8i t<0, alors Fr(t) = 0.
-Si0<t<1,alors Fr(t) = P(U > —2In(t)) =1 — Fy(—2In(t))
-Sit>1,alors Fr(t) = 1.
d'ou
2
—fu(—=2In(t)) sit€]0, 1 1 sit€]o, 1)
fr(t) =4 ¢ =

0 sinon 0 sinon
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(¢) L'inégalité de Markov est donnée par

E(Z)

Ya >0, P(Z>a) < .

En utilisant cette inégalité

b ntXn <, nt(p+e) E(entY") n(In(pe'+q)—t(p+e))
P(Xy—p=e)=P"nxe )SW:E _

(d) On aI'inégalité In(pef +4) — Ep & %, alors n(In(pef 4 q) — tp) < n%z- ou encore
n(In(pe' +q) — tp) — nte<n(k — te) en suite, on a I'inégalité :

P(X” =P g) < g"(ln(PetJrq)—f(}HfE)) < en(%—te).

2

t
(e) Soit ¢(t) = % —te,ona@'(t) = it et par suite p admet un minimum global en t = 4¢
2

t
c.a.d g fi = puisque
— 2
V>0 P(Xy—p2e) <e(z)
on déduit que I'inégalité reste vraie pour t = 4¢

P(Xy—pze)ge 2,

- 1 H 1 n
3. On pose Y,, = - 2(1 - Xi) = = 2 Y, les variables aléatoires Yy,Y5,...,Y, sont indépen-
k=1 k=1
dantes, suivant une méme loi de Bernoulli de paramatre g =1 — p, d’apres la question
précédente, on a I'inégalité

P(Y, —g>¢) <e 2,

H =
4. Ona?,,:lZ(1~—Xk):1—Y,Z,alors?,,—q:1—z,—(1—p):p—X”

k=1

=

P(?n ““Q?E) :P(p——Xn 25) :P(Yn ,ﬂpg_g) ge—Znez‘
D’apres les questions 2(e) et 3, on a I'inégalité :

Ve€R} P(IXp—p|l2e)=P(Xy—p<—e)+P(X,—p>e) <202,
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5. Pour que l'intervalle de confiance soit au niveau de confiance 0.95, il faut que

2e—21t < Q. 05, c.a.d e 21’ ¢ % =>e2 1/ 1“(40), il suffit de choisir ¢ = 4/ 2;110 < \ﬁ 1 am-

plitude de l'intervalle de confiance est plus réduite que celle obtenue a la question 1(c

6. (a) Sion a réalisé n expériences indépendamment les unes des autres, la loi du nombre
Sy est une loi Binomiale de parameétre n et p.

(b) L'espérance de 3t est E(31) = 1E(S,) = np p.
La variance de 3t est V(32) = 2V(Sn) = Janpq = Lpa,

I

:]»-\

(¢) On a %1 suit la méme loi que X,;,, pour n = 1000 l'intervalle de confiance par ni-

veau de confiance 0.95, 'amplitude de I'intervalle de confiance est la plus réduite,

In(40) _ 1 1 (40)
000" = 35 2 ~ (,0429.

= SN
= \/ 160 = 0,0707.

;e

= U



