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a) z € Ker(u) = (u(z),y) =0, Yy € E < (z,u"(y)) =0, VZye F < z¢
VL

(Im u*)-.
D’apres ce qui precede Keru® = (Im(u*)*)* = (Imu)~

LQ

b) On a dimKer u + dimIm u = n et d’aprés la premiere ‘question dimKer u -+
dimIm ¢* = n et dimKer u* +dimIm u =n. Donc dim Ker u = dim Ker u" et que u

et ©" ont le méme rang.

RV

b
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a) Siz = u*). alors vu*(z) = 0, donc Keru® C Ker~~*. Si z € Keruu®, alors
(uu'(z).z) = 0 = (u*(z),u"(z)) = |Ju*(z)||?, donc u*(z) = 0.

Siy=uu"(z).avecz € E. alorsy € Imu. donc Imuu™ < Imw. Par ailleurs dimImuu® =
n —dimKeruu" =n —dimKeru” =n—dimKer v =dimIm u.

b} dimKer uu® = dimKer u" et dimKer u*u = dim Ker u. Le résultat se déduit de la

question 1-b).

Comme u est diagonalisable. la dimension de tout sous-espace propre est égale a la
multiplicité de la valeur propre associée.

a) i) On sait que dans un espace euclidien E si F et G sont deux sous-espaces de E,

F* +G* = (FNG)*, donc (Keruu*)* + (Kervv®)* = (Ker uu* N Kervv*)*.

ii) z € ker(uu” + vv*) = (uwu’(z) + vv*(z),z) = (wu’(zr) z) + (vv*(z),z) = 0 =
lu*(z)[]* + |Jv*(z)|* = 0 = z € Ker u*NKer v*. L’autre inclusion est évidente
= Weruu* p Keruv"

b) Il est évident que Im(uu*+vv*) C Imu+Imv et d’apres ce qui précéde dim Im(uu*+
vv*) = n—dim Ker(uu* +vv*) = n—dim Ker uu*NKer vv* = dim(Ker uu*NKervv*)* =
dim((Keruu*)* + (Kervv*)*) = dim(Im uu*® + Im vv*). = d'm ( Tm u+'l“\~*)

ZM,f 5.

a)(u'u)® = u*u et (uu')® = uu” et pour tout z € E, (uu*(z),z) = (u*(z),u"(z)) > Oet

(v u(z), £) = (u(z), u(z)) > 0.

b) Si z # 0 est un vecteur propre de uu* associé a la




valeur propre A, alors u*u(u*(z)) = Au(z). de plus u’(z) # 0 car s1 u*(z) = 0. alors
3 A = 0. Donc A est une valeur propre commune a uu” et a u’u.

Si zy,...,z,, est une base de Ker(uu® — Ald), alors u*(zy),. . -.

libre de Ker(u*u — AId). Il en résulte que dim Ker(u"z — Ald) > m et par symeétrie

dim Ker(u*u — AId) = m.

u*(z,) est un systeme

Partie I1

/\,{ 1. a) = b). Soit A une valeur propre de u et r un vecteur propre non nul associé a .
(u(z),z) = Mz, z). Comme z # 0 et (u(z),z) > 0. alors A > 0.
A { h) = ¢). Comme u est symétrique. il existe une base orthonormee (¢;. . .. °
’ de vecteurs propres de u. u(ej) = Aje;, avec A; > 0. On pose w I'endomorphisme ae £
defini par w(e,—) = \//\_jej. w est diagonalisable dans une base orthonormee. donc w est
n

¢, ) de E formee

svmetrique. Soit T = ) T,e; un vecteur de E.

i=1
wl(z).z) = Z \/T)If >0
Donc w est positif.
/1’( ¢) = a). Soit £ € E. (u(z).z) = (w?(z),z) = (w(z). w(z)) >0. donc u est positif.

2. a) Il existe une base orthonormée (ey,....e,) de E formée de vecteurs propres de t.

n n
A+A (u(ej) = Aje;). Soit z = erej un vecteur de E. (u(z).1) = Z,\]If. Comme les

3=1 1=t

A, > 0et 22 >0, alors [(u(z),z) =0 = Z/\JI} = u(z) = 0]. Il-est évident que si
y=1

(J(I): 0, (u(z),z) = 0.

A b) Si u est inversible, alors Keru = {0} = {z € E: (u(z),z) = 0}. Donc (u(z),z) > 0.
pour z € E'\ {0}.
A Réciproquement si (u(z),z) > 0, pour z € E \ {0}, alors Keru = {0}. Donc u est
injectif, donc bijectif.

y 3. a) (v*uv)* = v'uv, donc v*uv est symétrique. Soit = € E, (v*uv(z),z) = (u(v(z)),v(z)) 2
ﬁ-A 0. Donc v*uv est positif. ’

c b) u est symétrique positif et inversible, donc il existe w € S¥(E) inversible tel que
é ) u = w? Donc uv = w(wvw)w™!. Donc uv est semblable a ’endomorphisme wvw qui est

w ot \MV(AA\M o~ o*dnfu =(MW)2‘-) = dofw F0

!
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svmeétrique d’apres ce qui précéde, donc il est diagonalisable dans une base orthonormeée.
I1 en résulte que uv est diagonalisable. (pas nécessairement d<us une base orthonormeée).

c) 1) Les valeurs propres de uv sont les méme que pour ’endomorphisme wvw qui sont

9
»/ positives.

11) D’apres ce qui précede, uv injectif ssi wvw est injectif, ce qui est équivalent au fait
que v est injectif. car w est inversible.

11) u”'v est dxagonahsable et ses valeurs propres sont positives. Si (A, .. .. \,.) sont les
valeurs propres de u™'v, alors (1+ Ay, ..., 1+ A,) sont les valeurs propres de (Id +u~'v).

b
_/‘2/ Donc det(Id +u~'v) = H" 1+A;)>1.
det(u + v) = det udet(Id +u‘1v) > det u.

iv) f est la composée de I'application affine ¢t — u + tv de [0. +oc| a valeurs dans
A L(E) et de I'application det qui est continue sur £(E). S:3 < s < t < +oco, alors
det(u + tv) = det[(u + sv) + (t — s)v] > det(u + sv), d’aprés ce qui précede.

_ Partie ITI
o
A
( Lu=xv & v-uest positif, ce qui est par définition équivalent au fait que pour tout
: z€ E. ((v-u)(z).2) 20 <= (u(z),z) < (v(z),7)-

m A

2. a)Soitu,v,w € ST(E).Onau—u =0 € ST(FE), donc la relation < est réflexive. Siu < v
et v < u, alors les valeurs propres de u — v sont nulles et comme c’est un endomorphisme
diagonalisable, il est nul, donc la relation < est antisymétrique. Si u <X v et v <X w, alors
~ pour tout z € E, ((w—u)(z),z) = ((w—v)(z),z)+ ((v—1u)(z),z) > 0. Donc la relation
: =< est transitive et donc elle est une relation d’ordre sur S*(E).

b) La relation < n’est pas totale. u et v sont positifs, u — v € S(E), mais ni u — v ni
v — u n’est positif. En effet les valeurs propres de u — v sont 1 et -1.

-

/3. Il existe une base orthonormée (e1,---,en) de E formée de vecteurs propres de u. (u(e;) =
Aje;)- Donc (aId —u)(ej) = (a—A;)e; pour tout j et a—A; > 0. Donc ald —u € S¥(E).

>

4. a) Comme (u(z),z) < (v(:z) z), donc Kerv C Keruet d’ aprésl-1) (Imv)* € (Imu)t <

Imu C Imuw.

A{f‘f'llr

T T




b) Si u est inversible, Ker u = {0} = Kerv = {0} = v est inversible. Ou encore d’apres
la question II-3)iii) det v = det((v — u) + u) > detu > 0.

Qe

5. a) = b). D’apres IIl-4)-a) uv" < Avr® = Imuu® C Imvv". Comme Imuu® = Imu et

Imve® =Imv. Donc Imu Z Imuv.
b) = cj. Soit (e;....,e,) une base de £. comme Imu C Imwv, pour tout 1 < ) < n. il

existe 7, € E tel que v(z;) = u(e;). Le vecteur z; n’est pas nécessairement unique. On
pose w(e;) = z, pout tout ). avec w € L(E). Alors u = vo w.

(SRS

g/ c) = a). Si A\ est la plus grande valeur propre de ww", alors (Ald —ww®) = S7(£).
uu® = rww et = Avy” — v(Ald —ww*)v". Comme v(AId —ww*)v* est dans S7(E). donc
uu® < Ave*.

,2 6. a) 1) L'application 2 (z) = {y.z) est linéaire, donc différentiable ap,(z)h = (y.7..
3 L application 2»ir) = (u(z). ) est différentiable et dyp,(z)k = (u(z),h) + (ulh).z; =
0 2(u(z). h). car u est svmétrique. Donc - est différentiable sur E et dg(z)h = 2{y —
~ u(z). h.

i1) Le seul point critique c’est le point z, tel que u(zy) = y, car u est injective.

>‘

ZJ b) g:(I(‘)f h) — o(ze) = 2(u(zy), zo) + 2(u(zy), h) — (u(zo), zo) — {u(zo), h) — (u(h), o) —
(u(h). h' = 2(u(zo). o) + (u(zo), Zo) = —(u(h),h) <0

/]l { c) Comme u < v. donc o > v. Il en résulte que le maximum de ¢ est plus grand que

+ le maximum de v soit ¢(u~!(y)) > w(v~'(y)), pour tout y € E. Comme ¢(u~'(y}) =

9, 2y u™y) = Iyl et w(u™'(y)) = 2(y. v~ (¥)) — |lyll* il en résulte que

(v ') < (wu'(y), VyeE

Donc v=! < u~!.

Partie IV

On note C*°(R) I'espace des fonctions de classe C*™ sur R et soit E, le sous espace
de C*=(R) formé des fonctions de la forme f(t) = e“‘z/zP(t), ave¢ P un polynome de degré
au plus n. On muni E, du produit scalaire (f/g) = _+:o° f(t)g(t)dt. Pour f € E,, on pose

u(f)(t) = —f"(t) + t2f(t), pour tout ¢ € R.
1. Soit f € E,, f(t) = e */2P(t), avec P un polynéme de degré au plus n.
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1.5

e U(€>>'€E

= —te C2P(t) + e /2P'(t) et f'(t) = —e P /2P(t) + 12~/ 2P( ) — 2te™/ 'D'( ) +
w2 pii t Donc u(f)(t) = —(1+t2)e~t/2P(t)+2te=t /2 P! (t)+e 12 P (t) + 2 /2 P(t) =
“3(P(t) - 2tP'(¢) — P"(t)). Il en résulte que u est un endomorphisme de E.,.

-
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2. 251 f.g € E,.

~c r—0C

[' "
(ugf‘)/g‘»:/  F(t)glt)dt — / f (t)g(t)dt

On fait une 1ntégration par parties on aura:

a[m’f)/g‘;z/ t?f(t)g(t)dﬁ[ f'(t)g'(t)dt

J - J—x

(%)

’+A+A

b L'identité (3) montre que u est un automorphisme symétrique et positir.

3. ai DOlt A une valeur propre de u associé au vecteur propre J/ de la forme [(%)

“2P(t), avec P, un polynome de degré k, alors —f" (t) + (t* — k) f(t) = C pour
tout ¢t € R. .
=7 )+ (2 =N\ f(t) = e 72 (—=(A=1)P(t)+2tP'(t)— P"(t)). Le coefficient de plus haut
degreé est (2k + (1 — \))ag, avec ax le coefficient de t¥ dans P. Il résulte que A = 2k + 1.

b) D’apreés ce qui précéde si f = e~*/2P est un vecteur propre de 2k + 1. alors néces-
sairement le degré de P est k. Si f = e™*’/2P et g = e"*/2Q sont deux vecteurs propres
associés a la valeur propre 2k + 1, avec P et @ deux polyndmes unitaires, alors [ — g
est encore un vecteur propre pour la valeur propre 2k + 1. Comme P - () est degré au
plus £ — 1, donc P = @ et donc f = g. Il en résulte que le sous-espace propre associe a
la valeur propre 2k + 1 est de dimension 1.

c) Comme u est diagonalisable et les sous-espaces propres sont de dimension 1. alors les
seules valeurs propres sont {2k + 1; 0 < k < n}.

. Les vecteurs go(t) = €742, g,(t) = te™"'/? et go(t) = (3 + 2)e*"/? sont des vecteurs

propres de u associé respectivement aux valeurs propres 1, 3 et 5. Ces vecteurs sont
- .- s ~ . ’ . 1 4 —
orthogonaux car ils sont associés a des valeurs propres différentes. [|go|| = /%, ||o1]] =

N ) h o 0
Vo> llozll = 77 On prend fo = 220, fi = ot fo = o

”90”




