orrection Mathl
Partie | h
17 a) cos(z — t) = cosz cost + sin z sin t, donc
2 (2) Fg) = COSI/ f(t) cost dt + snz/ f ) sint dt.
T Jo

b) Comme f est continue sur R, les fonctions f(z / f(t) cost dt et fo(z) =
/ f(t) sint dt sont de classe C! sur R, donc F est de classe C! sur R*. De plus f,(0) = 0,

0

. T
f2(0) =0, £1(0) = £(0) et f3(0) = 0. Donc lim F(z) = ligz,w”%?‘) + S‘“% -
: z— T
f(0). I en résulte que F est continue sur R, '
2. Pour z € R*, 2F'(z) + F(z) = f(z) — [; f(t) sin(z — t)dt, donc
3 . .
Fl(z) = —vs—lszl(z) (2 )+\cos2xf( 2) °°S””f2( b -—S‘”fg( ) +sm2x————-fi )
. sinz  cosz z cosa: sinz
= B2 - 2@+ LD 20 - S
lim 222 fi(z) = lim cos:cfé(z) = lim(ﬂn—{M =0 . I |
=0 I z—0 13 z—0 a:\/ T [ / /
44: 9221l reste a calculer ]in(l) M B fl( o ||
b €Z /

f(z) cosz _fla) =418 ) cos T 1 coszsinz
_x—__:r:—i’_fl(x)_ = T /(; cost(f(t)-—f(()))dt+f(0)( —a )

. ,1 coszsinz
Comme lim(——————
20 x2

) = 0, alors :11_1’1(1) Fix) = f'(O)—I%O.) fl; ) . (I1 suffit de faire

COS2.'E / cost(f (t) — f(0))dt.) 11 en résulte
z2 J,
que F’(O) - f'20)-‘ ‘\.

un développement limité pour calculer lirr(x)
T—

- 1 —cosz
brlrs et pour z < 0, F(z) = = Donc

2, 24A 3. Soit f(z) = |z|. Pour z > 0, F(z) =
; "F’(0+) 3 =—F'(0- ) F n’est pas dérivable en 0.

4. Comme f(z) admet une limite quand z tend vers +oo, alors f est bornée sur [0, +oo|.
De plus pour € > 0, il existe A > 0 tel que |f(z) — ¢| < € pour tout z > A.

(sinz — sin A)

< Flz) = COSI/ f(t) costdt + Obe(f(t)—Z)costdt+écoiz



sinz [ , S e A o
+ f(t)sintdt + (f(t) — &) sintdt = ¢ (cos A — cos )
Iz Jo T Ja~ ¢

<L

Il résulte que lim F(z)=0.

I—-+00

5. T(g")(z) = L& _ 5% gy 1 AT 0) - T(g), done
z T
< T(f)(e) = L& _ 52 gy 1 32200

- r
oL b

6. a) Soit f € E telle que T(f) = 0, alors f(0) = 0 et pour tout r € R
cosx/ f(t) costdt+sinz/ f(t) sintdt = 0.
0 0

Comme f est continue, on dérive cette identité, on aura

‘&
* = si stdt — cos sin tdt.
(*) f(z) sm:c/(; f(t) costdt — co x/o f(t) sin

Il en résulte que f est de classe C! sur R*.

b) On dérive I'identité (), on aura f'(z) = cosx/ f(t) cost dt+sinr/ f(t) sintdt =
0 : 0

2= 0, donc f =0 car f(0) = 0. Donc T est injective sur E.

7. a) Soit g € E' et f(z) = / tg(t)dt + zg'(z) + g(z). f est bien continue et f(0) = g(0)
0
et f est dérivable en 0.

()@ = / "eos(z 1)/ (2)d

z t 1 £ )
Y- Ar = i-/o cos(x—t)(/o sg(s)ds)dt—&—;fo cos(z — t)tg'(t)dt
1 T
+ ;/(; cos(z — t)g(t)dt

On applique le théoréme de Fubini a la premiére intégrale, on aura:

é/oz cos(z — t)(/: sg(s)ds)dt = %/0.: sg(s) (/: cos(z — t)dt) ds

1 z
= —/ sg(s)siziz — s)ds.
0

z
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z

g(t) cos(z — t)dt

IS

rT
/ tg'(t)cos(z — t)dt = g(z)—
0

S

40

|

1 [~ ,
~ / tg(t)sin(z — t)dt.
0

,.
<~

Donc T(f)(z) = g(z).

b) Il en résulte que T est surjective de E dans E’, et d’apreés la question précédente, T
< est un isomorphisme de E dans E'.

8. Si f € E',alors F = T(f) est de classe C! sur Ret zF'(z)+F(z) = f(r)—/ fit) sin{z—
0
t)dt. Donc F est de classe C? sur R*.

zF"(z) + 2F'(z) = f'(z) - [* f(t) cos(z —t)dt = f'(z) — zF(z). Donc
5 == ,\_),2/ /0

F"(z) + 2F'(z) + zF (z) = f'(z)-

zy + 2y'. Donc u vérifie ’équation différentielle

. "
9.Slu=zy,v =z +yetu = i
cosz _sinz
+ 5 . Comme

u 4+u=0, et donc u=cacosz+ Bsinz. Il en résulte que y = a - -
D =444 ) . sinz
on cherche les solutions dans E”, alors y = ﬁ—x——.
Partie [I
1

2% a) f € Eet T(f) = Af, alors f € E' et T(f) = Af € E”, donc f € E”.

b) Comme F vérifie zF” (z) +2F'(z) + zF(z) = f'(z) dans R" et F = Af, alors f vérifie
sur R* I’équation différentielle

v =1
> (Dy). Yy +——y tey=0 -

c) SiA#1,ona F(0) = f(0) = Af(0), donc f(0) = 0.

(W)
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2. Inversement )

a) Soit f € E” solution dans R* de I’équatien (D, ), d'apres ce qui précede il existe une

%: " fonction g € E telle que T(g) = /. Donc f vérifie zf” +2f' +zf = ¢'. de plus f vérifie
zf + f'+zf=0.Donc f'=g'. et f =g+ec f(0)=g(0),doncc=0et T(f)=f

J

b) Soit f € E” solution dans R* de I'équation (D,). avec A\ # 1 et f(0)=0.Soit g FE
2 telle que T(g) = f, alors f vérifie 'équation différentielle zf +2f +zf = g Il en
résulte que ' = Ag’, et comme f(0) = g(0). alors f = Ag et T(f) = AT(g) = A/f.

3. Si f vérifie D, alors f vérifie zf (z) + zf(z) = 0, pour tout z € R", donc f +f=0
K24y et f(z) = acosz + Bsinz. f(0) =0, alors f(z) = Bsinz.

+o0o

4. Siy(z) = Zakx". On a:
k=0
o 20—=1, 20 -1 -
O0=zy + Yy +zy= Z(k-{- 1)( -é—k)ak,,,lzk-{»Zak_lIk.
k>0 k>1
= 24 ;
3= %% len résulte que g%al =0et (k+ 1)(%\?—1 + k)ags; = —ag—; pour tout k£ > 1. Donc
ask+1 = 0 pour tout k¥ € N et la suite (ag ) vérifie la relation de récurrence
1
2k(2k +1- :\-)azk = —QA2k-2, k Z o]
: , Aok —
qui admet une solution. | = 2| = +00 quand k — +co. Donc le rayon de convergence
Q2k
est oo. ’
.

+oo ( l)k
N _ 2(n+k)
(@) =D K (n+ k)

L k=0

Cette série converge sur R et T(y,) = 2—,,1—1 Yn-

6. a) Pour n > 1,

,2 yl - 2§ (—1)k Ig(n+k)_1 _ 21:%02 "']-)k I2(n—l+k) — ‘ZIy _—
" UL gkl n -k - 1) e Llln K — 1) "




. , 1 = t ) & , 1
b) T(yn) = lyn, donc y, = / yn(t)dt + : lyn(r} + —yn. Comme
0

2n + 2n+ 1. 2n + 2n + 1
1 . 1 / . .
tYn(t) = SYns1s O AUTA 20Yn(Z) = SYns1(T) + Ty, (z), soit
- 2+4 - -
4(n = 1)yn-1(2) = ya(z) Hay,_,(2)
De plus yn4, vérifie 'équation différentielle zy, ., — (2n + 1)y, + ZYnsr = 0.
Ynt1 = 2ZYn, Ynyr = 2ZYp + 2Un = 42%Yn_1 + 2y5. Donc

Yn+1 — 4nyn + 4I:’yn—l = 0.

.
7. Comme pour n € N, y, est solution de 'équation différentic’:.
zy' —(2n—1)y +zy =0,
donc J, est solution de I’équation différentielle
BHo24t

(€n) 2%y (z) + zy'(z) + (2® — n?)y(z) = 0.

Pour n <0, il suffit de remplacer J, par (—1)"J_,.

8. a)Pourz€Rona

+oo (_l)n 2n
9 | cosng—————@n;

b)
+o0 N-2N (o 2n
—1)"z**(sint
cos(zsint) = ,?_0 (=1) 2n()! ) :
,3 La série précédente converge uniformément par rapport a t sur R, donc
1 [7 22 (-1 / oy
— [ cos(zsint)dt = _ sint)"dt = Jo(z
[} costesintyar = 35I| g = )
Partie IT1

1. a) Pour tout n > 1, Ynt1 — 4ny, + 422y, = 0, donc (2z)"*'Jny1 — 4n(22)"J, +

(2z)"*'J,_, = 0, en divisant par 2(2z)", on aura zJ,41 —.2nJy + zJy_; = 0. Cette

2.4 relation est encore valable pour z =0 et n = 0. On remplagant J, par (—1)*J_,, cette
derniére reste valable pour n < 0.




b) On a ¥, = 2zyn—1. ¥, = (2z)"J" + 2n(2z)""'J, = (22)"Jn_1. Pour z # 0 on aura

. zJ! = —nJ, + zJ,_,. Cette relation reste vrai pour n = 0 et pour n < 0, il suffit de
4. 2+2 multiplier par (—1)™.

On a la relation y,41 — 4ny, + 22y, = 0. Avec les méme argument que précédemment

on aura zJ, = nJ, — zJ,,; pour tout n € Z.

2.
Z Jn z)e’"‘+ZJ )it + Jo(z).
+o0 +00 2k n
x (—l)kI2k IIIn le ( 2). I.’EI
==Y e L <’ n>0.
hm) =Gl FRmy Ry o a@Is T2 S st o
k=0 k=0
Il en résulte que les séries
5.9 4> . e .
Z Ju(z)e™ et Z Jn(z)e™
n=-—oo n=1
sont convergentes et convergent absolument et uniformément sur [—A, A] x R, pour tout
A>0. 1
. o mE ¥ igin—
De méme AR = H(Ja1— n+l) n>1,|J;| < (1+2%)e” }‘n"_w
3. a)
0 e ;
6—15(1, 0) = .Y inJa(z)e™
nj;oo i ) +00 i '
= Z —zJp 1 (z)e™ + Z —zJn_q(z)e™
é; 29‘\5 n=-o00 2 ) n=-—co E
= %xe‘iozﬁ(x, 0) + %zemw(z, 6) = izy)(z, 6) cosb.
D’aprés ce qui précede zJ), = %(:an_l — zJ,41) pour tout n € Z. Il en résulte que
a¢ +00 y +00 . )
25 (z,0) = nzZ_wan-l(x)e'"" —n;wanH(z)emo
= ze%y(z,0) — ze y(z, 6)
= 2izsinfy(z,0). i
9g
— =0
2 P




/

ov o
c) donc g(z,8) = h(z) qui est de classe C*. Comme z—(z,6) = izsinf¥(z. ), on aura :
z
izsind

h'(z) = 0, comme A(0) = ¥(0.6) = 1, donc ¥(z,0) =e
Ja(z) est le coeficient exponentiel de Fourier de I'application # — ¥(z.8) il est donné
par

N
]
&
&
(Vg

"

1 [ . : 1 7 .
Ja(z) = —/ g=BnlSind g — —/ cos(z sinf — nd)do.
0

4. Pour tout r > 0, la fonction # —— U(rcos#,rsinf) est de classe C?, 27-périodique.
Donc elle coincide avec la somme de sa série de Fourier.

U(rcosf,rsinf) = Z Cn(r)e™, VO eR,

'ZJ 27

|
avec Cyr(r) = o
T Jo

U(rcos8,rsinf)e "df.

5. D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégral C, est de classe C? sur [0, +oc],
T 2% T

1 2” aU . 3 8 s - ] —ind
'(r) = — — xa =— [ T — 8, f)e~ ™" db.
C,(r) 5 /0 = (rcosf,rsin@)e”™dfet C, (1) o ), o (rcos@,rsinf)e

En faisant deux intégrations par parties on aura pour tout n € Z :
T

=5 . o (rcosf,rsin B)e™™d6.

L*, = -2+2/ —-n2C'n(r)

r’C.(r) + rC.(r)+ (Ar? —n?)C,(r)
1 2

7-"__
27 Jo

[AU(r cos 6, rsin ) + Au(r cos 8, sin 8)]e ™"V df = 0.

6. Pour t = v/Ar, on pose Cp(r) = anJa(tln(t), @n vérifie l’éduation différentielle (&,).
On sait que J, est une solution de (&,), donc Zaan(\/Xr)e‘"g est une solution de
nez

3, ’équation (£,), pour toute suite bornée (a,)nez. D’apres I1I-2 Z a,,Jn(\/Xr)ei"g est de
, neZ
classe C2.

7. Si a, = 1, la fonction f(z,y) = €Y est une solution. Si a, = €™/?, la fonction

’&: A4 g(z,y) = V7 est une solution.




