Concours en Mathématiques Physique
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Correction de ’Epreuve de Mathématiques II \ ((1\\\\
l
, = (Bmuorsen: \ .
Exercice /’ 3
1) &X‘r ’ :

z+— P(z)Q(z)(1 — = ) est continue sur | — 1, 1] et en plus, il existe ¢ € IR* tel que
vz €] —1,1[, |P(z)Q(z)(1 — z%)*| < ¢(1 — z%)*
or
(1-z%*~2%1—-1)* quand z — 1
(1-2*)*~2%(1+1)* quand z — —1

donc (1 — z?)* est intégrable sur | — 1, 1[ pour tout @ > —1 d’ou z — P(z)Q(z)(1 — z*)"
est intégrable sur | — 1, 1[.
2) _

(P.Qe= [ PEQE)( -2z = [ Q@)PE)(1 - ) dz = (@ P)a

1 ,
(MPL+ AP, Q)o = /_1(/\1131 + A2 P)Q(z)(1 — I2)ad-’5 = A (P, Q)a + A2( P2, Q)a

(PP)a= [ ' P(2)P(z)(1 — 2?)%dz > 0.

£
(P,P) =0= P=0sur ] —1,1[ d’ou P est le polynéme nul .

Ainsi (, ), est un produit scalaire.
3)

o

(=) = S (A -2+ )

—((1
o™ ((
n—k

ch O (1 =y L (14 z)my
"k Bk

= Xn: CHa+n)..(a+n—k+1)(a+n). (a+k+1)(-1)F1 - z)*t"F1 + z)*+*
k=0

= (1 -2*)*J3(x)

= ini(a +n).(a+n—k+1)(a+n). (a+k+1)(-1)*1 - z)" 1 + )"

est un polynome de degré n.




4)

(U2 I)e = [ J2(@) 5@ - 2%)ds

n'“m

on a n # m, supposons que n < m.

(U I5)a = [ J3(@) s (1 = 2%)*+™)dz
apres une intégration par parties on trouve :
(24 (24 a afn- a
(5,920 = = [ () (@) oy (1 = 29)**™)ds

et apres n intégrations par parties on trouve :

m—n

(U, I3)e = (1) [ (DO @) (1~ )™+

— (_l)n(J:)(") /;ll 61.";——“7; ((1 . x?)a-%-vn)dl_ =1

5) a)

ZC’" Afa+n—-—k+1)(a+n). (a+k+1)(—1)"(1—1‘)““‘(1+r)’°

= J2(1) = (@ +n)....(a + 1)(=1)"2".

5) b)
I3 (@) = (1 - 2%~ e (1~ 2%)*")
z — (1—22)"* est paire et £ — —— ((1—z%)**") est la dérivée n*™ d’une fonction paire

o™

donc elle a la parité de n
d’ou J3(—z) = (-1)"J2(=).
5) ¢

Jo(-1)=(-1)"J2(1) = (a+n)....(a+1)2"

6) a)

A, est linéaire et

AL(P)(z) = —=(1 = z*)"*(—2z(a + 1)(1 — IQ)"Z—]: 1 — x?)"“%)
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P
)5z
Ainsi, si P est un polynome de degré < N, alors il en est de méme pour A, (P).
d’ou A, est un endomorphisme de Ry[X].
6) b)

- 2:6(1+a)%§ —(1-2?

(AP, @ =~ [ 21~ 221 50)Q(a)dz

e JP 0Q
—/(1 +1<9:z:6:7:()dI

a+1aQ
- /1 6:1: %)P(:r)d:z:
= (Ax(Q), Pa-

7) a)

Aa(P) = AP
=

0P 2P
— —(1— = XP
2(1+0) 5 — (1-2) 0
D’ou P vérifit ’équation différentielle :

(1-2")y" —2(1+a)zy + Ay =0

7) b)

Soient n € {0,1..., N} et A2 = n(n—1)+2(a+1)n. Montrons qu’il existe € (Ry[X])*
tel que A,® = A2D.
Cherchons @ sous la forme ®(z Z axz* avec m € {0,1..., N}.

k=0
® vérifit ’équation différentielle :

(1-2%)y" =21 + )z’ + Ajy =0
ceci donne :
(k+2)(k+1)arso = (k(k—1)+2(a+ 1)k — X2)a, pour 0 < k < m —

(=(m-1)(m—-2)—2(a+1)(m—1)+ Aa)am-1 =0
(—m(m—1) —2(a+1)m+ A})am =0

On choisit m = n, ceci impose a,,_; = 0.
d’ou




si n est paire, on prend a; = 0 et ag # 0 et la relation de récurrence fournit un élément
® € [Ry[X] non nul tel que A,® = \2d.

si n est impaire, on prend ay = 0 et a; # 0 et la relation de récurrence fournit un élément
® € [Ry[X] non nul tel que A,® = \&®.

d’ou A2 est une valeur propre de A,.

8)

Remarquons que

et

un calcul directe donne
Ao(J3) = (n* +n)Jg = A0J3

n

d’ott J? est le vecteur propre associé 4 la valeur propre A%.
Probléme

Partie I
1) a)

5] 01
PosonsUz(f)etVz(E)
Un Un

VU =uvy + ... + Upvp et A =U 'V = (4v;)1<ij<n € Ma(RR)

‘WU # 0 = il existe 1 tel que w;v; # 0 = A # 0 et un mineur d’ordre 2 de A est du

UiV;  UUg| o
type iz e 0 donc rg(A) = 1.
1) b) i)

rg(A) =1 = ilexiste U #0 tel que V X € M, 1(R) , AX € Vect (U)
==
V X € M, 1(R) il existe axy € R tel que AX = axU-




1) b) ii)

0
: > i—1a15€51 ay;
i**ligne — (1) —E,, AE; = LZ;=‘ ST e
: ;—‘=1 Anji€in Qn;i
0
A; = AFE; = il existe q; tel que A; = AFE; = o;U.

1) b) iii)

SHESH '

U tV = (‘U.,'aj)ls,"jsn =Aet tVU = q1U; + -.. + QplUyp, = tr (A) # 0.

1) c)

a partir de a) et b) on a ’équivalence : A € M,,(IR) de trace non nuile est de rang 1
si et seulement s’ il existe U et V tel que ‘VU #0et A=U V.
2)

U,V € Mu1(R) tel que *VU #0.
2) a)

V(aX+Y)= V(X +Y)=a VX + VY =a¥(X)+ ¥(Y)

donc ¥ est linéaire.
2) b)

L)=ker(¥)

VU est une forme linéaire non nulle, car W(U) # 0, donc dim(ker V) = dim(L) =n — 1.

2) c)

Ona 'VU#0=>U ¢ L.
VX€EL,AX=U'"X,or 'VX=0= AX =0.



2) d)

U =U VU = “VOU

o
s
U est un vecteur propre associé a la valeur propre ‘VU.
2) e)

OnaV Xel, AX-——OetAU= 'WVUU
_— v/ o A M A
Sp(A) = {0, ‘VU } avec 0 est une valeur propre de multlphcmfn = 1let VU est une
va.leur propre simple.
A est alors diagonalisable et semblable a la matrice D et 11 existe P mverslble tel que
A=P'DP
2) f)

det(I + A) =det(I + P"'DP) =det(P~}(/ + D)P) =det(I + D) =1+ *VU.

2) g)

L’inverse de I + A existe si et seulement si 1 + *VU # 0.
En remarquant que A2 = *VUA, on a:
-1

Partie I1
Question préliminaire

Soient A € Set X, Y € M, (R) tels que ‘XX = YY =1let ‘XY =0.
(XAY = ‘X 'AY = ‘('Y AX)

or ‘YAX € R= '('YAX)= 'YAX, dou 'XAY = 'YAX.
S C{Ae M, (R)tel que ‘XAY = *YAX ,V X,Y € M,(R)

vérifiants ‘XX = 'YY =1et ‘XY =0}
Soit A € M,,(IR) telle que :

‘XAY = 'YAX ,V X,Y € M,(IR) vérifiants ‘XX = ‘YY =let ‘XY =0
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Choisissons

r\

(0) (0)
i"ligne — (1] =X et J= hene = (1) =Y aveci # j
0) 0)

— —

on a
XX =YY =1et ‘XY =0.

SiA= (a,J)x<.<,., alors ‘XAY =a;; et ‘YAX =a;;.

Ainsi, pourtoutzytelquez%y on aa;; =& dou ‘A=A
Conclusion : ex e

S ={A € M,(R) tel que ‘XAY = 'YAX ¥V X,Y € Ma(R)

vérifiants ‘XX = ‘YY =1et ‘XY =0}

/

A) |

1)

e, & (F
On a: : - C (M)}

* (A,B) = tr (A'B) = tr (B'A) = (B, A)

* (@A + Ay, B) = tr ((aA;+Ap) tB) =a tr (A; 'B)+ tr (A; *B) = a(A4,, B) + (A, B)
x (A A) = tr (A*A)

On prend A= (a{J) 115;5::,

n
A'A = (ciy) 1<ign tel que ¢;; = Y Gikajk
1<;<n 1 =5

H=Y = Slan?z

=1 =1 k=1

= (A,A) > 0.
*(AA) =0 T, i (aix)’ =0 =

air=0,vie{l,2,..,n}etke {1,2,..,n} <= A=0

d’ou (,) est un produit scalaire.

~1



2) a)

A € ST = A est semblable & une matrice diagonale

A O 0
D= 0 '- . g avec \; > 0.
0 ... 0 X\
_—
tr (A) =X+ ...+ A et tr (A%) = (A)%+ ...+ (\a)%
A = (4,4) = tr (A*A) = tr (A%) = (M)? + . + ()P S (i 4+ + A0)°
BN
AI* < (tr (4))*
2) b)
IAI? = (4, 4) = tr (A*A) =33 (i)’ = D ().
i=1 j=1 ij=1
2) ¢)
A= (a,-'j) 15;‘5:, Bi— (b”)fé,i'; AB = (Ci,J)ll: ZZ’ avec ¢ ; = Zai_kbk,j.
14B|? = > (a Z (Z a; kb ;)
i,7=1 s3=1"k=1
or ) .
Zazkbk_y < (D (air)®) (Do ()
k=1 k=1 k=1
=> n n
IAB||* < Z (>_(a: k)z)(Z(bk,j)z))
1,7=1 k=1 k=1
<0 (@) O- O (bey)?
i=1 k=1 j=1 k=1
< lAIIBI*.
_
I1AB]| < [|A]ll|lB]l
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3)

IUVIEP=UWV,UV)= tt UV VW)=V Vtr(UU)=UWV 'V

e
\U V| = VVVV WU.
4)
(A,B) = tr (A'B) = — tr (AB)
(B,A) = tr (B*A) = tr (BA) = tr (AB)
(A,B) = (B, A) => tr (AB) = — tr (AB)
dot
tr (AB) =0 et (A, B) = 0.
B)
1)

On note que :
(X' X+Y YY) X' X+YY)=X'X+Y 'Y
(XY-Y'X)(X'Y-YX)=-X'X-Y
X X+YY)X'Y-Y'X)=X'Y -Y'X
XY-YV'X)(X'X+YY)=XY-Y X

Puis un calcul direct de Q(a)@Q(—a) donne le résultat.
2)

* 'Q(a) =1—-2sin’a(X X +Y tY) +2sinacosa(Y ‘X — X tY) = Q(—a).
Q(@)Q(—a) =1 = Q(a) ‘Q(a) =1 = Q(a) € O(n).

£ PP =(I-2X X)(I-2X'X =1 —4X'X+4X XX 'X
or ‘XX =1= ‘PP=]= P € On).
3) a)

(A, V 'Z) = tr (AZ 'V) = 'VAZ.




3) b)

Va € R, Q(a) € O(n) =(4,Q(a)) <(A,I) =>(A,Q(a) —=I) <0
d’ou
—2sin’ (A4, X *X +Y 'Y) + 2sinacosa(4, X 'Y —Y *X) <0

==
—2sin’ o ‘XAX + 'Y AY) + 2sinacosa L XAY — *YAX) <0
3) ©)
vaelo’ﬂ,[, A 2l :;;y.",.
| BIBLIOHEQUE ,
—( ‘XAX + 'Y AY) + cotga( ‘XAY — ‘YAX) <0~ ———

Puisque cotg a décrit R quand a décrit |0, [, on a nécessairement

‘XAY — 'YAX =0.

Ainsion a: VX,Y € M, (R) telsque XX = YY =1let ‘XY =0,
‘XAY = 'YAX

dou A € S.
3)d)

PeO(n) = (A,P) < (A, )= (A,P—I) <.
(A, P-1)<0= —2(A, ‘XX)<0=> 'XAX >0

douV X € M, (R) telque ‘XX =1,ona ‘XAX >0
—
VXeEM(R), ' XAX >0

et comme A € S, on obtient A € S*.

4) a)

-'Q-nQ-nH=-('Q-nNEK-1
=-"00+ ‘Q+Q -1
=Q+ Q-2
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4) b)

2C0=Q+ 'Q—-21
2(A,C) =(A,2C) = (4,9 + Q- 2I)
=AQ-D+(4,'Q-1)=(4,9-1)+ tr (Aw-1))
={(A4Q-D)+ tr (Q-1)*4) = (A,0-1) + (21, A)

=2(4,Q-1)
=
(A4,C) = (A,Q- 1)
=
A4,Q-1) = (A,2C) = —(4,- Q-I)(Q - I)) =
—t (AQ =@ - 1)) =~ tr (- DA Q- 1))
4) o)

(@ -T)AYQ-1)) = R-NfAQ-D=@-naxQ-1 ),
—
@-na'@-Des.
< X(Q-DAQ-DX = ({2 - DX)ANQ - DX)'> 0
— A7

— ¢

@-nav@-nest. .

4) d) R

Q-DAYQ-I)es+

=
tr (R-D)AYQ-1)) >0
_

(A,Q-1) <0

=

(A,9) < (4,1).

5)

La question 4) =

STC ) {A€ Mu(IR) tel que (4,Q) < (A, 1)}

Qe0(n)
La question 3) —
(1 {4 € M.(R) tel que (A, Q) < (A, D} c St

QeO(n)
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d’ou P'égalité.
6) a)

¥ est linéaire sur des espaces de dimension finie, donc ¥ est continue.
6) b)

{A e M,(R) tel que (A,Q) < (A, )} = T7!(] — 0, 0])

c’est I'image réciproque d’un fermé par une application continue, donc c’est un fermé.

6) c)

ST est I'intersection de fermés donc c’est un fermé.
6) d)

Soit A#0,AcSt.Vte R", tAe St et
ItA|| =t||Al| — 400 quand t — +o0.
=
ST est non borné

—
ST est non compact.
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