Correction du sujet Math 1(Maths-Physique):
Session: Juin 2003

Exercice

1) a) La fonction g est continue sur R, paire et 2w—périodique, donc

bn=O,V’n€N‘. z 4|S
1
De plus, un calcul direct donne ag = % et a, = —;,Vn e N*. 0,S + %
Donc la série de Fourier de g est donnée par:
72 cosnz
Sg(x):E—Z e pour z € R. 4.

n>1

b) D’aprés le théoréme de Dirichlet, on a pour z € 0, 27]

2 2 =
T T cosnz T 4,5
I)=———=—— ) ) !
9(=) e N
n>1 o
Ce qui donne que pour tout z € [0,7], L (n%) | g (2=
N =4 L. J
2 . 2 X
T 1—2sin“nz A
—— —_—— =T — ).
6 Z ne > ( s )
n>1
. 72 1
En remarquant qu’ en prenant z = 0, on obtient e = > — et par
- n>1T
conséquent:
sin?nz  z(m —z) . A5
> b -, Vz € [0,7].
n? 2
n>1
2) D’aprés la question précédente, on a pour z € ]0, 7],
sinznx_r.—x<7r A
2 Rz .o ZTE T8
n2>1
1
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Soit £ > 0, alors il existe k € N tel que z € |k, (k + 1) 7] . Donc on a:

&
sin? nz sin?n(z—kmw) _w
< —_——— < — &
Z nz "Z n2(z—kn) — 2

n>1

3) a) Soient p,g € N tel que p < g et = > 0, alors d’aprés la question
précédente on a:

q 2 "5
sin‘nz
> Jun (z)| < suplan|. Y —5— < - .sup|ag| \
— n<x 2 n>p
b) Comme liril an =0, alors Ve > 0,3p € N tel que Vn > p,0on a |a,| <e.
n—-+00o
Dol pour g, o a:‘ A 7 'K;(,i'r | e A, &£ A =
am N < /',r, =S \ A £
2 [ @) ™
AN I Z(un(:ﬂ[ < sup]a S 56 47 revp U NUBP4ER!
n=@ ‘ -‘ q—p == . - >, {' r;“ . h /;“'f‘

Ce qui montre que la série 5 u, converge uniformément vers une fonction

i

n>1
continue sur RT.

Maintenant, en remarquant que la fonction u, est paire , on conclut que la

série ) un converge vers une fonction continue sur R.
n>1

Probleme
Soit E = {f € Cy([0, +0oo[,R) : Vz > 0; /+°° ZiC ) 5 dt converge}.
Partie |
; 1 si 0<t<e,
1) Soient ©(t) = 1+ t>0 et ¥Y(t)= 1 S 25

" Logt

1
a)OnaVvVt>0,0<p(t)< 5 et pest continue sur [0, +oo].




Y e = t(p(t) +oco t2
< = dt
De plus 0_/0 2yt /O (1+2)(z? + t2)

Co it T
_<_/ o dt = — < +oo.
o (1+1t?) 2
Donc ¢ € E. _ n

X

Onapourz>0etz#1: N

u 1 1L A 1 4,5
1+u)(@+w)  (1-2)(1+w) (@-1)(P+w) ‘
. i to(t) m : A
Ce qui donne: /0 (12+t2)(1+t2)dt—2(1:+1)’ siz#l. <
2
D’autre part on a : ‘ = : ! 015

(1+¢2)2 ~ (1+182)  (1+82)2

“+00 t2 T —+0c0 1
D’ov —dt = — — —dt.
o /o Q+2)2" "2 /0 (1+2)?

En posant t = tgf , on obtient

. == ¢z T
Ce qui donne /O mdt = Z
T to(t
En somme, on a: Vz > 0, / ;"( )zdt = z .
o T2+t 2(z+1)
t(t) 1

b) Comme Vz > 0, (quand t — +00) et

212 " tLogt

/e tLogtdt = 400, alors ¢ ¢ E.

2) Les fonctions e, sint et cost sont continues et bornées sur [0, +oco|.

De plus on a: Vz >0

te~t et Raaos
° ~ — (t — +0o0), donc ————=dt converge.
z2 + 2 t ( 5:90); / o zT2+1t2 N

Ce qui montre que t — e~" est dans E.

/+°° tsint , _ [—tcost 3, el /+°° z =t <t dt
. - ————co :
z2 + t2 z? + 12 T )0 (@232 1,5

/+oo tsmt < 400 1 dt <
T +00.
B o T2+ 12 B
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T fcost tsint 17 ool g2 2 .
. ye e L b vt I L e
o T2+t z2+12], o (z2+1?)

+oco +00
tcost 1
/ —dt S/ ——dt < +00.

=
o z2+1t2 0o T2+1t2

Ainsi les fonctions sint et cost sont dans E.

EE G S8 A S

A,5

3) Soit f une fonction réelle continue sur [0, +oo[ telle que
lim f(¢) =1leR.
t—+o0
a) tIi_f.m ft)=1=3a>0 tq Vt>a, |f(t)] < ||+ 1.
—-1+00
Comme f est continue sur [0, +oco[ => [fmax |f(t)| existe et est fini.

vt >
Done ¥t 2 0, |£(8)] < max |£(8)] + il + 1.

4
0; 9

l
b) e Supposons que [ > 0, alors 3a > 0 tel que Vt > q; f(t)Z;)-.
T tf(2) * _tf(®) L= _ ¢t a2
DOHC/O mdtz/omdt+‘2‘/a x2+t2dt—+oo.
Donc f ¢ E.
. Sil<0,tli§1 (=f#)=-l>0=—-f¢E= f&FE.

4,5

4

c) Pour le cas | =0, on a:

e lim p(t)=0etpeE.
t—+oo

o lim ¥(t)=0ety ¢ E.

9,35
¢, ks

) L,

= Dans la suite pour f € E'et £ > 0, on pose T f(z) = / =
0 s+t

4) Soit f € E, positive sur [0, +oo.

a)Si0<z<y=Vt>0;, z2+t2<y?+1t2



T b S

tf(t tf(t
— 0= 208 ST i) < TH(z)

Donc T'f est décroissante sur )0, +oo].

b) Puisque z — T f(z) est décroissante sur ]0, +oof
— 1ir(r)1+Tf(:z:) existe dans [0, +0o0]. ¢,5

@ ~ D’apreés le théoréme de convergence monotone, on a:

lim T = lim Tf(%) = . li t—f@—-dt— +°°—<th< 4,5
Jlim Tf(z) = lim Tf(3)= R B ey iut Bl < +o0. A,

c) De méme, lim Tf(z) existe et est positive. 2,5
Z—+0o0
D’apreés le théoréme de convergence dominée, on a:

: lim Tf(z) = lim Tf(m) = [ tim L& 4
zir(gl*’ x -n—lor-lr—loo n) o 0 n——or-+z-loon2-'r't2 o

t) _ ()

n2+t2 — 1+1¢2

YVn>1,Vt>0 et Tf(1l) < o0). 1

(car 0 <

. TP . .

5) Soit f € E. On suppose que Tdt converge et qu’il existe deux
0

constantes ¢ > 0 et o > 0 telles que pour tout t > 0; |[f(t)| < c t2.

a) On a Vz > 0;
/m—tf(t) dt +m@dt = +o°f(t)|[: - —let
0

o zZ2+t2  J, z2+t2 ¢
+00
ot Sty
- /0 (x2+t2)tdt !
+0o0
D _f(rz) |
= /0 T(1+T2)d7'. /(‘6

(On pose t.=rx = dt = zdr)

+00 tf(t +0oo +oo o Pt =
/ ,,f—”,,dt—/ £) g gc/ BRI B 4,5
0o ZT°+t° Bt o r(1+7%)
400 ,ra—l
=cr°‘/ —dr — 0. A4
o (1+T2> r—0t
L) g,
0 t

b)

r—0+

Donc lim T f(z) :/
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6) a) Soientz>0ett>0

0 i

-2zt
Oz (232 + t2 )

2t 1 1
= A
(22 + t2)2 e

<
—z24t222 442 — g2 4¢2°

2zt
< —Z<1).
(carO_z2+ )

@ D’autre part,
2 [32% — 2] _ 6t(z + %) 5%

I
0z2 22 +¢2 (z2 +1¢2)3 — (z2+t2)3

b t
—8—z§(z2+t2) =

6t
(2 + )2

Donc V¢t >0,vz >0, !

b) Soit 0 <a<z<b< +oo. Alors pourt >0et f € E, on a:

9, t 1 gt 6t
- < A | 7 D
82:(3:2+t2) ey 6x2(:z2+t2) ~ (a? +t2)2 .
A
PAQII. t1f (@)l e .
@ et t poarr il t (@ 1 12)7 sont intégrables sur [0, +o0|.
Donc Vf € E, la fonction T f est de classe C? sur |0, +oo[ et on a pour
tout z > 0;
’ e tf( ) n" =R t(3$2 g t2) ‘&
T = = =2 e :
@@ =2 [ et o (T / S e
c) Soit M =sup|f(t)]. On a pour £ > 0:
t>0
(Tf)(z)| < 2:M/+°° g e Y M 1,5
@ - :r2+t2)2 i B o ., T
. he 1 1t 3Mm
(TH"(z)| < 6M/ dt-—3M L —r—tQL =—. 45

7) a) Il est facile de vérifier que Y(z,t) # (0,0);

2 2. 3.2 2
@ 52 t_2t(t3)=8(t)

el (22 +¢2)3 2




B
®,

b) Soit f € E telle que f soit de classe C? sur [0, +oo et :—lffloof—t(t_) =10
Soit z > 0, on a:
+00 52 +00 +o0 3 t
[, saaran= | gatmm] - [ Ao
72 — 2 e oo g .
= [(xg—HT)Qf( )] -/, gt‘(x2+t2)f'(t)dt
f(0) *t®° 9 t . z? - 2

T2/, e ROLE (tl+oc(x2+t2)

£(0) £ T - .
o2 _[:1:2+t2f(t)] +/0 2+t2‘f ()

5 f(t) =0, car f est bornée)

+00 :
= _% +/0 = +t2f”(t)  (car = itzfl(t)l - 'ft(t)l et
Donc Vz > 0;

+00 32 - - f(O) +oo t -
[, smaroe=-t3x [T e

9? t i ol t
5{2(:2+t2) - —6:r2(9:2+t2) :

+oo
vz >0; (Tf)"(z) = %J) - /O p +t2f”(t)

c) Comme alors

!2 !’ Tl
+% sint v
1) On rappelle que/ —dt = = et f(t) = sint. On pose pour z > 0,
0
R isint
— p—1 ’_——_—dt -
v@) =T = [

a) Onapourz>0:

—tcost] ™™ +oo 22 _ 42 too 22 _ g2
w)—=" 7 -+ ————cost dt = ——————cost dt.
- [x2+t2}o [, wep [, @

b) On a vz > 0,
+00 1 T
< ——dt = —.
(@)l < /o (z2 + t'—’)dt 2z
Donc lim v(z) =0.

I—+0o0

]
~




T sint _
c) Puisque / Tdt converge et |sint| < t, V¢t > 0. Il s’ensuit d’apres 4

0
(I-5-b), que
) *®sint, o«
xl_l’réhv(x) = /0 , dt = 5" 4
d) La fonction f(t) =sint , est dans E, de classe C? sur [0, +oo| et A
(¢ t
lim £t = lim —* = . Alors d’apres (I-7-c), on a pour tout z > 0 :
t—+oo t t—+oco ¢
T == [ e :
o z2+e27 N
C’est & dire
+o0o t )
v'(z) = /o s sint dt. 05 "

Donc Yz > 0, v"/(z) — v(z) = 0.

e) Vz > 0; v(z) = ae® + be™* , avec a,b € R. A

Comme lim %(z)=0=a=0 05
z—+00

¢ 1 =T === 5

o Jip (e =3 S d e o5

D’ouVz > 0, v(z) = ge‘x.

e~tdt, pour z > 0.

+00
2) On pose w(z) = /
0

z2 + 2
a) Soit f(t) =e™t, t > 0. Alors f € E et f est positive. A
Donc d’aprés (I-4-c); lim Tf(z) = lim w(z) =0. 0,2
z—+00 T—+00

b) La fonction f(t) = e~t, t > 0, est dans E, de classe C? sur {0, +oo]

"(t
et lim £ _ 0. Donc d’aprés (I-7-c); 1
t—+oc f
Tf)" L_ [Tt
(Tf) (I)=§—/O Ig+t2f(t)dtj, vz > 0. 4

©
Ui

ol

C'est a dire: w"(z) + w(z) , Vz > 0.

(02]



1
c) Comme pour tout ¢ > 0, on a w”(t) + w(t) = 2 alors pour tout

z > 0,on obtient
+oo

—+00 —+00
w(t)dt = / Zlidt—, W ()de A

T z z

_1 / : / _ ) A
= +w'(z) (car 5Erfoow (¢) =0 d’apres I-6-c)

A5

+o0

C’est a dire w'(z) = —i +/ w(t)dt.

T

- w'(z) +w(z) = iz, vz >0
d) La fonction w vérifie (x) z

lim w(z) =0.
z—+00

1
) u'(z) +u(z) = =, Yz >0
Soit u une autre fonction sur |0, +oco[ vérifiant: &
lim u(z) =0,
z—++00
alors (u — w) := p vérifie:
{ p'(x) +p(z) =0, V>0

Al =0,

im p(z) =0,

p(z) =acosz +bsinz, Vz >0

—
z—+o00

= p(z) =0; Yz > 0.

C’est a dire u = w.

Donc w est ['unique fonction sur 0, +-oo{ vérifiant (x).

e) On a pour tout z > 0;

U

+00 +o0
t =t 1 —t 1 AI
O<lu(:1:)=/0 Ig+t26 dts—xz(./o te dt):;:—z-.
1
0 . " E i _
Ce qui donne: Vz > 0, w"(z) = = w(z) >0. 0,5

C’est a dire que w est convexe sur |0, +o0|.




%

3) a)Onapourz>0; »
+00 +o0 t
0<1—z2%w(z) = / tetdt — :1:2/ ——e~tdt
x

0 o T+1t?
+o00 2
= te— (1 — dt
Jomte

Donc lim z?w(z) = 1.
z—+400

b) Pour z > 0,0n a

+00 t 5
w(z) = 7 2° dt

0 T

ot +o0 1 +0co
= [.—Log(ac2 + tz)} += / e tLog(z? + t?)dt
2 G ¥
1 +00
= —Logz + - / e~tLog(z? + t?)dt.
2J 0

c)i) Onapour0 <z <1

w(z) 1 i
Logz l - 2Logx /0 & ogle £t
i 1 +o0 - 5
e e > # .
S 3\Logz] /0 e *Log(1+t )dtI:E:LO
Donc lim w(z) = —
z—0+ Logz

€9

ii) Soit 0 <a <z < b < +00. Alors pour t >0, on a:
>
/ axe < 2bet
T r2442 T a2+ t2

&
E(e tLog(z?® + t%))

et t — —— o est intégrable sur [0, +oof.
a- - =

+o0 .
Donc z — F(z) := / e ' Log(z?® +t%)dt est dérivable sur 0. +oof et
0

10




on a pour tout z >0 ;

+oo -t
.FI(I) = 2.’17/0 mdt

+00 e~ 7T
2/ 2ci‘r'.
0 1+r7

D’ou en utilisant (II-3-b) on déduit que pour tout z > 0

+co e~ T

4,5

(on pose t = rz = dt = zdr).

) 1 1, 1
w(I)=——;+§F(I)=—;+/O 1+r2d7'. A
. . : . w(z)
d) La fonction w est continue. Puisque lm ——— = -1
z—0+ Log(z)
= w est intégrable sur ]0,1[ et Iii_n z?w(z) = 1 => w est intégrable
IZ—+00
sur {1, +ool. A
Donc w est intégrable sur |0, +oo|. :
On a d’apres (II-2-¢) et (II-3-c-(ii))
f+00 o0 e~ 7T T
/z w(z)dz = /0 T2 dr o2 (d’apres le théoréme de convergence
monotone).
) 5

+00
Donc / w(t)dt =
0

o

4) On considére la fonction A définie sur ]0, +oo[ par:

+co -
hlz) = / oL

0 z+t

a) Posons z +t=wu, alorson a

+0o0 +00 +00 _:
cos(u —zx cos u sinu
h(z) = / ——( )du = COS.’L‘/ du + sin:z:/ du.
u

I T u z u

cosu
du et

: +o00
b) Les fonctions r —— cosz; = —— sinz; z — /
u
D 71

[T sinu
r— / du sont de classe C? sur |0, +oo.
u
I

11



Donc h est de classe C? sur )0, +co[ et on a: 0,5

+00 +00 g
Rz} = —sin:z:/ =2 +cos:1:/ o - 0,5
" u R T
et ‘
+oo 400 s
hi{z) = —cosx/ 2 —sina:/ = S -1—2 O‘S
- u L s -2
, : -
C’est a dire: Yz > 0; h"(z) + h(z) = L 0,5
e} Yz >0
: +00
h(z) =/ costdt
o T+t
{sintr’w ' /+°° sint_
= e
z+t], o (z+1)?
T sint
-/, we
-+00
d) On a ¥z > 0; |h(z)|§/ = =t A
o (z+1)? %
1
M'(z)+h(z) ==, V>0
Donc h vérifie: (=) (=) 2 0,5
lim h(z) =0.
I—T0o0
D’aprés (II-2-d), On a: h(z) =w(z), Yz >0. 0'5
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