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Une grande importance sera attachée A la rigueur du raisonnement, 2 la clarté et au soin
de la présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé. o

11 est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut 8tre utilisé pour traiter la suite,
méme 8'il n’a pu étre démontré.

Exercice
Soit £ un espace euclidien, muni du produit scalaire <, > et || . || la norme associée.
Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on d&ngne par F+ l’orthogonal de F et pp

le projecteur orthogonal sur F.

On désigne par £(E) l'espace des endomorphismes de F et O(E) le groupe des

endomorphismes orthogonaux de E.

Pour tout endomorphisme u de L(E), on note Imu I'image de u, ker u le noyau de

u, et u* 'adjoint de u.

1) Soit p € L(E). Montrer que p est un projecteur orthogonal de E sx, et seulement
sip? =petp=p

2) Soit F un sous-espace vectoriel de E, pr le projecteur orthogonal sur F

et g un élément de O(E). :

2a) Montrer que g~ o pr 0 g = py-1(my.

2b) On pose f = pr o 9. Donner I'expression simplifiée de f o f* o f

2c) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que Prog=gopr.

3) Soit f appartenant & L(E) tel que fo f*o f = f.

3a) Montrer que f*o f est le projecteur orthogonal sur (ker Hh

3b) Montrer que pour tout z € (ker f)*, ||£(2)l| = ||=||.

3c) Montrer qu'il existe une application linéaire g, qui envoie ker f sur (Im f)*

et telle que ||gi(z)|| = }|z||, pour tout z € ker f.

3d) En déduire qu’il existe un sous-espace vectoriel F' et un endomorphxsme

orthogonal g de EF tels que f =prog.
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Probléme

Pour tout entier p > 1, on désigne par M(p, C) I'algebre des matrices carrées d’ordre
p & coefficients complexes.
Pour toute matrice A = (ax;)1<kj<p de M(p,C),on pose [|A]l = p Sup |ax|.

On note GL(p,C) le groupe des matrices inversibles de M(p,C).
Si A est une matrice de M(p,C), on note (det A) son déterminant et ¢r(A) sa trace.
On désigne par I, la matrice unité de M(p, C).

Partie I

1)Montrer que pour toutes matrices A, B de M(p,C), |AB|| < I|AH "BH
2) Pour toute matrice A € M(p,C) et tout entier n, on pose p,,(A) 2 By avec

la convention A® = I,
Montrer que la suite (pn(A))n>o st convergente dans M(p, C).

= A*
On note exp(A) hm pN(A) k'

3) Soit Aet B deux matnca de M (p, C) qui commutent. Montrer que
Aexp(B) = exp(B)A et exp(A)exp(B) = exp(B) exp(A).
4) On pose A = ( :’ -[—)a )‘, ol a, b, ¢ sont des nombres complexé.
4a) Détermainer la matrice A% + (det A)I,. C
4b) Montrer que si (det A) = 0, alors exp(A) = I + A. ‘
4c) On suppose que (det A) = —a?, a # 0. Montrer que o

exp(A) = cha12+i"ﬁA S

4d) Donner Pexpression de exp(A) lorsque (det A) =a?, a#0. :
5) Soit a et b deux nombres complexes distincts et A une matrice de M(p C) vérifiant
' (A-al)(A-bL) =
5a.) Déterminer les nombres a,, et 3, qui vénﬁent
| Pa(z) = (& — a)(z — b)ga(z) + an + Ba(z — a);

z*
ol pp(z) = Z 2T et ¢, est un polynéme & coefficients oomplexes

5b) Expnmer p,,(A) en fonction A, o, et 5,.
5c) Montrer alors que

' e’ —es
exp(A) = e?l, + — (A —al).

5d) Que devient cette dernitre écriture lorsque a = b ? C
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6a) Montrer que I’application ¢ : R — M(p, C) définie par. c(t) = exp(tA)

est dérivable et que pour tout t € R, ;
¢(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A. |

Bb)Détermmer la dérivée de l'application d : R — M(p, C) déﬁme pa.r

d(t) = exp(tA) exp(—tA).

6c) En déduire que exp(A)exp(—A4) =

7a) Déterminer la dérivée de l’apphcatlon 7:R — M(p,C) déﬁme pa.r

| ¥(t) = exp(t(A + B)) exp(~tA) exp(—tB).

7b) En déduire que
AB = BA => exp(A + B) = exp(A) exp(B).

8a) Calculer les exponentielles des matrices |
0 1 2ir 0 |
A—(O Ziﬂ) ’B—( 0 —-2i7r)' D

exp(A + B) = exp(A) exp(B) => AB = BA"?
9a) Montrer que si T' est une matrice triangulaire supérieure alors exp(T’) est
triangulaire supérieure.
9b) Donner les valeurs propres de exp(T") en fonction de celles de T
10) Soit A € M(p,C) et P € GL{p,C). :
10a) Exprimer exp(PAP~1) en fonction de P et de exp(A).
'10b) En déduire expression de det(exp(A)) en fonction de tr(4).

8b) A-t-on

Partie II

Soit f un endomorphisme de C? et Py(z) = det(f — xidp) son polyndme
caractéristique, ol id, désigne V'identité sur CP.
On pose

- :
Py(z) = [I(Xj — =)™, odt les A; sont les valeurs propres distinctes de f de
j=1 ) ‘
multiplicités respectives a;. .
k
gl@) = [lle=A)™1<i<k
=1
I _ C
N,‘ ==k€l'(f - A,‘idp)a’ 1 <J < k.

-1} Montrer que CP = @lN
=




k
2a) Montrer qu’il existe des polynomes 7y, ...,r, de C[X] tels que erq, = 1.

j=1,

2b) On note I1; = (r;g;)(f), 1 £ j < k. Montrer que

I+ - + I = idp,.
3) Soit m et n deux entiers distincts appartenant a {1,...,k}.
3a) Montrer que pour tout v appartenant 4 Np,, II,(v) = 0.
3b) Montrer que pour tout v € Ny, I (v) = v.
3¢) En déduire que pour tout 1 < j < k, II; est le projecteur sur N;

parallélement a 13"91 N;.
15
4) Montrer que I’endomorphisme d = A1H1 + o+ Al est dmgona.hsable.
5)Onposen = f—d.
5a) Montrer que pour tout v € N;, n%(v) =
5b) En déduire que ’endomorphisme n est mlpotent
6) Soit d' un endomorphisme diagonalisable de CP qui commute avec f
6a) Montrer que d’ laisse stable N;, pour tout 1 < j < k.
6b) En déduire que les endomorphismes d et d’ sont dxa.gona.hsabl% dans une

méme base de C?.
7) Montrer que pour tout endomorphisme f de C?, il existe un unique couple
(d,n) d‘endomorphlsma de C? tels que : .

d est. diagonalisable, n est nilpotent, don=nod et f= - + 7.
8) En déduire que pour toute matrice A € M(p,C), il existe un unique couple
(D, N) de matrices appartenant & M(p, C) telles que :
D est diagonalisable, N est nilpotente, DN = ND et A=D + N.
On dira que A = D + N est la décomposition de Dunford de la matrice A.

Partie IIT

1)Soit A=D+Nla décomposmon de Dunford d’une matrice A appa.rtenant
a M(p,C). ‘
la) Montrer que I, + N est inversible.

N
1b) Montrer que la matrice exp(D)ET est nilpotente.
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