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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la
présentation. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé. Il est rappelé que tout résultat énoncé
dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu étre démontré.

Ce sujet a pour objet ’étude de quelques propriétés des séries trigonométriques ; il se conclut par
une application 4 la résolution d’un probléme de Dirichlet par une approche variationnelle.

lPartie -I-Quelques propriétés des séries trigonométriques |

1. (a) Montrer que, pour z € |0, 2],

z“:eikx — Sin(%lx)e“‘f'

T
merd sm(E)

n
(b) On pose S,(x) = Zsin(km). Montrer que, pour toute suite (by)neny de nombres
k=0
complexes et pour tout couple d’entiers naturels (p,q) vérifiant p+ 1 < g,on a

q g-1
> busin(nz) = bySy(z) ~ bpy1Sp(z) + D" (bn = bn1)Sn().
n=p-+1 n=p+1
2. Soit (bn)nen une suite décroissante vers 0 de nombres réels positifs ou nuls.

(a) Soit o € ]0, 7[. Montrer que Zb,. sin(nz) converge uniformément sur [, 2 — a].
n=>0
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(b) Etudier la convergence simple de Z by, sin(nx) sur R.
: n>0
3. Soient (an)n>1 €t (bn)nz1 deux suites réelles telles que la série de fonctions
Z(an cos(nx) + by sin(nz)) converge simplement sur R et sa somme est une fonction
n21
continue sur R.
(a) Montrer que a, tend vers 0 et que, pour tout z de R, by, sin(nx) tend vers 0.

(b) Dans cette question, on se propose de montrer que la suite b,, tend vers 0.
T
i. Calculer / (bnsin(nz))?dz.
0

ii. Conclure dans le cas o la suite (b,) est bornée.
iii. Dans le cas général, on pose b, = inf(1,|b,|). Vérifier que, pour tout z de R,
by, sin(nz) tend vers 0. Conclure.

| Partie -II-Pseudo-dérivée seconde au sens de SCHWARZ|

Soit f est une application continue de R dans R. On dit que f admet au point z une pseudo-
fle+h)+ flz—h) - 2f(z)
h2

f($+h)+f($—h) 2f(z)
h?

existe. Dans ce cas, cette

dérivée seconde si et seulement si, hhmo

limite est notée

D*f(z) =

Partie A

1. (a) Montrer que si f est deux fois dérivables sur R, alors D? f(x) existe en tout point
z € R, et vaut f"(z).
(b) Soit f une application continue de R dans R possédant en tout z € R une pseudo-
dérivée seconde nulle,
Soient a, b et & des réels tels que a < b et € > 0. On pose, pour tout z € R,

ol2) = 1@~ f@) - LT D o ) (o~ a)p-a)

et

¥@) = 1@ - §(@) - L0 ooy ea - ayp -2,

i. Vérifier que la fonction ¢ est continue, p(a) = @(b) = 0 et que, Vx € R,
D%p(z) = 2

ii. Montrer que ¢ ne peut pas avoir un maximum strictement positif sur [a, b].

ii. Vérifier que la fonction 9 est continue, ¥(a) = ¥(b) = 0 et que, ¥z € R

, D2p(z) = —2.

iv. En déduire que f est affine.
(Indication: on vérifie que p < 0, et on montre que 1 ne peut pas avoir un minimum
strictement négatif et que v > 0).

\;’1
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Partie B

Jusqu’a la fin de cette partie, (an)a>1 et (bn)n>1 sont deux suites réelles telles que la série de
fonctions Z (an cos(nz) + by sin(nz)) converge simplement sur R et sa somme f est continue sur

n>1
R. On pose
F : R— R
- Z an cos(n:x:) + by, sin(nz) ,
n=1l
G : R-R,

4 9, T .
3 sin («2-) siz#0,
&I
1 si =0,
et pour tout A >0
F(z + h) + F(z — h) — 2F(x)

D(z,h) = 2

1. Justifier I'existence de F sur R, prouver sa continuité et calculer ses coefficients de Fourier
an(F) et by (F).

2. (a) Vérifier que G est de classe C! sur R et que
2, 4

) —§{--—sin2(g2;-) +sin(z)] x#0

0. z=0

(b) Montrer & est intégrable sur [0, +ool.

3. (a) Vérifier la relation

+00
D(z,h) = Z(an cos(nz) + by, sin(nz))G(nh).

n=1

n

(b) On pose Sp(x) =0 et Sp(z) = Z (ax cos(kz) + by sin{kz)) pour n > 1.
k=1
i. Justifier 1’égalité

+00
D(z,h) - f(z) = Y _ISu(z) - f(@)]|G(nh) - G((n+ L)h)}.
n=0
ii. On pose, pour tout n € N, la fonction
gn : RT =R,
(n+1)h
A =(Sule) = f@) [ G

Montrer que la série Z gn converge uniformément sur R¥.
n>0
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iii. Déduire de ce qui précede que, pour tout réel z, D?F(z) existe et vaut f(z).
4. (a) Montrer que I'application
¢: R—R
z — /Oz(:c —t) f(t)dt

est de classe C? et sa dérivée seconde vaut f(z).
(b) Prouver V'existence de réels a et § tels que pour tout réel x I'on ait

_®(-m)-8(m)

Fz)=oaz+0+®(z), ot « -

(¢) Montrer que &’ est 2n- périodique.
(d) Montrer que, pour tout n € N,

/ i f(x) cos(nz)dr = —n® / " ®(x) cos(nz)dz
et
/j f(z)sin(nz)dz = (—1)" n(@(x) — ®(—7)) — n? i ®(z) sin(nz)dz.

-7

(e) En utilisant ce qui précéde, établir que les suites (a,) et {b,) sont les coeflicients de
Fourier de f, i.e. que pour tout n € N,

an =~71; " §(z) cos(nz)dz et by =% " f(z) sin(na)dz.

-~

fPartie -I1I-Application & un probléme variationnelJ

On désigne par E V'espace vectoriel
E={v:[0,7] — R, de classe C, tel que v(0) = v(r) =0}.
+ox
Soit f : [0, 7] — R une fonction continue telle que, pour tout x de [0, 7], f(z) = Z by, sin(nz) ol

n=1
(Bn)n>1 est une suite de nombres réels.

On désigne par J : E — R la fonctionnelle définie par

o v
Ywe E, J(v)= %f [(v'(®))% + (v(z))?]dz — / f(z)v(z)dez,
0 0
et on s’intéresse au probléme de minimisation suivant

(P) Trouver u € E tel que pour tout v € E, J(u) < J(v).




(14
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1. (a) Montrer que la série de fonctions an sin(nz) converge simplement sur R et que
n>1 -
sa somme coincide avec I'unique application f : R — R, impaire, 2n-périodique et
prolongeant f.
(b) Montrer que f est continue et justifier que

2 vis
b, = —/ f(z)sin(nz)dz, VYn 21
. ™ 0
2. (a) Etablir, pour tout t € R ct tous u,v € E, Iidentité suivante

s(1=ut )+ D [0~ (24 (010) —uta) s = (=5 410,

(b) Déduire de la question précédente que si u; et ug sont solutions de (P}, alors
w
| 105@) = @)? + (1) = wa(@)?lde =0
et, par suite; u; = us.
3. (a) Montrer que, pour tous u,v € E et pour tout t € R, on a
g t2 Fis
J(uttv) = J(u)+t / [ (z)v' (z) + u(z)v(z) — fz)v(z)] dm+-§/ [(v)%(2) + v*(z)]
Jo 0

(b) Montrer que, pour u € E, u est solution de (P) si et seulement si, u vérifie le probléme
suivant:

(P’) VvekE, /ow [t () (x) + w(z)v(z)] do = /07r f(z)v{z)dx.
J(u + tv) — J(u)

(Indication: Montrer que u est solution de (P)< %irra n = 0,Yv € F).

(c) Déduire de ce qui précéde que si u est une solution de (P) alors

2 " bn

- i dz = Vn > 1.

. /0 u(z) sin(nx)dz BRI >

+00
~ — n .
4. Pour tout =z € R, on pose u(z) = 2 pUR] sin(nx)
(a) En écrivant
+oo
u(z) = 7; 5 Sin(nz) — Z (n2 + 1) 5 sin(nz),

montrer que % est une application 27r—per10d1que de classe C? sur R.
(b) Verifier que
4T = .'fv,
{ u(0) =u(r) =0
(c) En déduire que la restriction v de % & [0, 7] est de classe C? sur [0, 7] et est solution
sur cet intervalle du probléme de Dirichlet

v tu=f
(D) : { w(0) = u(m) = 0.

(d) Montrer que w est solution de (P’) et donc de (P).

Fin de ’épreuve






