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Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la
présentation. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé.

1l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
s’il n’a pu étre démontré.

[Introduction |

Le but de ce probléme est I'étude de certains procédés de sommabilité introduits par Emile Borel
dans sons polycope "Legons sur les séries divergentes”. Dans la premiére partie, on prouve des
résultats préliminaires utile pour la suite du probléme. La partie II ( respectivement partie III
) est consacrée & 'étude de la notion de B-convergence (convergence au sens de Borel) d'une
suite ( respectivement d’une série ) de nombres complexes. On prouve en particulier que la B-
convergence est une extension de la convergence au sens usuel. Dans la partie IV, on discute deux
autres procédés de sommabilité pour les séries de nombres complexes : la B-sommabilité et la
B-sommabilité absolue.

. 2"
On rappelle que, pour tout nombre complexe z, la série Z = est absolument convergente et que

n>0
ot BOEDA
T .} —— e\
( —Zf_ @ I NTEN P &
exp (z) = T 'i}'" BIBLI0 HEQUE)

n=0

e
\wa_':_\_{ﬁ;-_.‘m\r-\'

lPartie 1 : Résultats préiiminaires|

Soient Z bnz™ et Z an2" deux séries entiéres a coefficients complexes. On suppose que:
n>0 n>0

e Pour tout n € N, b, > 0.

B Z b, 2" admet +oo pour rayon de convergence.

n=0
v s BE
bp, n—+o0
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1. Montrer que la série Z a,z" admet +oo pour rayon de convergence.
n>0

2. On pose alors, pour tout z € R,
+00 +00
S(z) = Y apz et T(z)= Y b,z"
n=0 n=0
(a) Montrer que T(z) oo +00.
(b) Soit £ > 0.

i. Montrer qu'il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, on a |a, — €by,| < £by,.
ii. Montrer que, pour tout z € R,

no

an — £by| 2™
S@) | sl Ol
T() |~ 1(z)
. S(z)
(¢) En déduire que ’JT:E 2T £.
3. SoitacReta>0.
) Mont ] 4 na i n l(lna)?
(a) Montrer que - allo @ exp(—f( a) ) 4

(Indication: Utiliser le DL de In(1 + z) au voisinage de 0).

+oo ma\"™ "
(b) En déduire un équivalent de S(z) = Y. (1 + —n—) ) quand z — +00.

n=1

Partie II : Suites B-convergentes]

Soit (un),ey une suite de nombres complexes. On dit que la suite (un),cy st B-convergente
si elle vérifie les deux propriétés suivantes:

o La série entiére Z —,—z" admet +oo comme rayon de convergence.

n>0
¢ La fonction
f: R — R
400
t o ety yn
n=0 n!

admet une limite £ € C quand ¢ — +oo.

Dans ce cas, cette limite £ s'appelle la B-limite de la suite (Un)pen- On la note nBliin Uy = £.
—-+00

1. Montrer que la suite ((—2)"),,oy est B-convergente et calculer sa B-limite.
2. Montrer que la suite (4"), .y n’est pas B-convergente.

3. Soit a € C. On pose, pour tout n € N, u, = a™.

Concours Mathématiques et Physique - Session Juin 2010 Epreuve de Mathématiques 1 Page 2/5




u
(a) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z -—1"—2" vaut o0 et calculer

n>0
Sa sormime.

(b) En déduire que la suite (un ),y est B-convergente si et seulement si ¢ = 1 ou Re(a) < 1.
Calculer, dans ce cas, la B-limite de la suite (un),en -

4. Soit @ € R et a > 0. Etudier la B-convergence de la suite (us),cn» définie par: u, =

2
Ina\"
(1 + ——E(f) pour tout n € N*,

5. Soit (un),en une suite de nombres complexes.

(a) Montrer que si la suite (un),cy est convergente (au sens usuel) alors elle est B-
convergente et on a

n@}l{go tn = nLiI—Eoo tn-
(Indication : On pourra appliquer la partie préliminaire avec a,, = %"'— et b, = El'-)
(b) Montrer, & l’aide d’un contre exemple, que la réciproque est fausse. - -
6. Soient (un)nen €t (Vn),ey deux suites B-convergentes de nombres complexes et A € C.
(a) Montrer que les suites (un + vn), ey €6 (Mun),cn Sont B-convergentes et que
i, Lt tn) = Bligg un + Blirg vn b By, (un) = 2 Blim e

(b) Que dire de la B-convergence de la suite produit (unvn),en?

Partie ITX : Séries B-convergentes]

n
Soit (tn),cy une suite de nombres complexes. On note, pour tout n € N, S, = 3 ug. On dit
k=0
que la série Z un, est B-convergente si la suite des somme partielle (Sy,),, .y est B-convergente.
n>0
Dans ce cas, la B-limite de la suite (S,),cy s'appelle la B-somme de la série Z un. On note
n>0

+00
B-3 u, = Blim S,.

n=0 n-—+400
1. Pour a € C, étudier la B-convergence de la série Za" et calculer, dans le cas de B-

n>0
convergence, sa B-somme.

2. Soit (un),cy une suite de nombres complexes.

(a) Montrer que si la série Zun est convergente (au sens usuel) alors elle est B-
n2>0
convergente. Comparer dans ce cas sa somme (au sens usuel) et sa B-somme.

(b) Montrer, a 'aide d’un contre exemple, que la série Z up, peut étre B-convergente sans

n>0
I’étre au sens usuel.
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3. Soit (un),cn une suite de mombres complexes. On suppose que la série Zun est B-

n>0
convergente et on note S sa B-somme.
. . Sn—-1
(a) Montrer que la série entiére 3 -1'——2" admet +oc comme rayon de convergence.
n>1 T

(b) En remarquant que, pour tout t € R,

40 t/+
> Sn—lt” = / (Zoo&r”> dr
0

a=1 nl n=o0 !
et que
+o0 Sn
S:=r®* = Se"+ol(e)

nZonl  r—dtoo

montrer que
. _t+°o Sn—l
lim e —_—
A =}

t"=38
(c) En déduire que la suite (us), oy est B-convergente et que Bliin Uy = 0.
n—400

4. Soit (un),ey une suite de nombres complexes telle que la série Zun soit B-convergente.

n>0
On pose, pour tout ¢t € R,
— 1R Sn-1,n =t
G()= ). " " et F(t)=e'G(t).
n=1 .

U
(a) Montrer que Z —T:z“ admet +oco comme rayon de convergence.

n>0
+oo0
(b) Montrer que F est dérivable sur R et que, pour tout ¢ € R, F'(t)=e? %t”.
n=0 /o
T +co un
(¢) En déduire que la limite et [ 3 —t" } dt existe dans C, quand T' — 400, et que
0 n=0 n! .

T p 400 Un +o0
lim et 3=t ) dt=B-) up.
T—+00 Jo n=om! n=0
1
5. Pour tout n € N, on pose u, = ——.
n+1
(a) Montrer que la suite (un),cy est B-convergente et que Bli_{n un = 0.
n—+00

. U
(b) Montre que la série entiére E —?’—zn admet +o0o comme rayon de convergence et que
~ o™
tou 1—et
VteR* ety " =
n=0 n! t

(c) En déduire que la série ) un n’est pas B-convergente.
n>0

(d) Conclure.
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|Partie IV : Séries B-sommables et absolument B-sommables |

Soit (un), <y une suite de nombres complexes.

¢ On dit que la série Z un est B-sommable si
n>0

. . U
* La série entiére 5 —%z" admet 4-co pour rayon de convergence.
n>0 :

, T tRun
% La limite / et (Z ——,—t"’) dt existe dans C, quand T — +oc0.
O .

n=0 "

¢ On dit que la série Z Un est absolument B-sommable si
n>0

. . U
* La série entiére Z —Z:—z" admet +oo pour rayon de convergence.
n>0
* Pour tout p € N, la fonction
+o0
dﬂ’ n=0 'n,!
est intégrable sur R™.
1. Montrer que si la série Z un est B-convergente alors elle est B-sommable.
n>0
2. Pour tout n € N, on pose
+o0 (__1)P
Up = ), I
p=0(2p + 1)'

(a) Justifier 'existence de uy, pour n € N.

(2p+2)".

. . U
(b) En admettant que la série entiére z —’%z” admet +oco comme rayon de convergence
n>0
et qu’on peut intervertir les deux symboles " 3~ ", montrer que
+00 Un

> %Tt" =e'sin(e'), VteR.
n=0 t:

(c) En déduire que la série }  u, n’est pas B-convergente.
n>0
(d) Montrer que la série > u, est B-sommable et conclure.
n>0

3. Soit (un),en une suite de nombres complexes.

(a) Montrer que si la série Z Uy est absolument B-sommable alors elle est B-sommable.
n>0

(b) En utilisant 'exemple précédent, montrer que Z U, peut étre B-sommable sans étre

n>0
absolument B-sommable.

4. Soit (up),cy une suite de nombres complexes. Montrer que si la série 3 u,, est absolument
n>0
convergente (au sens usuel) alors elle est absolument B-sommable.

Fin de I’épreuve
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