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I - Norme matricielle
Soit
S={X eR" tel que || X|2=1}
On note || Al = sup(||AX|]2)
XeSs

1. Soit X € R™ — {0} alors ¥ = ﬂj(}—(”; € S. Donc ﬂﬁ%‘(g—? = ||[MY|2 < |M]2. D'ou
|MX ||z < JM2}iX ||z pour tout X € R™ et pour tout M € M, (R).

2. || - |2 définit une norme sur My, (R):

(a) JJAllz = O ca implique que |[AX |} = 0 pour tout X € R*. D’ou AX = 0 pour tout
X € R" car || - ||z est une norme. Donc A =0

(b) §AAllz = sup(IAAX|l2) = |A| sup (|AX||z) car || - ||z est une norme. Dot [AAflz =

Xes§ Xes

IAlf Al

(c) §A+ Bl2 = sup(J|AX + BX|j2) < sup(||AX2) + sup (| BX||2) = 42 + | Bl

Xes Xes Xes

3.
JA-Blls = sup(|A-BXl2)
T 4. BX)|
= sop (g, 21X
< ES(H,E\IX )” (1BX2) / %“‘ g
sup 2 sup 2 g
{4 SLOTHREQUE) X
<|||Am2mB||l2 A e m),éﬁ) '
4. Soit U € O(n). i - .

IMUll2 = sup(||M -UX]|2)
Xes
= sup(||MY|2) = | M}
Yes
car [[UX | = [[Y]l2=1
fUM]> =sup(iU-MX|2)
Xes
= sup (|MX|l2) = [ M|,
Xes

car |U - M X2 = ||MX|la.
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5. Soit A € My(R). Soit X telle que |A] = p(A) et V' le vecteur propre unitaire associé. On a
alors

I Allz = sup (I AXl2) = |Al
Xes

‘ )
6. Soit B € Mn(R) tel que [BJp =r < 1. Soit Sy = Y B*.

k=0
(a) Montrer que Sy est une suite de cauchy dans Mp(R) munie de la norme I Heo-
N N
YN, VM, N>M, |Sv—Sul=1 > Bl< ) Bl
k=M+1 k=M+1

et que [|B]] < 1 (une suite géométrique de raison strictement inférieure & 1 est de
Cauchy).

(b) La suite Sy est convergente dans (Mn(C), | - D!, puisqu’elle est de cauchy. Notons
S 1a limite de Sy.

(c) Calculer Sy (I — B) et (I — B)Sn.

N N
Sy(I-B)=> BF - B'=1-BN* (1)
k=0 k=0
De méme, on a ,
(I - B)Sy =I—- BN+ (2)

(d) On a

N N+1
k_ lﬂ_
ISnllz < g IBls = 1-|BlL

En passant & la limite, lorsque N — 00, on obtient
SI-B)={(I-B)S=1I

Ainsi, I — B est inversible et
+oo
(I-B)'=8=) B
k=0

7. Si I — B est non inversible, alors 1 est une valeur propre de B, et par suite on a | Bfj2 > 1,
puisque o(B) > 1 et d’aprés la question 5. on a || B2 > o(B).

11 - Propriétées des matrices symétriques positives

Soit A € M, (R) est une matrice symétrique positive.

1. Puisque A € My, (R) est une matrice symétrique alors il existe n valeurs propres comptées
avec leur ordre de multiplicité et une base de vecteurs propres orthonormales et A est
diagonalisable avec la diagonale formé par les valeurs propres de A. La matrice P représente
la matrice de passage de la base canonique & la base (V1,Va, ..., Vo).

HML(C), || - ) est un espace vectoriel normé.
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2. Comme A est positive alors les valeurs propres sont positives.

3. Soient 0 €< Ay < Ag £ -+ < A, les valeurs propres de A rangées suivants l’ordre croissant et

(Vr, ....., Vi) les vecteurs propres orthogonaux qui leur sont associés. On pose
q4(X) = (AX, X), VX eR"
n n
(a) On décompose X dans la base (V1,....,. Vo) . X = Z z;V;. Dou AX = Z Nz Vi
=1 =1

qa(X) = (AX, X) = Zmznvng

Comme ); < A, on trouve g4(X) < Ap||X||3 pour tout X € R™.

(b) Comme ); > X; on trouve ga(X) > A || X||3 pour tout X € R™.

(c) Comme ||X|]3 = 1 sur S ca implique A\; < ga(X) < A, sur S.

(d) Si AX = M X alors (AX,X) = )\ ||X|[§ Si (AX,X) = Al X|2 comme (AX,X) =
E,\,aﬁuvng = Zmznmng D’ou Z(,\ Dz?|Vil2 = 0. Comme (A — X;) > 0

i=1 =1

ca implique z; = 0 pour i # n. D’ou 4X = A X.

(e) Si X =V, on trouve qa(Vy) = An||Val3 et si X = V4 on trouve ga(V1) = AMl[Valj2 d'on
inf qa(X) = A1 et supga(X)=A
Xes XeS

: n L3
4. On décompose X dans la base (Vi,.....,Vn) . X = Z%‘Vi- D'ou ||AX |2 = Z Ma22||v;)|2
=1 i=1
d’ou JJA2 € A\, et comme [A]j2 > A, on trouve [JAfl2 = A :
5. (a) (a) == (b) Cette implication est immédiate puisque ’on.a
14%v]l2 < JA* 2oz
pour tout v dans R™ et k € N.
(b) (b) = (c) Montrons cette implication par Pabsurde. Supposons que p(4) > 1, cela
entraine qu'ils existent A € R tel que |A] > 1 et p € R™\ {0} pour lesquels on a
Ap = Ap
d’ott
4%l = |X*]pll2 = |2 >0
par conséquent
: k
Jim | Akpl # 0
et la propriété ii) ne serait pas vérifiée.
(c) (c) = (d)) trivial
(d) (&)= (a)
On a
0< J4*)2 < JALS
On en déduit puisque [|Afl2 < 1, que

Jim 4 =

c’est-a-dire A* que tend vers 0, quand k tend vers +oc.
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6. Soit v € Rt et B(y) = I —vA.

(a) les valeurs propres de B(v) sont ui(y) = 1—+X; de 1 £1 < n, en fonction de 7y et des
)\1’, 1 S 1 S .

(b) On définit
fily) =11—=~XN|, vyeR?
et

fo) = max (fily), VreRT

Lomadd <A< doul =92 <1—9\ <1—7A1. Doncsi0 <1 -7y <
1—AAysinon 1 —qd, <1 -9\ € 0dou 0 < {1 —vXN < |1 - 92| Donc
f(7) = max(f1(7), fal())-

ii. Soit D, la courbe d’équation y1(7y) = |1 — 1| et D la courbe d’équation yo(7)

|1 — ¥An| donc f(v) = max(y1(7),y2(y)) d’oit v* est telle que y1(v*) = ya(v*)-
Donc v* > 0 tel que

_f fuly) st 0<y <,
f(7)_{fn(v) si vyt <y

ili. Comme Xl; < y* <L ;\11— on a 1Y) = 1 — 97 et y2(y) = vAw — 1. Dol

1—9*A1 = v*Ar — 1. On trouve v* = /\—1_%:
(c) En déduire que
1=y st 0Sy<y,
Ay—=1 si y2v*

p(B(1)) = {
(d) p(B(7)) est décroissante sur [0,*] puis croissante sur [y*; +oo[. Donc p(B(7)) atteint

son minimum en v* et On a:

] 2 An — M
*\ B =1 ="\ =1— —— )\ = 2 .
ov) %%p( ) M )\1+/\n>\l An+ A

III - Valeurs singuliéres d’une matrice

Soit A € Mp(R).

1. {(tAA4) =t A(*(*A)) =' AA est une matrice symétrique. (tAAX, X) = (AX,AX) =
lAX |2 >0 . D'oit *AA est positive.

2. D’aprés la partie II, Comme *AA est symétrique il existe une matrice P € On(R) et une
matrice D une matrice diagonale telles que

‘AA = PDP

avec D = diag(A1, ..., An) et oil les \; sont les valeurs propres de YAA4. On appelle valeurs
singulieres de A le nombre 0; = /M.
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3. On a
: |AX|; = (AX,AX) = (tAAX,X) = g g4(X)
d’otd
Omaz = sup (| 4X|l2) = sup(v/ga4(X)) = VAn
XeS XeS

de méme pour

(1AX]2) = v X1

omin = 3

ol o = max 0; et Omip, = min o;.
max 1<icn 1 min 1%i<n

IV Convergence d’une méthode itérative

Soit & > 0 un nombre réel et A une matrice de M,(R). On considére le systéme linéaire :

(% 2 ) (%)= (5) ®

1. Sile vecteur (Z, X) € R?" est solution du systéme (3) alors

Z+AX =0
*AZ —aX =0

La premiére équation nous donne
Z=—-AX+}

En remplacant dans la deuxiéme équation nous trouvons:
PA(~AX +b) —aX =0
D’ot le vecteur X € R™ est solution de

(FAA + al)z =" Ab (4)

2. Comme la matrice tAA € M, (R) est symétrique positive alors la matrice (*FAA + o) est
symétrique définies positive donc inversible. D’ot il existe un unique X € R™ solution de
(4). D’ot Z = —AX + b est unique.

3. Puisque le systéme (3) admet une solution unique ca implique que la matrice du systéme
(3) est inversible.

4. Soit v € R* et soit la matrice B(7y) € Mn(R) définie par
B(v) =I —y(*AA+ al)

(a) Si (PAA+ al)X =! Ab alors en multipliant cette équation par -y et en retranchant X
des deux cotés on trouve X — Y(PAA + al)X = X — ~*Ab alors X = B(v)X + vt Ab.
De méme pour 'autre sens.

(b) Soit la méthode itérative:

X% eR® quelconque, (3.1
XF+ = B(y) XF + Ab. 1)
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i. Sila suite (X*),en converge vers X*
X* = B(7)X*+~'4b
d’aprés le 4.a) X™ est solution du systéme (4)

ii. Supposons que p(B(v)) < 1. On a
B(y)=1I-y(AA+al) =t P(I - 4(D + )P

ot D = diag(A1, ....., An) avec les A; sont les valeurs propres de *AA. En utilisant
le 1.4 on obtient

1Bl =0T —v(D+ o} = ax I =\ + ol = p(B(7))
d’ott mB('y) ll2 < 1. Pour tout entier k > 1, on a:
XF - X* = B()X* +74b~ (B(v)X* + 7' Ab) = B(y)(X*! - X*)
o X% - X" = B{y)(XF1 = X*) = .. = B(y)H(X® - X*)
1X* ~ X*[l2 < B2l X° = X*la-
Comme || B(y)}}2 < 1, on obtient

lim (X*-X*)=0
k—+00

pour tout choix X° € R™. Réciproquement, si la suite (X*) converge pour tout
choix X° vers X* solution de(4) , le méme raisonnement entraine que
vX0% e R" lim B*(y)(X° - X*)=0
k—+o00 )
autrement dit
Vv € R™ im B¥(y)v=0
k—+o0

On en déduit en utilisant le méme raisonnement que II .5 que p(B(v)) < 1.
iii. Donner les valeurs de « en fonction de « et les valeurs singuliéres de 4 pour que

la méthode itérative (4) soit convergente.
A. Siv < 0 alors p(B(vy)) > 1. D’ou, d’aprés la question précédente, la méthode

est divergence .
B.Ona (o2 )

1—(o7,;, +a)y si 0<y <y,
B man .
pE)| fp Tk elr 8 02
avec v* = p

min

+02;me - Comme p(B(7)) < 1 on doit avoir

1- (O"rznin +ajy <1

qui est vérifié si v > 0.
(Omae + @)Y —1<1

d’ott
< 2
7S (et @)
2
Donc Y G]O, m[
iv. v* qui minimise p(B(v)) est v* = m

Fin de I’épreuve






