WLt A ) st

RASMEAR ST
JARILRS

REPUBLIQUE TUNISIENNE
pAipistére die FE el gaemnnt Supéricar etde b
Rechery e Scientifigue

Concours Nationaux d'Entre aux Cyeles o a,
de Formation d’Ingénicurs "”1‘;‘;;‘:;{' ol lilinf
Gession 2012 o g

(peom 2imm
20124180

Concours Mathématiques et Physique
Epreuve de Mathématiques 1

Date: 4 Juin 2012 Heure: 8 H Durée: 4 heures Nb pages: 5

Baréme : Partie I: 6 pts Partie IT: 6 pts Partie IIl: 4 pts Partie I'V: 4 pts

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, & la clarte et au soin de la

présentation. L'usage des calculatrices n’est pas autorise.

1l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut stre utilisé pour traiter la suite, méme

s'il n’a pu étre démontre.

e —————

Rappels et Notations
Soit f une fonction 27 périodique continu
de f sont définis par

e par morgeaux. Les coefficients de Fourier exponentiels

1 2 _
Oul(f) = #/ f(t)e*tdt, keC.
2m Jo
Les coefficients de Fourier trigonométriques de f sont définis par
1 2T
1 T
an(f) = - ] f(t) cos(nt)dt, n€ N*,
0

B (e f " t(t)sin(nt)dt, n €N,
T Jo }

Partie I

T —1

1. Soit H : R — R la fonction 9n-périodique définie par H(t) = , pour tout ¢ € ]0, 2n| et

H(0)=0.
(a) Montrer que, pour tout n € N, an (H) = 0 et pour tout n € N* by (H) = =.
o0 1 w2
(b) Montrer que ;::1 ™= B

9. Montrer que, pour tout t € R et £ € 1-1,1],

1 Jrzc’:om (Dt

— ]

_ pit
o n=>0
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3. En déduire que
T — cost
—2zcost+ 1

= -fm” cos((n + 1)t).
n=0

4. Montrer que, pour tout t € R et x € |-1,1],

+00 1
In(z? — 2zcost+1) = —22 ———coa(nt).
5. Soient z € |—1,1[. On considére I’application
Gy  R—R, -%111(:1:2 —2zcost+1).
{(a) Montrer que G, est continue, 27-périodique et paire.

(b) Montrer que ag (Gy) = 0 et pour tout n € N*,

71

o (Gg) = % et by (Gz) = 0.

(c) Montrer que
400 $2n

o
/ (ln(x2-2mcost+1)) dt--*ifr s
0 =17

6. Montrer que

7. Soient (t,z) € J0, 7| x |—1, 1[. Montrer que

t. 2% —2zcost+1 1
cos2(—) —— < i,
2 —2cost sin (-2—)

2
i (% sin(t}) l |

G :]0,2r[ >R, t— —3In(2 —2cost) = —In (2sin (%)) )

1A

8. En déduire que

2—-—
i T 2xcost+1 <2
2—2cost

9. Soit

(a) Montrer que G est de carré intégrable sur |0, 2] et que

lim il |G (t) = G (t)|* dt = 0.

z—1" fo
(b) En déduire que
o
/ ‘ln 251:1 l dt =
0

Partie 11
Pour tout p € N*, on considére I'équation fonctionnelle
ViER:g(t) = zg( L) (B

d’inconnue g € Coy (R) V'espace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R dans
-
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1. Soit p € N* avec p > 2. Montrer que ’application nulle est la seule solution constante de
5

2. Soit f € Ca, (R) et p € N*. On pose

~ ~ ity 2k
f.R—AC,tHf(t]wg;Of(t'i“—ﬁ—)

et

fo i R—=C, te fy (8) = £ (pt).

(a) Montrer que )?let fp sont continues et 2n-périodiques.

(b) Montrer que, pour tout n € Z,
o (f) = penp () et cap (fo) = cn (£).

3. Soit g : R — C une application de classe O, 2n-périodique. On suppose qu'il existe p € N
avec p > 2 tel que g soit solution de (E,).

(a) Montrer que ¢ € Cor (R) et que, pour tout ¢ € R,
17!
d (o)== g (t+25).
Pi=0
(b) En déduire que, pour tout n € Z,

e (9) = (9') -

(c) Calculer ¢y (g').
{d) Soit n € Z non nul,

i. Montrer que, pour tout r € N,
en (g) = enpr (9) -
ii. En déduire que ¢, (¢') = 0.

(e) Montrer alors que g’ est nulle.
(f) En déduire que g est nulle.

4. Soit i (1)
o gin (2™
gR—‘R,tHg(t)ﬁ Eﬂw

=

(a) Montrer que g définit une application continue et 2n-périodique sur R.
(b) Montrer que, pour tout t € R,

9(t) =g(%) +9 ().

(¢) Calculer g(0) et g (%) -
(d) En déduire que g n'est pas constante.

(e) Que peut on conclure ?
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Partie II1

Soit g € Cor (R). On suppose que g est solution de Ep pour tout p € N*.

1. Soit pe N* et p > 2.

(a) Montrer que, pour tout n € Z,

cn (9) = Pepn (9) -
(b) En déeduire que
i. eg(g) =0, cplg) = al) et cp(9) = cald),

ii. ag(g) =0, ap(g) = 2, et by (9) = % avec a, 3 € C.

2. Montrer que |
ff lg (t) — oGl () — BH () db = @giﬂl—éﬁ _
3. Montrer que 3 2
i ;(i:@@ - =0

4. Montrer que

P 2
im [ lg(t) - aGq (t) — BH (B dt = ]o lg () - aG () — BH (@) dt.

z—1" Jo

5. En déduire que

27
[0 l9(t) — QG(‘t) — BH(t)*dt =0.

6. Montrer que, pour tout ¢ € 10, 2= [,
g(t)=aG(t) + GH (t).
7. En déduire que g = 0.

Partie IV

Pour tout n € N*, on pose-
At R — ML
la il R’xHx(x-kl)..(a:-kn)
et
fr: R* — R,z In(Tn (z)) ~ In (Fn (2)) -

our tout n € N* et tout T € R*t,

1. Montrer que, p
fo(z) =—2zIn (1 - E%) —1in (1 ‘s Eicﬁ) ;
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9. Montrer que la série de fonctions )_fn converge simplement sur R*" et que sa somme est
de classe C* sur R*™.

3. BEn déduire que la suite de fonctions (T'p),, converge simplement sur R*t vers une fonction
de classe C* qu'on notera I'.

4. Soit z € R*F,

(a) Montrer que, pour tout n € N*¥,
nr

s s

I ().
(b) En déduire que I' (z + 1) = 2T' (2) -

5. Soit z € R**.
(a) Montrer que, pour tout n € I

92n+2 (p1)? /n
x zHly v o (2).
Ta (3)Tn (52°) = 2z (2n)! (x + 2n + 1) 2 ()

(b) En déduire que
23’:—] s
Bles et (BT (=)

IND. : On pourra utiliser la formule de Stirling n! ~ (x/an} O

On pourra montrer de maniére analogue, et on 'admettra ici, que si p € N* et

tout z € R*™
2r—1

2 'p—l B
) = s T ()

6. Soit A : R*t — R*" une application continue telle que

® Pour tout z € R**,
Alz+1)= zA (z) .

® Pour tout p € N* et tout z € R*,

Az) = Ej'—k’)

p 2
—=[IA (
(Vam)? k=0 N °
On considére 1a fonction g : R — R, 27-périodique et telle que, pour tout z € [27, 4],

g(z)=1n (T (5)) - = (A(3))-

(a) Montrer que, pour tout z > 0,
g(@) =1 (T () -~ (A ()

(b) Montrer que g est solution de Péquation fonctionnelle (Ep) pour tout p € N*.
(c) En déduire que A =T.

[N Fil‘lo.o
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