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PARTIE 1

1. (a) Trivial.
(b) i. p est une projection orthogonale sur Im A, pour b € My, 1(R), on a p(b) € Im A
D'oit Vexistence d'un élément &y € Mm,1 (R) tel que A& = p(b).
ii. D’aprés Pythagore on a, pour tout £ € Mmni1(R):
LA — b2 = [|A4€ — A + Ago — bl = 148 ~ Agollz + 1480 ~ bl
car (A¢ — A&) € ImA et Afy — b= plb) -h € (ImA)*. Dot 'inégalité :
A€ — b]I% > Ao — bll7, V& € Mma(R).

iii. La fonction ./~ est strictement croissante et le minorant est atteint en & = &o. Il
en résulte que :
i [}A€ ~blln = 140 = bl

EeMm,l(

2. Soient & et & deux pseudo-solutions. On a :
| Ag1 — b2 = [| A& — Afo + Afo — blI% = l|4&1 — Aol + 140 = bijZ,

car (A& —Afy) € ImAet Afp—b € (Im A)*. D’apres la question 1, || A& —bljz = | Aéo—bl13,
on obtient alors : [|A&; — A&ol|2 = 0 ce qui entraine (é1—&o) € Ker A= {0}, et donc & = o-

3. (CN.)
Si &g est une pseudo-solution de (S1) alors A& = p(b), et donc (A&—b) = p(b)—b € (Im A)*.
Clest 3 dire : < A€, Ao — b >n=0.
(¢85

Inversement, si pour tout £ € Mm 1 (R): < A&, Afo—b >n= 0, alors on a (Age—b) € (Im At
et comme A&y € I'm A on obtient A&y = p(b). Clest a dire que £o est une pseudo-solution
du systéme (S1).

& est une pseudo-solution du systéme (S1)
o < AEALH—-b>p=0 VE € Mm1(R)
o HAE) (AL —b) =0 VEE Mn(R)
o A(Afg—~b) =0 VEE Mni(R)
& fA(AL-b) =0
o tAAg = tAb.



PARTIE II .

- A - Minimisation dans R,,[X]

1. P(z;) = ag + a17i + ... + amz™.
2. L’écriture précédente de P(z;) pour tout 0 < i < n, donne 'équation matricielle suivante :
P(xzo) 1z -+ zf
Pl(z1) 1 o = g ao
: ai
: _ | . =
Fitm) L iy wid D : :
; L : O
Pl 1 g ena o

3. La sous matrice carrée (A;;)1<;i jeme1 €st une matrice de type Vondermonde associée & une
J11<ii<m VI
famille de (z;); de valeurs deux a deux distinctes, et donc inversible. Par suite, on a

rg(A) =m+ 1.
Remarque : On pourra démontrer facilement que si V' = (Ajj)1<ij<mt1 alors elle est in-
versible, en effet : On suppose que VY = 0, et on associe au vecteur Y de composantes
T

(Yk)o<k<m le polynéme Q = Z ypX*. Ce polynome vérifie Q(zi) =0, pour tout 0 < i < m,
k=0

et donc () est identiquement nul puisqu’il est de degré < m. Clest a dire ¥ = 0. ;1
Yo
y] i T Tt ;
4. Sionposeb=| " |, onobtientalors: [[Af —blla, =Y (A& —b)? =D (P(x:) — ).
: 1=() 1=0
Ym

5. A cause de la bijection ¢, : P € Ry [X] — & € My y11(R) et d’aprés la question précédente |
on obtient le résultat. {

6. Le théoréme de rang appliqué a la matrice A4, donne : ‘
m+1=dim{Ker A} +rg(A) = dim{Ker A} + m +1

Il en résulte que Ker A = {0}, d’aprés la partie I, il existe une pseudo-solution unique &.
Soit P, = ¢, (&), selon les questions 4 et 5, on aura

PE]:T[R}.{?{X] U (P) = || ALy — b“i-}-l. = U (Prn).
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- B - Calculs de P, et o

1. < .,. > est une forme bilinéaire symétrique.
Cette forme est définie-positive :

T

<P,P>=3 (P@)?20, VPERX]

t=0
et <PP>=0 = Pl)=0 Vi=0,.,n = P =0, puisque P € R,[X].

En conclusion, < .,. > est un produit scalaire sur I'espace vectoriel réel R,[X], et donc elle
munit R,[X] d’une structure euclidienne.

2. (a) degré(Li) =n, Vi=0,.,n

(b) Pour i = j, Li(z;) = H (?—:?) =L
B ken
ki
Pour ¢ # j, L%'(Eij) = ‘i‘i—_“i‘j‘ H (zi _i:) = 0.
0<k<n
k¢ {i,j}

T
(c) Pour tout 0 < i,j < m, on a: < LyLj >= ZL%-(:U;C)L_.;(:::;C) = §;;. La famille
k=0

(Lo, ..., L) est donc une base orthonormale de Rn[X], car dimRy[X] =n+ L.
(d) La décomposition de P dans la base (Lo, s D) dOHNE

7
P=3" = PLi»L

i=0
Avec

< P,Li >= Y P Li(ex) = P(a);
k=0

d’aprés Li(xk) = dix-

T
3 (A= Z y; Ly (il s'agit du polynbéme d’interpolation de Lagrange).
i=0

Pour j € {0,1,...,n}, Y(z;) = ZyiLi(mj) = ;.
i=0

(b) Comme la base (Lo, ..., Ln) est orthonormale, on obtient d’aprés la question précédente
n
IY = P> = (i — P(z))®, YPeRn[X],
i=0

Et par conséquent Perﬁjnn[xg Do) = Pe’rﬁiﬂ)ﬂ Iy - P*.
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(c) Constatons que Ry, [X] est un sous espace vectoriel de R,[X] (m <n). On a

; 2 ; : 2
_ PP = ¥ (P) = Upn(Pr) = ||Pn— Y
P Iy — P pdmin | #(F) 2(Pm) = 1P = Y%

e

d’ou Py, est le projeté orthogonal de Y sur R [ X].

<X}Q0>
4. (a) Q1 =X — —~75—Wo, avec
1Qoll?
ki3 T ki3
o on(n+1 _
<X,Qo>:z%mi=_ge=_(~—2—) o 1|Qf,||22201:n+1
1= b= i=

T

(b) Récurrence sur & :
degré(Qo) = 0. Supposons que degré(Q;) =i, Vi=0,..,(k— L
i < Xk, Qi >

Dans ce cas, le polynéme Z 3
SRRl [}

(c) Montrons par récurrence sur ke {1,..,n} que la famille {Qo, ..., Qu} est orthogonale:

Q; € Rp_1[X] et donc degré(Qr) = k-

T
\ n n. nn+1) an+1)
Oy el K= = - =0,
<Qo@Q>=<1,X -7 > Z:O(z =) 0

i=

Supposons que {Qo, .., Qr—1} est une famille orthogonale de Ry[X]. Pour =
{0,...,k—1},ona

k—1 I .
<OpQu> =<X*-Y i-X—’-Q—;zQ«;,Qkf >
@l
k1
£ XN Q>
—-<X’“}Q;¢>—<Z— QQ Qi Qk
2 Q]

d’ott le résultat.

(d) Tl suffit de constater que {Qo, Q1, .-, Qn} est une famille orthogonale de (n+1) vecteurs
non nuls de Ry, [X], qui est de dimension n-+1.

(e) i Pourj€ {0;...,k - 1}
<HoXi> = Hy(z)] = ST H(@) =) Quln - i)i?
i=0 i=0 1=0

=3 Qup)(n - pY =< Qu, (0~ XY’ >
p=0

=0

En effet, (n — X)7 € Re_1[X] et Qk € (Vect{Qo, s Qu1 )T = (Rp_1[X])*
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1i.

iil.
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11

iii.

iv.

La famille (X?)o<j<(k—1y est une base de Rg_1[X], d’aprés la question précédente
on obtient Hgi € (Rk_l[X])iz :

k
On a Hy € Ri[X] = Hx = Zﬂ-iQi

=0
de méme Hjy € (Rk\._l[X])J‘ = a; =< .Hk,Qrg =10, Vi = U'}..,,k - 1= Hp =
axQp. Comme Qf est unitaire et le coefficient dominant de Hy est (—1)“ alors
Hy = (-1)*Qk -

On a démontrer que P, est la projection orthogonale de Y sur R,[X]. D'autre
part, (Qi)o<i<m est une base orthogonale de R, [X). En exprimant que (Y — Pn)
est orthogonal au sous espace vectoriel Ry,[X], on obtient :

< Y s Rn: Q‘n‘. B O! ‘vr?' = U! "":t'rn':

et donc
<Y)Q‘l >:<'RTL:Q?: >$ v'i:O?...,TTL.

La famille (F%qm)ogigm est une base orthonormale de R, [X]. Dans cette base on
peut écrire

Tk Tr

o <Pm:Qi> e <Y}Q‘i> :
Pn=2 "o > L Tar

=P,
Pour tout m € {1,2,..,n} :
m—1
<@iY > < Qm,Y > < Qm,Y >
P = ST gt © = Ppn1+ 75 ;
= ; ”Q%Hz Q HQm”Q i ' HQm 1]2 Qm
D'autre part,
6t = ¥ = Pral? = |I¥ = Pt %-‘%i@mnz
9 T
= e Pl + %%]\ang, car (Y — Pp,) est orthogonal & Qm.
On en déduit que : ,
[ QoY )
Om = O
Feml?

P, est le projeté orthogonal de Y € R, [X] sur Rp[X],
d'ou P, =Y et par suite O =

- C - Exemple
1 1
1. Tl suffit de considérer Py = ag, A = i et b= T d’aprés ce qui précede et en
1 2

particulier le systéme (S2) : YA Aap = t Ab on trouve 4ag = 6 et donc Fo=7%.

3

Ceci entraine, 0g = Vo(Fo) = 1.

T USRI SRS e e e ——————————
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9. D’apres le systeme de récurrence (S3), on a :

o R 4 gy SR T
R N

D’aprés un calcul précédent on a Q=X — 3. Comme < Q.,Y >=1et Q1> = 5, on
obtient alors : . 1
p=—(X 4+6) e 0=¢
1 5( +6) e 1=%
S S e ——
3 ] | A
PO -
X P
l
2 \‘ * S
1 *— * -
l
0\/‘,,4/_’J
0 1 2 3
3 %
Figure 1: Approximations polynomiales.
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