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[ Partie -I-

1 -t 1. (II-t)2,q
ao(H) .A = |l =0,

1 M-y —t o, 1
Vn > lan(H) = ﬁ/ﬁ cos(nt)dt = %{[(Hgn ) sin(nt)]én+§;jj sin(nt)dt) = 0

et

TR o o E 1, (II—t) g A PO 1
R — fldt = ——{|—— 3 —_— — 05 ] ) — -
bn(H) 1 5 sin(nt)dt H([ 5 cos(nt)]g 2%/0 cos(nt)dt) -

(b) H est continue sur |0, 2II[ et prolongeable par continuité sur [0, 2II], de plus H est 21—
périodique = H est continue par morceaux sur R d’aprés Parseval

+0o 211 21 2 2
1 g o g el o
22::115)“(;1)1 O dt_—/o e

B L
= Yo nr =6
2. |l#e¥| <l

+oe

: o BN . 1 1
LR e 2 e =t =y
n=0 =0 N
= a:—le“ TE Z;tg} wne-—(n-i—l)it‘
3.
+o0 :
1 r—e x — cos(t)
- 2" cos(n + 1)t = Re(——) = Re P
f;o ( ) (a: - c“) [(a: — cos(t))? +sin®(t)’  a? — 2z cos(t) +1
4. Vo €] = 1,1}, sup, .52 |u™ cos((n + 1)t)| = |27, or 3,5 |2"], converge =

Y ons1 Ut cos((n + 1)t) converge normalement donc uniformément sur [m], d’autre part
Vee]-1,1[et Vi€R 22 — 2z cos(t) + 1 = (z — cos(t))* + sin?(t) > 0 = .
f;(ij] u™ cos((n + 1)t))du = :i%{fox udu) cos((n + 1)t) = Z:ﬁ% % cos((n + 1)t) =

+oe 2 cos(nt) = [y %du = —1lg(x? — 2z cos(t) + 1) =

+oC¢ n

. e et ’
2; > cos(nt) = lg(z® — 2z cos(t) +1).

5. (a) On sait que Vz €] —1,1[ et Vt € R 22 — 2z cos(t) + 1 > 0 = G est continue sur R
2I1— périodique et paire.
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(b) On ¥p € N Z >1 ca Ccﬁ%‘?m—qml et Zn-}! fw converge normalement sur
[0, 2TT] = N

G T o o . Yoo n om
ag( ’L)_ﬁ./n‘ (—ﬁln(ﬂs — 2z cos(t) + 1))dt = HZ - A cos(nt)dt =0

et Vp > 1 _

ap(Ge) = e % 621? cos(nt) cos(pt)dt =

i a2 55 Sy cos((n+ p)t) + cos((n — p)t)dt = 2
et G est paire, b,(G,) = 0.

@) e o continue sur R 2II— périodique et paire d’aprés Parseval ona:
gn 0 TG (t)Rdt = L Y 2 o
SH 0 |(ln (2% — 2z cos(t) + 1))[2dt _% ;:o] %z; o
(ln( — 2x cos(t) + 1)J2dl‘, 7T Z;—g %z;

& : An
6. On a: 37, 5, & converge normalement sur [0,1] et VYo > 1, limy 2y = 4L =
4-00 xz” — S koo 1. 112
limg_,q Z n=ln2 — §°

7. Solent (t,x) €]0,II[x] — 1,1]

cosz(f) e 4 cos? (;)sm?{@ iy sin?(t) 5 z? — 2zcos(t) +1 (x — cos(t))? + sin(t)

2 4sin®(%) 4sin®(£) =  2—2cos(t) 4sin®(%) ~ 4sin?(%)
2 COB
8. vt €]0,II], & E]O,g[, 0 < cos?() = In(cos?(£)) < ln(%) < ln(Fl{}) =
29z coslt .
[ln{'ﬂ—é}r‘&ﬁﬂ ax(2|In(sin(£))/, 2 In(cos())]) < —2(In(sin($)) + In(cos(%)) Donc :
2
| In(E552EL)) < 9 m(l sin(t))].

9. (a) ¥t €]o,2m], & "0 H[ sin(§) > 0 au voisinage de 0, G?(f) = In?(2 (5 + oft))) = )
2In(t + oft ‘J) =& } et au voisinage de 2I1 G*(t) est intégrable au voisinage de

210 ssi G2(h + 2II) est intégrable au voisinage de 0 G2(h + 2IT) = In?(— sin(2)) avec
h < 0 donc G? est m‘regrable sur LO 211[.

|Gty = ()Pt = [T16.(8) — G@)Pdt + [2%|Gut) — GE)|2dt un changenent
vaua,ble dans la deuxiéme mtegla.l(‘ IJ —t=het v = —h on aurra
;‘(f“ Ga(t) =Gt Pdt =2 [§Go () ~ G(8)dt et Limy - |G () — G(t)] = 0 et |Ga(t) -
|2 | In(3 sin(t))|? = (%) 1r1tégrable au voisinage de O meme raisonement au

voisinage de II d’ou le resultat.

(b) Ona: [ |Gu(t) - G()2dt = [ G2(t)dt—2 [2™ G (t)C(t)dt + JZ G2 (t)dt en raison-
nant (’omme en (a )et en utlhsant la domination |G, (t)G(t)] < |In(2sin(5 )H In(2sin(%))+
In(3 sin(t))| = o( %) et lim, ;- (G (t)G(t)) = G(t) on auralim,_, - [; 21 G.(t)G(t)dt =
fom G?(t)dt donc

271 3 211 i T TR 13
G*(t)dt = 1i GL(t)dt =11 li =11 — = —
o SOl Slbis- B L =0 =

d’ou fo | In(2sin(%))|?dt = %3
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I

2.

Soit g une solution constante qui vaut « de I’ equation E, on aurra a = pa
= a = (, puisque p > 2,

(a) f(t+ 201 = i;é ft+ 210 + z_?ol_) = f{t) et f est la somme des fonctions continues
donc continue.

Jo(t + 2kTL) = f(p(t -+ 2k11)) = f(pt) = Jo(t) et f, est la composé des fonctions con-
tinues donc continue.

(b) Yne Z
Crplf) = — Zp__:) 0 Flt+ “);H)P Pt un changement de variable on pose
u=t+ 2—”1 on aurra

oh . 2114 281 —impu— 261
Cnp(f) ‘_EZXQ_ f( ) R du“z(/mﬂ 'pcnp(f)

Crp(fp) = 511 ] fp(t)e™Pdt un changement de variable on pose
u = pt on aurra

1 2l _ 1 P22 p2tk+nm ;
e % , I — —1nu i r
Culf) =g [ S d T 2 . L e =0u().

(a.) g solution de (Ep) = g(pt) = Zp —0g(t 2*”“) = pg'(pt) = k,_og '(t + 2k“) =
—=al: E ( o 2&1’1)
(b) pg (pt) =g'(t) = pgp( ) or ¥n € Z
Cnl9") = Caplgh) = Crp(£) = LCup(9') = Crp(9') = Calg') = Crp(e)).
(¢) Colg) = 77 J&" 6/ ()t = 5 (9(2T0) ~ g(0)) = 0
(d) Soit n € Z*
L. ¥r € N Cr(g') = Crp(g') = Cpp2(9') = Crpr (9)

ii. ¢’ est continue 2I1—périodique done lim,_, oo Crpr (0') =0 = Cyu(g') = 0.
e) Les coefficient de Fourier exponentiels de ¢’ sont nulle d’aprés Parseval g’ est nulle .
p g p

f) g est constante est solution de E,, d’aprés 1) partie II g est nulle.
¥ I P

in(2m¢ % . o in (274
(a) “:ngﬂ‘c’—;%;(;ﬁ)} converge normalement donc uniformément sur R et t — %{lﬁ 28 est
: e sin(2" (14211 in(2n¢ :
continue , 21— périodique car 5”’(2(,_‘(:3 ) = 3;(1?(?___1)2 ¥n € N donc g continue 2I1—
périodique.
(b) 1420 +o0 sin(i“%}+5in(2“("+%l) _ y+oo sin(2nly +oo sin(27—1t420T1)
8) g( ) = G( ) n=0 " 2(n+1) =S En =} Q{H‘lJ Z T R e
+00 sm(?" Y +cx_1 5111(2“ by
Z'n -1 2 2(n1] Z . (;(t)
" “+o00 sm(Q“ ‘l'[} sy
((’} G(G 0! g Zn =0 = gn-Fl 2

(d) g(0) # g(g) => g n’est pas constante.

(e) g est une solution de Ey qui n’est pas constante donc g n’est pas C'1.

Partie -111-
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L.

o

6.

Soit p e N* et p > 2,

120 ey ?11 Tt
(2) Culg) = gy [T gl)e™dt = Th g Jo g(BEae)em dt

| 2n _
=2 Ll g(u)e~Pe=2kMpdy un changement de variable, (u = %g)

P
Cn(g) == pc'np(g)'
(b) i. Pour n =0 Cy(g) = pCo(g) et p > 2 = Co(g) =0.
Pour n =1 Cp(g) = 9%9_1_

Pour n = =1 Cp(g) = Q-;_;;ﬁg_)'

ii. ag = Co(g) =0, ap = Cp(g)+C-plg) = C‘wﬁ} & aveca = Ci(g }+C-1(g)-
by = i(Cplg) ~ Cp(g)) = ST = £ avec f = - i(Cilg) - Cala)).

P

Puibque g — aG, — BH continue par morceaux 2II— perlodlque d’aprés Parseval donc
GI —H

S0 lo(t) — aGalt) = BH(dt = (122G 4 3 3R (Jan(g — oG ~ BH)P +

[ba(g — oG s -——glovl2 picits =

] T2
Vz € [0,1] et Vo > 1 ona: 1:‘ L <G = Y Ll—%i converge normalement donc

uniformément sur [0, 1] et ¥n > 1 lim,_, ;- (1—3;2— =0 limg_,y- 3.4 {1~ "“n)z R ¢

. En utuhsant I'hypothése de domination faite a G dans la question 6) parti I) on aurra

limg_1- J2% |g(t) — aGa(t) — BH()Rdt = [3" lg(t t) - aG(t) — BH(¢)[2dt.

100 —aG(®) - H) =i, - Hal? 12 U522 =0
g—aG—BH est continue sur |0, 2T1[ et rzll V—aG(t)-BH()|?dt = 0= g—aG—BH = 0.

Supposons que a # 0 g est continue en 0 = |g(0)] = limy_,o+ |¢(t)] = lim,_o+ 1$G(t) +
GH(t) [ = 00 absurd .

= g = [BH supposons que 8 # 0 g(0) = g(2I) = Blim;, o+ [H(t o= D =
ﬂlima_,(m) |H@®)| = -2 = B =0 = g = 0 sur |0, 2II] et comme g est continue 2I[—
périodique sur R = g = 0.

Partie —IV;]

. fn(m) = ln(%‘f&}g—)) = 111(_(1:.%.):%*_1) et ln(l + (ﬁi—l)) e :I?hl(l — ﬁ-)«)

n+1

. fale) = =[=5 + o(ﬁ-l—);)] - J_:[ﬁ-l« + O{G“Jr]"l_)g)] = o(m—JiTYf) = Y n>1 fn converge simple-

ment sur R .
fa est de classe C2 et Vo € R} fo(2) = —In(1 — giqy) — myp (L + 550) 7" et

n+1
1
M) = (1—({:‘—%33 > 0 donc f!, est croissante et f,(0) = —In(1 - (n“)) - n#“
Soit g(z) = — In(1 — z) — z avec z €]0, 1 ona ¢'(z) = 1=; > 0 = g est croissante et g(0) =0

donc ¢ > 0, par la suite f, est croissante et positive .
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Soit [a,b] C R7,
1 1 1 b

r:[?‘)b] |f7z(I)I e f‘:‘t(bJ = _(“'ﬂ"':‘r'"l - 0( (?’?,+ l)E)J = SWNE

= > w1 Jn converge uniformément sur [a, b]
- +oo

et Jn est de classe C! sur R,

3. Zf_l fn(z) = In(Tnta(x)) — In(T1(2)) or 3,5, fn converge simplement sur RY vers
une fonction de classe C! notée f = (In(Tn))n convrge simplement vers g sur R avec
gl = flz)+ ln(:r:{:;:-i—l))’ Vo > 0, donc (I'y)y converge simplement sur R vers une
fonction de classe C! notée T’ = exp(g).

4. (a) Vz > 0 et ¥n € N* ona:
r T+l = T
Fnpalz+1) = g,(x+1)fz+2}n F[e'z+ﬂ+]J 5 a’—lzf*lr”(jﬂ

(b} ¥z >0, T(z + 1) = limp s poo T (& + 1) = limn s yo0 325 Tn(2) = 2T(x).

aFn+l
5. {a) Y& > 0 et ¥n € N* ona:
e e
ATzl ninl n_ 2 mnl s
Fﬂ(g)rﬂ( 2 ) 1’{ _HJ{‘_HO {Qiﬂ.) :r—— [”rgl-‘-ljftgl”i?}(%‘rﬂl
n” /mn)? 1 AR

swr{@+2) (@44} -(a+2n) m(:r+l‘:(1+5){:c—.—a} (a+2n+l)
?2ﬂ+.! 1\/,“ !J anrzn\z.z

[2?7.}'(271;21':@—'—]}\1—%2; {etan){z+2nt1)

220+ 20T m(n!) P, ()

r(2?'1),|3‘7{2-.r1.)!(.’c-—-?'ﬂ‘-+1)

2242 r(nl 2o, ()

B n) et ont1)

I:r,r;,!)? 2 TInn2ne—2n Il
(2n)!  /4nII(2n)2re—2n o2
=
22T°+2'\/ﬁ[9‘1!}2 r 21_.3;\/*1?1
2n)i(2)%=(x +2n+1)
5 1
o e AR e
17;_{5)1"'”_{ 5 )~ gt \/ﬁl";m(:e)
d'ou I'(z) = = (%)T{%)

6. (a) Ona: Yz > 0 g(z 4 2II) = g(x) et

x ; A(ztal A+ A () -
111(1’}( 4200y — - In(D(&2) = lrl(ré—r";%ﬁﬂ 5 1n(r|§§% ) = In(3 (%HI}J = In(A()) -
In(T'(55))
donc Va > 0 g(z) = In(A(5h)) ~ In(T ()

‘2:: 1
P B- 'l
({\ﬂl'h:ﬂ—I H

21
P I o 6 “l“
(V2ILP= M=o It 21_ )

ACHLES)

(b) D’autre part Vz > 0, g(z) = 1“(?{i;) =i
211

A (AT (T (=52)) = T o) ot application z s T2] G(—ﬁ*n
est 211 périodique en effet ) 5 _ n g( % Vi {LHU‘U) s 05 il =
“i,:i (q-l;;fr{} . g('?+_le] _ iJ ég{rz%ilf‘-

d'ou Vz € R, g(x) = 3071 g(226),

(¢) D’aprés question 4) partie IIT une solution g de £, continue 21— périodique est nulle
donc ¥ > 0, In{A(5f)) = In(T'(5f)) par la suite A =T,
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