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Une grande inportance sera attachée & la rigueur du raisonnement, & la clarté et au soin de la
présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.

Tl est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
g'il n’a pu étre démontré.
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Exercice

. Soit z € R*. Montrer que la série 2 (-1)"

=TI

= i converge et que la suite (Ry (2)),50 de

n -+
n=0

ses regtes vérifie

VneN, |Ra(2) < s

On pose
+oo g e
. T 1y
f,R“‘—}R]$v—>qZD\‘—1} e
e

. " il

Montrer que f est continue sur R, e
. Montrer que lim [ (z)=1. : -
T—+oo =
§ et
(a) Montrer que f est de classe C! sur |0, +ocof. LA
(b) Montrer que, pour tout = > 0,
1

f(a) = fle) =~

(c) Déduire alors que, pour tout © > 0,

fl)=€en(l+e77).
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Le but de ce probléme est de résoudre I'équation différentielle:
(Ba) @ 2%+ 2y — (22 + a?)y =0,

ol o est un réel positif ou nul. Dans la premiére partie, on établit quelques résultats sur les
fonctions T et 8 d'Euler utiles pour la suite. Dans la deuxiéme partie, on fait I'étude de deux
solutions I, et K, de (E%) et on prouve que ({a) Kq) est un systéme fondamental de solutions de
(£). On établit, dans la troisieme partie, quelques résultats supplémentaires sur la fonction I,
quand l'indice & est un entier naturel.

Premiére partie : Les fonctions I et a d’Euleﬂ ‘

On pose, pour tout z > 0 et pour tout n € N* :

nln®

=:r{z+1)---(:c+n)'

fn(z)

1. Seit = > 0.

(2) Montrer que, pour tout n € N*,

Jn{f .l{r‘]}—]n(_f'

Chi ™

.(’T}}*—TIH {T 'f“:‘} = /1+ nj: I) e

(b) Montrer que la série Z (Jn (fat1(z)) ~In(fn (x))) est convergente.
n>1
(c) En déduire que la suite (fa (3)):-;21 converge vers une limite f (z) € )0, +o0[.

N

{a) Montrer que, pour tout z > 0,
flz+1)=af(z).
(b) En déduire que, pour tout pEN,
flp+1) =3t

3. Soient 7,y € R. Montrer que I'application ¢ — t*~1 (1 — £)V1 est intégrable sur |0, 1], si et
seulement si, z,y > 0.

On pose alors, pour tout T,y >0, ’;\
1 o \
ﬁ{z,y):/ i GO e )
0 8 P
4. Soient z,y > 0. A :
(a) Montrer que N "

B(zy) = B,y +1).

i

(b) Montrer que, pour tout n € N,

_B(I’y): (I+y)(z+y+1)(z+y7?”

yy+1)--(y+n) Blz,y+n+1).
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(c) En déduire que, pour tout n € N*,

Jn (y)

n
Blay) =55 / v (1= )" du,
]

falz+y)

vl
lim Tl (l -
T— 400 i} L

ol

désigne la fonction Gamma d’Euler.

6. Montrer alors que

ﬁ(m:?f) o f{I + y)
7. Soient =,y > 0.
(a} Calculer 8(z,1).
(b) Montrer que '
o e o g T i e i PR et il
sl i I‘(xj_niﬁlmx(x-i-l)m(x-{-n}’

5. En utilisant le théoréme de la convergence dominée, montrer que, pour tout 2,y > 0,

yin
E) du=T(z),
T

+oo
T, 4o 5 R, :rH/ w ey,
0

f ) I(z).

(i) B(zy)= %

8. la) BEn utilisant le changement de variable ¢ = sin® 6, calculer 8 (5,%)

vayoom ub

(b) En déduire que I' (1) = /7.
{c) Montrer que pour tout p € N,

I (p+

1= (_2?71_]\/;,

~ 4ppl

[Beuxiéme partie : Résolution de [Ea]’

Dans toute la suite on considére un réel a > 0 et las équations difféerentielles,

(EQJ p 22y Y — (2l + o)y =0, et

Ey) o'+ (20+1)y —zy=0
o]

Question préliminaire

Soit i : ]0. 400 — R une fonction de classe C2. On note

o (z)

i JU‘—FDO[—-} R:$’—} e

e

'meu

BT 37 Sog

Montrer que ¢ est une solution de (E,) sur ]0, +00{ si, et seulement si, 1 est une solution de (£}, ]

sur |0, +o00].
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é:_f}tude de la solution [,

L. Soit {@n),~q une suite réelle telle que la série entiére } aqz" a un rayon de convergence
3 n={
R > 0. On pose

-G
S:|-RRl=Rzr S(x) =) apa" -
n=0

Montrer que S est solution de (E.,) sur |—R, R| s, et seulement si, a; = 0, et pour tout

ne N,
an

n+2)(n+2+2a)

Un+2 = (

pin

P {d) Montrer que la série entiére me
. (a3 =

nz0

& un rayon de convergence égal a

+oc.

(b} Montrer que

o0 2n
r\ o T
Lo 510, ool H R zie (5) g 'l (@ +n+ 1)

est-une_solution de (E,) sur )0, 400l

3. Montrer que

® L@ =5 )

(b} Hm I(z)=+ca.
i T—++CT
4. Soit z > 0.

(a} Montrer que, pour tout ¢ € }—1,1],

( 9y a—7 $e 2 ( 2)& 1
1—t)" 2 ch(zt) = SR 2
= (2n)
(b) Montrer que, pour tout n € N, o
1 i //
/tgn(‘ i“)a zdtzj{:a—r%n—}-%) A
-1 -W‘?C) e
(¢) En déduire que '\\ ;
ol
1 e [ e
L (3} =——= : (—i) / (1 - 2 chi(zt) dt.
m fOﬁL 5) S
(d) Montrer que
Il = o= (5 [ -yt
“ al {a+1) 2) ey ' :
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B- Btude de la solution Kq

Dans toute la suite, on pose -

~ At +o0 ﬂ‘__]._
K, 10,+00[ > R, et (£} / (£ -1)" T eotds, et
I‘I\a—}-%) \2 1 d

o0 4.
F,:10,+oo| = R, :a:s-—}f g {t2~1)ﬂ_2dt,
1
1. (a) Montrer que F, définit une application de classe C? sur |0, +o0] et exprimer Fj, (2) et
Fl (z) alpide dlintégrales. :
(b) En déduire que Fi est solution de Vequation (Eg) sur 10, +o0f -
2. (a) En remarquant qué E, est décrmssante sur ]0, +oo , montrer que lln§+Fa {z) = +oo.
) P

Ko (2) _

(b) En déduire que hm = 400,
del

de (Bq) sur |0, +ool. On

est un systéme fondamental de solutions
t de I et Ko en 0.

3. Montrer que {Fo; Ko} B
pourra utiliser le comportemen

el

= coslt) cos (pt) dt.

Soit. p € N. Pour tout £ € R, on pose : Hp (z) = ]
0

1. Montrer que Hp définit une application de classe 0> sur R et exprimer Ses dérivées

successives & l'aide d’integrales.

5+ 9. Soit t € R. Montrer que, pour gout k € N*, (cost ZG‘J cos (Jt) oil ag, ... ax € B avec
: =
1
Ok = gp=1" _
; = ""'_‘-]
3. (a) Montrer que, pour tout ke {0,...P}, j. :
0 s k<p '
(k) s e ! E
Hy (0{_{_2; g k=p. j
En déd H, Lo |
(b) En déduire que (CCJ ‘}PT \9) ;
4 Montrer que Hp est solution de Péquation (Bjp) sur 10, +o0f - ‘
1 " R
5. En déduire que, pour tout T > 0, I (x) = ;f v eoslt) cos (pt) dt. ‘f 4 ’
(1) i o P

6. Montrer que, pour touf T > 0 et tout t € ],

B8t = [ {z) + EZI ) cos (nt) .

n=1

7 Montrer que, pour tout T > 0,

2 Ay 2
Iy(2z) = (IG ($\}>F A 22 (In (3»))

n=1

—_——
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