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Baréme:

Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la
présentation. L'usage des calculatrices n'est pas autorisé.

1l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme

s'll n’a pu étre démontre. e

Probléme

Dans tout le probléme, L désigne un C—espace vectoriel de dimension finie n € N*| £(E)
1'aigebre des endomorphismes de E et J est un élément de L(E).

Notations et Définitions
On note par:
o E* Vespace dual de E. ; )’l
* idg 'endomorphisme identité de £, i " s i
_ : =g
o fP=idp et f*+i=fofk WU e
\. 2

C{X] l'algébre des polynoémes & une indéterminée et 3 coefficients dans C.

deg(P) le degré d'un polynéme P de C[X].

M,(C) 'algébre des matrices carrées d'ordre p(oup€N*) & coeficients dans T,

e Jo(A) I'élémnent de M,(C) défini par:

A1 0 0
0 A
Jp(A) = 10
Al
0 0 A

ol (A p) e C x N*.

Concours Mathematiques ec Physigue - Session Juin 2012 Epreuve de hMathematiques 11



Posons

e Pour tout w € L(E) (resp. M € M,(C)), on note par:

* spc(uw) (resp. spe(M)) 'ensemble des valeurs propres de u (resp. M) dans C.

* E)(u) le sous espace propre de u associé 4 la valeur propre A € spg(u).

x P, le polynéme caractéristique de w défini par P,(X) = det(u — Xidg).

* Un endomorphisme u'(resp. une matrice M) est dit nilpotent (resp. dite nilpotente)
§'il existe p € N* tel que u? =0 (resp. M* =0).

* L'entier 7 € N* tel que u™ =0 (resp. M” =0) et u™! 5 0 (resp. M7 # 0) est appelé
indice de nilpotence de u (resp. de M).

* 51 u est un endomorphisme et P, son polynéme caractéristique, alors P,(u) = 0
(Théoréme de Cayley-Hamilton).

* Si v est un endomorphisme nilpotent de £, alors P, (X) = (-X)™

I- Polynéme minimal d’un endomorphisme /\
 A={PeCIX]\{0}td que P(f) =0}, Tl o
 I={deg(P)telque Pea}. / '

. Vérifier que l'ensemble A est non vide.

\.l\

; £
. Vérifier que l'ensemble T admet un plus petit élément appartenant a N*. /
Dans la suite de cette partis, on note r = min(7T)
. Soit ) € A de degré r. Posons Q(X) = ap + a1k + - + @ X7 ol {ar # O et
Iy
(X)) = —QX).

%
(a; Verifier que Il¢ € A et que deg(Ily) =r.
(b) Soit S € A. Montrer que IIf divise S.
¢, En déduire que II; est I'unique polynéme unitaire de A de degré . (Il; est appelé le
f que poly & f

polynéme minimal de f).
(d) Montrer que f est diagoralisable si et seulement si [If est scindé & racines simples.
{e} Soit A est une valeur propre de f et u un vecteur propre de f associé a A.

i. Montrer que, pour tout k € N, f¥(u) = M. !
ii. En déduire que, pour tout P € C[X}], on a:

P(f)(u) = P(\u.

(f) Soit A € C. Montrer que ) est une valeur propre de f si et seulement si II(}) = 0.
(g) Exemple: Dans cet exemple, on prend E = C3 et f I'élément de £(E) canoniquement

associé a |
0 2 -1

A= -3—-8 4 8 on J est un nombre complexe quelcongue. [
-2 2 1 :

i. Déterminer Py.
1. Déterminer Iy (on pourra discuter selon la valeur de ).
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II- Décomposition de E en somme directe

Dans cette partie on suppose que f est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence r
(0 <t <n) Soita€ E tel que el #0

1. Montrer que ITf(X) = X".
9. Montrer que la famille (a, f(a), ... ,fT(a)) est libre e E.

3. Soit H un hyperplan de E ne contenant pas F~l(a) et p € E* tel que H = kerp.
r=1 . .
Posons L = m ker(p o f*) et K = Vect(a, f(a),. .. ,f7~Y(a)) le sous espace vectoriel de £

k=0
engendré par les vecteurs a, f(a), .. et e
(a) Montrer que @(f7"(a)) #0.
(b) Posons ¢ = o f*. Calculer ok (f7*"a)), pour tout 0 < k<7 =1L
(c) En deéduire que ker(ipx) est un hyperplan de E.
(d) Montrer que L est un sous espace vectoriel de E de dimension supérieure ou égale &
n-="7T.

(e) Montrer que K N L = {0}.

.

(f) En déduire de ce qui precede que E =
(g) Montrer que K et L sont stables par f. :

1II- Réduction de Jordan

Définition: Pour tout C—espace vectoriel V de dimension finje | € N* et pour tout endomor-
phisme g € £(V), un sous espace vectoriel W de V est dit g-indécomposable si et seulement

si:
e W stable par g.

e Tl n'existe pas de décomposition W = W) @0 W, avec Wy , Wo stables par g et Wy # {0},

W2 # {0}
A- Préliminaire

Soit F un sous espace vectoriel de E stable par f. On note par f l'induit par f sur F.

1. Soit G est un sous espace vectoriel de F. Monirer G est f-indécomposabie si et seulerment
si G est f-indécomposable

2. On suppose que [ est un endomorphisme nilpotent d'indice de nilpotence . Montrer que
E est f-indécomposable.
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B- Etude du cas d’un sous espace f-indécomposable

Soit F" un sous espace vectoriel de E de dimension finie m ¢ N* qui est f-indécomposable. On
note par f l'induit par f sur F.

1. On suppose que ITz= A B avec 4 et B sont deux polynémes de C[X| premiers entre eux.
Montrer que 4 ou B est un polynéme constant.

2. (a) Montrer qu'ils existent A € C et 0 < r < m tels que H;(XJ =(X-A).
(b) Soit h = f — Aidp. Montrer que A" = 0.
(c) En utilisant la questior I1—3, montrer que 7 = m.

(d) En déduire 'existence de a € F tel que B = (A™1(a),A™~%(a), ..., a) soit une base
de F.

(e) Montrer que la matrice de fdans B est égale & J(A).

C- Décomposition de E en somme directe
de sous espaces f-indécomposables

Dans cette partie on suppose que spe(f) = {A1, M2....,A¢}. Pour tout 1 < i < g, m; désigne

g

I'ordre de multiplicité de la valeur propre A; de f ( c’est a dire Pr(X) = (- 1)“]__[(1{ —Xi)™). On
i=1

note par Fi = ker(f — A;idg)™, f; Pinduit par f sur F et h; = fi—Avdr, pour tout 1 <1< g,

1. (a) Montrer, pour tout 1 <1 < g, que Fj est stable par f. ]
: -,

; 4
{b) Montrer que E = @F‘ /

i=1 G

2. 8oit12i<q. P e

(a) Montrer que h; est nilpotent. /

(b) En déduire que Pr(X) = (A — Xjmdy

(c) Montrer que dim F; = m,.

3. {(a) On suppose dans cette question que l'indice de nilpotence de hy est égal & m,.
i. Montrer que F, est hi-indécomposable.
ii. En déduire que F} est f-indécomposable. _
(b) Dans cette question on suppose que l'indice de nilpotence de h; est inférieur strictement
am;. Montrer que F} = K@ L; avec K f-indécomposable et L; est un sous espace
vectoriel de E' stable par f.

3
4. Montrer par récurrence sur n que E = @Hl—, avec H; f-indécomposable, pour tout
f=1

1<1€ 0,
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5. En déduire l'existence d'une base de E telle que la matrice de f dans cette base soit diagonale
par blocs de la forme

Jm [ﬁl)

\ | Jos(Bs) ]

6. Verifier, pour tout 1 < i < s, que f; est une valeur prdpre de f.

IV- Application

Dans cette partie, on prend E = C", M € My(C) et f I'endomorphisme de C" canoniquement
associé a M.

1—Supposons-que-M-et-2M-soient-semblables. : V= SIS S—

(a) Montrer que si A € spc(M) alors, pour tout p € N, 2PA € spe(M).
(b) En déduire que M est nilpotente.

2. Supposons que M est nilpotente.

@ s o) Justifier Pexistence d'une base B = {e1, €3, ... én) de E-telleique la matrice de f dans - . =
cette base est : )
0 U1 0 AT 0
v (] " : 1 P
s
0 ;
> o
: Phoyscy / 5 Z
0 oo cer e 0

ot v; € {0,1}, pour tout 1 <i<n—1.
(b) Ecrire la matrice de f dans la base Bz (e1;289:53 o2, 1,2 le,).

3. En déduire de ce qui précéde que M et 2M sont semblables si et seulement si M est
nilpotente.
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