Probléme

I- Polynéme minimal d’un endomorphisme

Dans cette partie, f désigne un élément quelconque de £(E) et A= {P € K{X]\ {0}: P(f) =0}

1) A#Ocar Pre Aetdeg(Py)=m; T+#10 Gar n € Z; I est une partie de N non vide minorée par
zéro donc amet un plus petit élément noté r € N: si r = 0 alors il existe P = ¢ polynome constante
non identiquement nulle vérifiant P(f) = 0 soit cig = 0 donc ¢ = 0 impossible d'ot r € N*.
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a) If(f) = a—Q(f) =0; deg(llf) =deg(Q) =r.
b) § € A; la division euclidienne de S par Iy donne S = Q1ll; + R avec deg(R) < deg(II;) or
S(f) = Qu(H)I;(f) + R(f) = 0 done R(f) = 0 Comme deg(R) < r par minimalité de r R # A
done R =0 ce qui donne S = @115 ou encore IIf divise S.
c) Existence Il; de assurée; 'unicité de Ily; soit S € A; de deg(S) = r et Sunitaire d’aprés b) S
divise II; et comme ils ont meme degré et sont unitaire on a § =TIy,

-d) "=" f diagonalisable donc £ est annulé par un polynome scindé 4 racines simples @ or 75 divise
Q donc Il est scindé & racines simples.
"<«=" si I1; scindé & racines simples; comme Hs(f) = 0 alors f est diagonalisable.
e) i) par recurrence sur k.
i) évident.
£ "= Avpde f =il existeu # 0 tel que f{u) = Au = wp(w) = (A = 0 =mp(Xu = (\) =0
""" 71s(A) = 0et mf|P; = Pr(X) =0 = ) valeur propre.
g) Exemple:
i) Pr=Py=(1-X)2-X)>
ii} On a II; unitaire, divise Py et {racines de s} = {1.2}, done Iy(X) = (X - 1)(X - 2)
ou I (X) = (X — 1)(X = 2)% ona Hf(X) = (X - 1){X - 2) si et seulement si f est
diagonalisable. Ea conclusion si § = —1 alors II;(X) = (X — 1)(X — 2) et si §# —1 alors
0y (X) = (X = 1)(X —2)2 '

I1- Décomposition de E en somme directe

1} Pp(X) = (—X)™ comme 11 divise P et IIf est unitaire alors II4(X) = X® avec 0 < 4 < n et comme
fr=0¢et f7=1 £ 0 done (X)) = X",

2) Classique.
3)a) sip(ffYa)) =0alors y=0= H=F irnpossible.
b) w(f*}(a)) = (/" (a)) #0.
c) @k est unev forme linéaire non nulle done kerwy est un hyperplan.

d) L est lintersection des hyperplans donc dim L > 7 — 7.
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r=1

e) Scitz € K(|Lonaz= Z a; f*(a) (*)

k=0
. r-1
zeLl = pofi(z)=0= ap(fa) =0=>a =0et (*) devient z = Zaif‘“{a) comme -
k=1

LEEL=wo f7%(z) = 0 = a; = 0 par itération, on aurra z = 0.

f) dim(K + L) = dim(K) + dim(L) (KNL={0})2r+n—rdou le résultat.
g) !

h) K stable par f (évident).

B 0) =0, si k=r—1
i) SmtmELetOékSr—louwcf"[fh))=¢ﬂf"“(ﬂ:)={ i(‘,)f:fﬂ{i}:o, si k<r—2

III- Réduction de Jordan /

A D1 - L
A-Trelliilingallc

1) " =" G est f-indécomposable = G stable par widetildef et donc G stable pai" o J;/
Soit G = G, @ G» avec G1 et Gy stables par f, comme Gy, G; sont inclus dans F adbrs G et G
stables par widetildef or G est f-indécomposable = Gy = {0} ou Go = {0}

2" =" G est f- indécomposable, G est stable par [ et G C F = G est stable par widetildef.
YSTTEG, B GTEVEE Gy, G sont stable par widetildef ators' Gy y Gy sont stable par f et donc
Gy = {0} ou Gz = {0}
2) e Establepar f
« E=E, @ Eg

Soit fi (resp f2) Vinduit par f sur Fi (resp. Fy) fi ( resp. f2) milpotent done ff‘imF‘ = 0 (resp.
f;hm& =0) = fm”(dimﬂ'dimﬂ} = 0= n < max (dim F1,dim Fp) <n= dim F} = n ou dim £ = n

= F']_ = {U} ou F‘z = {D}

B- Etude du cas d’un sous espace f- indécomposable

1) Oy = AB, d'aprés le lemme de décomposition de noyeaux on a ker A(F) EBkerB(f) = F, comme
ker A(f) et ker B (f) sont stable par widetildef et que F est widetildef- indécomposable donc

widetilde f- indécomposable alors ker A(f) = {0} ouker B(f) = {0} soit ker A(f) = Fouker B(f) =
F' par suite A(f) =0 ou B{f) = 0 ce qui donne A est constant ou B est constant.
2) a) II; unitaire admettant une seule racine de degré inférieur ou égal & m donc il existe A € Cet
0<r <m tels que HIT{X) = (X -
b) Soit h = f — Nidg, h € L(F) pour tout z € F ona h"(z) = (f = Xidp)"(z) = nf(f)(x) =0.
¢)Onahe€L(F)W=0etdmF=maveclsr<msir<m d’aprés la question II)3),

F = FL G, avec Fj et G, sont stable par i (donc stable par f) et Fi # {0}, Gy # {0} ce qui
contredit le faite que F est f-indécomposable d'od 7 =m.
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d) Comme A™ = 0, il existe a € F tel que (a, k(a),...,hA™1(a)} libre de F et comme dim F' = m

e) La matrice de f dans B est égale & J,(A) =

C- Décomposition de F en somme directe de sous espaces f- indécomposables

&g{ﬁ%’iﬁffﬁ&@
@m%
et

donc (e, h(a)....,h™ 1(a)) est une base de F. Soit B = (k™ '(a),A™*(a),...,a) une base de
F

A1 0 - DY

0 A L

L=
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1) a) On & F; = ker(f — Aiidg)™ = ker ((X — Ai)™(f)) donc stable par f pour tout 1 <i < g.

g
b} Le lemme de décomposition des noyaux donne E = EBF,

i=1 -

2) Joit1<i<gqg =

a) Pour tout € F; on a Al™(z) = (fi — Midg, )™ (z) = 0 donc AT = 0 d’od h; est nilpotent.

—

b) On a h; € L(F;) nilpotent donc Py, (X) = (—X)4=F = det(f; — Midp, — Xidp,) = det(fi — (A +

3) a)

b

e

X)idg,) soit Py, (A + X) = (=X)4=F d'on Py (X) = (A — X)¥=F,
q

— -

‘On & Py, 'divise £y clest &:dive- (D — X9 P divige 1 L — XY™ done dim Fy < m; pour tout,
fi i W / 1 FX gl f

=1

q q
1€i<qgor ZdimF}:Zm=n ce qu! donne dim F; =m; pour tout 1 <1 < g.
i=1 i=1
i} hy € £(F), dim F} = wmn; et hy nilpotent d'indice de nilpotence my donc d’apres II)A}2)
donc F est hi- indécomposable.
i) d’aprés III)A)1) il suffit de montrer que F stable par fi- indécomposable en effet Fy stable

par iy donc F stable par f.
si Fy = G Gy avec Gy, Gy stables par fi alors Gy, Gy stables par hy, comme Fy est /iy

-indécomposable alors Gy = {0} ou Gz = {0}.
hy € L(Fy), dimF} = m; h nilpotent d'indice de nilpotence r; < m; . D'aprés III)3} 1 =
Ki@ Ly avec Ky # {0} et Ly # {0} L, stable par hy donc par f) ef par suite stable par F.
Maintenant K, = vect(a, ...,/ *(a)), a € F}.

Soit Ay linduit par by sur K;. oo a E’{ € LK), f; nilpotent d'indice r; = dim K; d'apres
[I)A)2) K est i indécomposable et donc d’aprés IT1)A)1) K est hi- indécomposable.

K stable par hy donc K stable par fi.

siKy = K; EBK; avec K, , K, stables par f; alots K, K; stables par hy et d_o_n_g_ﬁi = {0}
ou K, = {0} ce qui donne K est fi- indécomposable et par suite (d'aprés TIIJA)IJT K} est f-
indécomposable.
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4) d’aprés 3) Fy = Hy @ H; avec Hi - f- indécnmposable et H, stable par f.
D’autre part d'aprés ¢)1)b) B = Iy @@F H; @ H, avec H; f-indécomposable et H stable

l_;

par f.
“1)cas*¥ H,"= {0}, F = H) indécomposable et donc s = L. e
2) cas si H, # {0} soit F I'induit par f sur Hy on adim A] < n~1 en utilisant 'hypothése de recur-
&
rence on a H| = @Hi avec H, est f- indécomposable et donc d’aprés A)1) f -indécomposable
=2

8
dou £ = EB H; avec H; qui répond & la question.

=2

5) il suffit de prendre une base B = U B; adoptée & la décomposition E = EBH. (avec B; choisie
=2

comme dans I111)B)d)) d'aprés III)B)e) matg, (fi) = Ja,(B:) avec o; = dim H;.

& : S ! 8 q e e e
8) Pr(X) = | | det{Jas(Bi) — Xidaim) = [[(Bi = X)* = [J(Bs = X0 = T[x-% A

; .
f=1 i=1 i=1 i=1 : : [

d'ot {B1,...,Bs} = M1, A}

V- Apphcatlons

T oo - e

A- Condition nécessaire et suffisante pour que M et 2M sment semblables.
Soit M € My(C].

1) supposons que M et 2M soient semblables

a) Soit A € spe(M) donc MX = AX donc (2M)X = 90X soit 2\ € spc(2M) = SDC(M.) par
recurrence on prouve pour tout p € N, 2P\ € spe(M).

b) Soit A € spg(M) d'aprés a) {2°A,p € N} C spc(M) qui est fini donec A = 0 et par suize
spe(M) = {0} ou encore M est nilpotente.

2) supposons que M est nilpotente.

a) Conséquence immédiate de I11)C)5).
b) flea) =0.
pour 2 < j < nona f(2971e;) = X 1f(e;) = Y i1 = (2vj-1)(27"%ej-1) d'ol
matg(f) = 2mats(f)
3) " = " conséquence de IV)1}b).
Y€ matg(f) = PIMP  matg(f) = Q'MQ = P~L(2M)P d'od M = QP (aM)PQ™ clest
4 dire M et 2M sont semblables. :



