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1. Soirre Ri. Mantrer cue la sérig Z (=1)" 5 cotiverge ot que ln syulte (Bn(&)lnsg de ses restes vérifie
= +1
v = ]
o= R o (xl] < .. St
no= 4
TeTno N £ N

Paur tout x > 0. I syita (H—-—- J est décroissante of converge vers 0, donc d'aprés s eriters

yRepe] s
des séries allernées, la serie converge et sou reste d'indice n vérifie linégalité demandse.

oo —nz
: \ - T
On pose fg) = (=17 =
=)
A, = e g SR I ——

2. Moutrer que [ est eonkinue suy M.,

= ) T ) i e
Cu pose 7, (2} = { I)"'-—-T—_ﬁ. Pour tout n € N, ls fopction Jr €36 continue sur R, or ]y série >J i
N o= e

nx@
converge uniformement syr R+ puisque o suite (A )n converge uniformément vers s fonction nulle
sur By, Done, d'ipres la théoréme de continnjte de la somme d'une série des fonctions, la fouction
f o5t continue suy .

e —— _‘_..‘...—.._-—u-..__—_ﬁ—_,.__-..-_.___.___

———-—"-1——-—-.-_4:.___.__%_.___—__._____,.__
3. Montrer aue  lin fi2) =1,

T o
Ona  lim Tolnt =) el T folz) = 0, %n e N*. ot la série > fu converge uniformément sir
Tk e ity e et 3
nzn

R.. Donc, en utilisant le théortme de la double limite pour les séries deg lenctions, on obtiens

fim  flz) =1,

Tt koo

_w..-—-—__..____n.—_._.__.,-_—-_.___-_.vh-_________.

R S -—._.._-___‘__-—-—____.__.__.-._.-—___—__..

4. (a) Montrer que I est de classa ¢! sur [0, 4 o',

On a

- Powr tout n e N, |y fonction f,, est de classe ! sur B .
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- La série E fn converge siinple

n>0 el
. , e T .
- Pour tout n & N, fi(z) = (~1)"*" I Solt [a,b] un segment de RY el v € [ab],
1:-—nz] e e
]Ir.i (:T)| s ?_L | (: TLE g o
e nE+-L1i7 n+1

Comme Y e™™* est convergente, donc la série E fi converge normalement, donc uni-
St X
nz n=l

formément, sur tout segmerit de R

D’aprés le théoreme de dérivation de la somme d'une série des fonctions, la fonction f est de

[=+]
ne_”-I
classe C' et Y2 > 0, f'{x) = E el
se ! et W2 f(=) n_;'o( ) e 75

(b} Montter que pour tout = > 0,

____________ , ®

Pour tout 2 > 0, on a i /

I ) .!(_ | izl - ne~tr 2 e~z sl == = //’ 1
e ) e = e Rl Wit N --~-F-&="I']'n" i i __ln :  SCSISRCE NS 5o

; FEy=(m Igj-{ ) n+1 ;k ol 2;;( Me e
(¢) Déduire alors que, pour tout x>0,
flE) = ¥ In{l 4 ¢ ).
wo Les gnlutions de Vaquation differentielle homogeéne v/ — y = 0 sur R} sont de la forme

va © zr— de®, A £ R et la fonction x — e®In(1 4+ e77) est une solution particulidre de
'équation différentielle

1 ;
F et ‘ [ E)
e e (5

donc les solutions de (E) sur R, sont de la forme y(z) = Ae® + e In(1 +e77), A € B.
Comme f est une solution de (E) sur R} et lim f(z) =0, donc f carrespond & la constante
o=t =00

A = 0. Par continuité en 0, on obtient pour tout z > 0. f(z) = e®In(l + %)

Probléme:

Partie It (43 points)

4

2 W i
1. (&) Montrer que, pour tout >0, n & ™,

ln(fnm:n—ln(fnnzzn=z1n(1-ri') ; |n(1+ £ )
) i n+1



i
On o

in '-r_,irn-l-l (1‘}) = En{fr(”)j = ( 2

_ m(mw-»n _am )@
/
|
\

nln® {'!41} (.,'E'ﬂ"r 1}.‘,

\::c g

n+1
1+2) +n{=———
n, \z+nt Iy

) o)
= 71ln (I - -} —~1in (‘.l + ey ]./ 3

{b‘,‘ Mentrer que la sérle }_: (I (frei(m)) —=n [ fn{x])) est convargente.
nrl o
e = IS (4]

On a Vo >0,
{ T T ! T 1 1
a o e Rt b R A S = 20—t O Of———} = Of—].
1 n(1+ } in \} ‘-l) n-r'OkN_} e [(ﬂ.‘l'l)?) ("“]'l} P Vos2
e 3
Comume la série L 2 est convergente, donc la série Z (In (fa+1(7)) — o (falz))) est conver-
7w
n>l nzl

gente.

e T R ia e -yt

(¢) Bn déduirae que ls auite (f,\( ))n)1 cunv&‘rga verk une limite f(z) )0, + ool

I
i !
g
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|
L
i
i
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i
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La série }: (I (s (z}) 1o [fh(a:))) est corvergente, donc la suile

n2t
l Sulz) = }: Tisiplnl— fk(a:)}\ = (i.n Furi(z) =t f-(x)),, est convergente denc la suite
k=1 Lo

: i ) o ; kY PRpaE ST ay .
(ln P {w}.,, est convergente VErs une limite £ ev par suite, & swile '\,fn.{a:\i'_!'n est convergents
vers e > 0 qu'on vote f(z).

2 (a} Mootrer que pour toul @ > 0, fla+ 1) =zfla)

G e m_;-ji.}’\@j

ninTt nr e

Ona folz-+1)= : = i), 7o '
< £ {1 2) s A +n) n+lt .75“1'-L ) & 2 >
Par passage & la limite, on obtient fle 4+ =2f(x). /"’f' IS g
iy - ?
B o . R 4.___#‘:_# i . = _’; e aa
h} En deduire que, pour tout p eM,  jlpaly=ph l i, S 1 —
o L e LA @)

O a f (1) =

= ?.1 1° done par passage A la limite, ou abtient ({1} = 1 Diawire
- n 4
part. en atilisant fix+ 1) = z](z), on aura j flp+ 1y=plfi) =2t

3 Mantrer que application fo-i— i O B ¥t ept Intégrable sur J11] st et seulentent sl, my > 0 @
L'apolication & —3 t77(1 - f“’"l st continue sur ]O T s (R gt 30 =
i
gl - vl o~ (1=t done b {#=1(1 = £)¥ 71 est integrable sur J0,1[ si. et seulement si
ter )™

]-a<letl—y <l donesi el seulement si, z > O et ¢ > 0.

4. (a) Soient x.y> 0 Monlrer que
; oY
Bzyl = Ty + 1)
v

—
| Sl



Par Intégration par parties, on a

E o ; ,_..'_..
Alzy+1) =/0 (1=t = = [t3(1 - )V T c’ﬁ +

1
Z

={)
D’autre part,

1
/ AR IR S L

«0

Blzy+1) = Altx—l(l~t)ydt:

1 1
- /-t‘“‘(l« t)"’"ldt_/ (L =tV = Blzy) ~ Bz = 1),
0 ’ n

Dot Blzw + 1) = flzy) - %5{: + 1), donc A(zy) = '—~—;9'{ Y+ 1)

/ T(1-- 1)V ‘dt=~ﬁ(a~+1u1
0

(b) Montrer que, pour tout n € M,

($+y)(:r+y+l}(mfy+ n.)ﬁ(:l:.!,f o l)
vy +1) - (p+n)

Blz.w) =

Par récurrence sur n. : e

(z+y)(z+y+1). (m+v+”J3m+n+L)‘

== A
D’aprés la question précédente, on a

(ry-rn#g,

ﬁ(i ]',( +n+1)= *—‘—*—-—L

Ceci prouve que

(o= B WE Tyt ) g alle b n E g s

yy+1) - (y+n)y+n+ 1)

Ainsi, la relation est vérifiée pour n 4 1.

La relation demandée est vraie pour n = 0. qupposons (ue pour Uf certain 7 on'a’

Ph-

(C) En daduire que, pour tout n € N7,

Falu) o .
Blzy) = _-——4———‘,“(”’ - / TRantT 6 e Elcl
frnlz 4+ ) Ja n

D’apres la question précédente, on a,

i

Blzy) Tizes) wine Alzy -+ n+1) i+ 1)

o ) e ety e o B Ly
= ™ /Uz (1 - gyv dt = fn(r.-.Ly]/o (

fn_(‘lf +y

) nlntt
fn{y) nln**V oy b i _ﬁji‘@l_ n*8(z,y +n+ l"

5 Bn utilisarit la théoréme de la convérgence dominée, montrer que pour tout.z.y > 0,

Fo0

- g _ L
lim ut i (1 - E)y du=T(z) otr [z} = f gty
mn

L= o o o]

% ' . I
Pour n € N*, on pose el )= { U \ 7
0



L'application f,, est continne sur'¥

Pour tout 1 > 0, il existe no € N tel Qe
1_,:,)1#+n

< n, donc ¥ 2 np,

;‘fﬁ”’r
-1 Pl

]‘-h” i a5 s
; Comme lim u" 1 - w) e~V done la suise (oo

Fafu) =o' r‘J -

1 -y

converge suuplcmonr vers la fonct.lon v e

: 3 wy Vb yan) hiafl--2 nlofl-2Y
Onave z]0.1[, In(1-t) < —t. donc Vu €)0,1], (L— _) & plutnlithag] £ prItli=te £ 7,
. : Py
Done, pour tout w > 0, 0 < filu) Lplu) =uv*te™™
L’application v est continue sur |0, 4 oof, de plus o a, w(u)} ~ w" Vet hm wte(u) =0,
* w3 1= o

donc elle est intégrable sur |0, + ool Alnsi, le suite (fnlex) vérifie Nhypethéee de domination
et donc Uaoplication du T.C.D aboutit au résultat.

i Montrer nlors que
By s 28 piy, .
il f': Ak UJ ,3\\
T ST E R e e s ¥

n faisant tendre n vers l'infini dans la question 4.(c¢) et en utilisant la question précédente, on ob-
tient la relation demandége.

1)81%0 _ ,_,.l

7. {a) Caleuler 3(z,1)

Pour tout « > 0, 8(x,1) = / ‘df = oy s At
Jg & {1 et
RENSTIBTS T i U
(Y Mantrer que
_— ilnT IXEIINET
(i) Ty = Jim ———Te—— (i) = i ;
R o bm w41 {4 INERT ( [“\]
it Lo oannliguant l= question 6. pour ¢ = 1, 2% 2n whilisant les relations [0 = 1, Jox s iy = '
i) et A1) = -, on obtient f{a} = I'(a).
. £’ : . :
(i} La reletion demandée déconle directement de la question 6. en remplagant T opar L.
—elg™ -
(u) In utillsant e changement de variable ¢ =sint £ ealeculer 31: o
. 1; Sife G AN e S o (..:I}
e . ..
LB = 1 1 T Zsinfcost
L oa ;"J!l.—f'} = / 1| = e —_df =7
L2 Jo VI =8 t=sin?e g ginfoosf
: e -
{h) Eu dedulre que (-] = 7.
e ] S (—:\)
1 T | / s 4 _‘.’..’
by, . (R )) % 1
Al o sy B . T - = : a, 'l =) s
On g J{"'Z-‘.'] P k {2;) 7. Coimme I . alors L{EJ v
|
(e} Montrer que pour tout pc ™, Tip 4+ -l"l = (z‘g)-\r":{-.
‘ J g 4npl
e 5 5 ML) A e : ka'j
Par réecurrence sur p. Pour p = 0, la relation demandée est vérifiée d’aprés la queslion préce. s
dente.
5 T ’Qp)' ; ;
Supposons que ['p+ ;) By VT pour un certain p dans M.
2 19 pl
9T > . 1 _ 1. i 1. {2p) p+ N
Clprl+z)=(p+ 3."[ pEs)=(p+ ;;)'[\' )I Vo= 551 "['J—ﬁ_' £
[ ms ar ) 2 20 2_‘ 27 4rpl pretin b 1!
Ulore la relation est vraie pour Uordre p -+ 1
-1 =0

-
g



Partie IT: (23 points)

Question préliminaire

Montrer qiie ¢ est une solution de (£,) sur |0, + oof si, et seulement si, 1 est une solution ds (E}).

On a ¢ est de classe C* sw ]0, + cof et on a

1’ (1) — ap(z) s () = z2¢"(z) - 2anp’ (2} + oo %;__}_]t,o(x)'
cigep . - "

s s
- {:1:) - po+) e

On a
" lr) + (2ot Dy'(z) - o) =z (:::zgﬂ (£) + 2 (z) -~ (2% + agj{,’.‘(m]).
. ;

Donc i est une solution de (E,) si, et seulement si, 19 est une solution de {£,) sur |0, -+ oo,

Partie A
T lMotitrer-que-§-est- selution do (£7,) sur | - R.A[ 8i, et seulement si, a1 =0, et pour tout o™
[+ 555 = on St st )
Tt D L2+ 20) :
B e e i e ;.r.}y" f ::-.II @
L'application S est de classe C* sur ] = R,R[ et on a, /?/
¥ y
oo 00 s /
o oo n-—=1 <] e - n-z : A
S'(z) = Z G T et Shim) = Z n{n —1)a, s Y
: nasls n= ‘i":. ,li
[D'antre part, ; ‘ 'i j
(s 4] oo
- —
78" (2) + (2o + 1)S(z) - 28(z) = Z n(n — Lonz™ ! + (2004 1) z N T ‘( ant
n=12 na=] o) _JJ
e [==] oy
& z n(n -+ Dans 3™ + (204 1) Z\H + Dapz™ - Z.» Q-1
n=0 ri==l) n=]

= (2a+ 1)a; + \)—‘[(n + 1) {n+ 1 4+ 2a)ae ~ ﬂn,l;r‘.
ne=l

Donc § est solution de (£} sur | ~ R R[ si, et seulement si, a, = 0, et pour tout n £ N7,
le‘ﬂ

s Q-1 .
ity & T 15 a) si, et sewlement si, o) = 0, et pourtoul n & N, a, .9 = {” T ( R
2. (a) Mont la séri ia Sk égsl &
& il Mot B tie _— d far e A,
itrer que la serle en re Zﬂ 4"“[]“(0{ Ty 1‘} A un ravon de convergence egs -
_____________ (1)
$2v1
Soit U\(z) = —mmoo——
d*nll{a+n+1)
T 24 2 .
Pour # 5 0, Unpi(2)] _ __oDla+n+1) i ey G O )
L (2) 4n + Dl (a+n+ 2) d(n+ 1) (a+n+ 1) nedtes

Done Z U (z) converge absolument pour tout = € R dong, R = +0o.
nzl

b} Montrer que



S ———

1
“Fie ; ——e— e 6] TR DF
- ; - amptlla+p+1)
Onpose Ble) = 3 ——= =5 h,x"avech =J :
Be ‘ m:irl‘f‘(a +n+ 1) l_"J ¥ L
n=t i sion=2pt]
(Onab =0ect
' 1
g n=2p
Do artip+1)(e+p+2) !
si n=2p+1
: s n—dp
I (20 4 2) ?r) + 2p - 2) 4Ppll{ec 4 p ok N N
L 0 gl m==Ip+1

1
ey

m+2)n+2=2)

Dionc, d'aprés la question (1) de cette partie. la fonction B sst solution de (B} sur B el par

: T
suile la fonction 2 r—b :.-."'”E'{:r;} est solution cle (Eg) sur )0, + oo dong @ ~— (5) B(a) esl
3, Montrer gue
3 1 o
: e S [ o im {x(z) = +co.
(o) 1. (x) o8 e |\2) et (b} :‘.-!Hil?oc-‘ () cc
_____________ @)
tec 2n ~
x 1 1 Ty
is) Pour Bim) = 5 e AR e diG, S PR ey (—}
L @il o+ n+ 1) ) Flaa- 1) (o )J-..ao* Clo+ 1) W24
is=w .
1
(b) Puigque ¥n > 0, = = (), denc

4T (o +n+1)

fote) = ( i L =+ - .,,Iz ‘) (%)ﬂ —3 + 00, Diou milmmf {a:) = o0, ’\

Mo+ 1) 4o+ 2} zetto0 _
23 Ed

,-:l"_

I"ﬂ Montrer gue panr tout t €] — 1L,

/ w
+ oo ﬂ:.zn 5 ‘L /.r ‘:,
(1 - (7)== ¥chizt) = T o TIPSO LES / r
n 5 i
=0 e iy .
; V4 Y (1)
______________ T " 4

= (2n)!
+ou T +oo 9y
o=} 2y (zt) T 2n ¢ 2i0-%
(11 ch(at) £ ;, @) %[Qn)it l )

(15) NMontrer que, pour tout ¢ € = il
;

! 1 1
2wy LS LR S PELT A it 15
/ Ckad G .d..—,_?{cr+3.-1+3]-

die : -
()
______ = I ey
Fa fonstion ¢ == £27(1 }“ st paire sur | — 1,1]. Donc
. 1 SR
III[JJ iz.n.(lmt:i}n-%— ::'. 2 r-hl(l )n—ld,\ — n—‘l“ ‘LL) —%ﬁ.’t——ﬁ .; ﬂ"-‘;’.‘ ] _
o paritd gy jemzf? n & b

{C} En déduire que

] ’I‘-}“ il ) —;“Q_l b )
! sl [1 -1 3chlztat.
i) = 1(0 +3 («_,, j,] ' : ’



! £ et i
Pour tout z > 0, [ (1~ t;'}”“%fch(m)d?, = (1 - r}"’** N
=]

(Lo 2P 1) o
avec fu(t) = | ()2':;)!' ~—, t €]~ L,

=00

- La série Z fi converge simplement sur | — 1,1{ et de sorame f(f) = ]

n=0
- Pour tout n € N Yt €] = 1,1, fnit) 2 0.

)
. Ao (a:f)'zn

£ (Tn)!

el +¢f
/ Z‘_f,,(! 1t
Y= =0

— Pour tont n € N, [, esl intégrable sur | — 1,1{ car elle est continue sur | — L1

-l Yeh(rt).

Iinga»—i . : '
falt) e intdgrable sur | - 1,0[ pulsque 5 — o< Lot de mame,
tet 1 (2?1)'(1 g f) -y . 5 .
argo=t
fr(t) e

by g [2n}l 1+f\3 o

- La fonction f est intégrable sur | — 1,1] cax elle esl continue sur J =11 et

. 2&—#(:}1 3..) N 2 '“*C‘]](—"T}
f(t)f ( t\%—- et f(t) h»a:l_ {1+t)5 a

Dorc, en permutent somme et intégrale, on obtient la y+lation demandée.

5 Mo ntrer que

:-..I "ﬁ-'p Ttd
lalx) 'JEI(Q-}- \2) f {1— f) L
On a,
o f* 3 ;
@) = e (2Y [ et
valliee i é) WaEe iy ;
1 et Y /I By By
= = [ = eyeteztyr g [ (12 e n’.t)
2\;“”“*‘-’ (?J '(./—1( ) sy
= l—u--(f‘-)n (flfl —ye-tematgy 4 /1(L W2y ey )
T, 9 ’rrl"(g 4 i\ AT, it _1' Jo ')
)
= - (f)a/ (1 =)=ty
val{a+3) V2 %
Partie B

1. (a) Montrer que Fy définit une application de classe ¢? sur |0, +
I'aide des intégrales.

On pose Gq : A =)0, + o0[x]1, + oo[— R, (z,;t) —— e

- L'application G, est conlinue sur A et les fonctions == et
oz

nues sur A et on a

da?

- Swit [a,b] un segment inclus dans J0, + oo[ r€lablettz ] ona

|
z,t)

. 0G
(Gl ) € o) = e~ 1), |2 (20| < 101 = toolt)
A2(7
et [S22 (2.8)] < alt) = Pt
ar?

—-:ct,'t? . ]\Ila'“jﬂ"
9°G

dx

.On a

e o
6;" (z,1) = —tGa(zt) et i—~'~?‘-(:c,a) =1?G4(z,t).

ol et exprimer F{z) et e

existent et sont coriti-



- Les foncrions

wo. 1 et iz sont com

ot intagrables sur |1, + ocf car on a.

.-_a'q.';n.,} . . . el \ ‘
pe(t) ~ Lt o et lim Pl = lm pe] Hig—at o0, k= 0,12,
! PO “ . 1)§v-n frok o on o koo
: % 32 [
Done la fonction F, est de classe 7 sur |1, — oo/ et on ®
P o] § i + oo i - ”¢. 3 ’
Fiiz) = - / tem (1) dt et F(z] = f e ~ 1) A dt
- 1 ' £
I‘i“aj! Br déduire que Fa eal solution de I'équation {(ELY sur ]G, 4 oal.
Qu avVo =0,
. +oo,
gy = = [ et~ 1)77 A d
J1
L - B Nt
= T [(£2 = 1)=+3 "-‘rm - ettt — 1) g
LPp 21 L 1= 2o+ 1
o0
s _...E___.._H... IR T
u(.l" + 1
P +oc TOo ; 5 R
= 'T'- f fhem bl o 1)“’%01* - / —te Tt - 1) %mﬁ_)
‘EfJf—H i o
ot "y 2 3y
B )cr-{ 1 sy el s S vjl

Done F, est solution de l'équation (E%) sur J0, + oof. B

r

()

En remarquant gue [, est décrolssantae sur J0, - oof, montrer que lim F..(z)

vt

b 1

0 ]
OnsvYae >0, Flilr)=- [ e~ (12 = 1197 3di < 0, done F, est décroissante. donc elle
)

adimef

Soi.o

Liapplicalion @ et /

une limite £

(finie ou infinie) cu -co

2. Pour tout = > 0,

'{'4-0(:- X

F,-\.('T] — / {!._:.t{rl? 1 l)r_\-— %df, > / t'i-_:”"!:ﬁ? - 1}97%d:l
J1 A3

() e T

En passant 4 la limite quand 2z + 01 dans linégalité précédente, on

£z

T

r

Ja
1)° ¥ Pest sur [0, + ocfx[2,X]. -

X x
3 -k g 1 ~-k ) Lre e g F
lirn /,, e” T - L) TR :j; (t* -~ 1" 1t ST

—0

pumque V'application

s (2 = 1)0F g

ast non intégrable sur [2, 4 cof. D'on £ = fca

e~ (1% - 1)®~ 3 dt est continue sur [0, + 2ol puisque 1'a

nhiient

ko,

pplication

Lo déduire que

On a

rest

lim F, :r(:r,"} =

RTi N

o Kaix) _
lim _F?T&- =420,
, L ) . e .
oo dong b “‘PJ il s Folx) = 4oa.
it (-;—)J 0 {C),' I w )

SRR

o

)



- Puisque F, est sclution de Véquation (E;}'sur 10, + oo, alors K, #st unc solution (Ey) sur

10, + ocf. .
: ) K. (x]
- Soijent J.u € [ telles que Al + pd(, = 0, alors ¥ > 0, A 'EC;(\LT} = —pv?—;—%i.
-...} =
2. \2

En faisant tendre z vers ( par valeurs supéricures et en utilisant les questions 3.(a} de la partie
A et 2.(b} de la partie B, on obtient s, et douc A, égale 4 0.

' P
=)

: - : o,
- Sur I'intervalle |0, + ccl, ['équation (Ey4) est équivalente & 'aguation Y+ ;1,3 - (1 4- e )
5 ;

dont I'cnsemble des solutions sur |0, + oo est un espace vectariel de dimension 2.

On conchut que (I, K, ) est un svsténie fondamental des solutions de (E.,) sur |0, + nal.

Partie III:

1. Montrer H, definlt une application de classe (% sur I 6t aXprimer sis dérivées succassives & lalde

d'une intégrale.

Soit L, : K x [0,7) — R, (z,t) — %W cos(pt). _
L'spplication L, cst continue sur R x [0,7] et admet des dérivées partielles & Lout ordré par rapport

& 7. continues sur B % [_D,rrj etona, Yzt € B x 0] VEk e N, ,/\
akl‘ . . sl . f ’/ ¥
ax'k {z.t) = (coslt))” Dplz 4. : %
ik =
>

Donc H, est de classe ™ sur Retona, vk s Netz 2R

o o
) / = 5 / -
Hi) = / (cost}*e” " cos(pt)dt. gt
9 #

3
1
2 Soit t € R. Moobtrer que, pour tout k £ F", {cos#)¥ = é_( wi ces(it), ol ag,.. .0k € R avec ay = T
I=0

Par récurrence sur k. {
Pour k=1, on prend op =0 et ay = 1 = ——.

al-1
i 1 s(2t) 1
Pour k=2, cos(t) = 2 + 9—95-(-"‘-, on prend ap = i Oet az =

e

2 2
Supposons que la relation est vrale powr un certain ordre & > 2,

@®



(eosi

e ajcos{jth, avec ap =
) .

£ ]

Hir! 0

a; (eos((g + ljf} o+ cu's{_i'\j — 1)t}

T @4y COS(IE)

r—-h

= ap+ 5 2B eos(gt) + =

3=2

1 . b o A
Zkf:,_.1+u?;1,mk gt - 5 tk- 1 cas(kt) - Em. cos(ik -4 1]
jort

ap + 01

5 e -f)-ag LOS(t g

2

J_

= E by cos{jt),

¢L

Al 1 1
avec by = ag,r zo1. by = Eaz. bj = :,(ﬂlq-i 4+ ajpr) powr 287 & k- be 3Bk et
b f B ﬂ\
bk-l g iy T —'.E'.. o L L R A i i . S M asmipees s S
Done la relation est véuﬁee pour &+ 1. : ’ T i /

a. {a) Montrer qué pour tout k

bl B =L & 10 e
R ®

Four I;o =0, ona Ho(D) =7
On suppose que p # 0. Soit k€ {0.. ..

& {0,

p}. D'apres le deux questions précédentes,

k k e
. 1 ; T o ! o i s
H,EH{'O) = j icost)” cos{ptldt = /(; Zaj cosi jt) cos{pt)dt = ZG‘J /0 cor(ft) cosipeldi.
o v _1==U jf""U o

o {) "

i "
el / cnsz(;ﬂ,‘,dt = -,
40 i 2

Done, H I[*M

T
cos{jt) cosipi)dt = [ {cos(j + p)t) + cos((p - Ndt=0sij#p

A

g 5 iy 1
ket F{IE”)(D'} = / cos® {ptidt = o=
Jo

1l

SE

(0) = (i sip <

I

4, Iv[r\nfro' que M, est solution de l'équation (£y) sur 10, + 2]

Fn déduire que Hy(z) ~/ !

I,'appiication est de classe €™ sur B. On écrit la formule de Tay

point (0,

\—ﬁ’" N HP(0) " Ty
_ i By o flTiy o P b
iyl = ;:! 22 S0k Lgla?) = e ¥ +oelzl) p!?F‘r +ole”) ~ o 87/
ko




Pour tout r € [,

i
PRI = ;7'?/ cos® £ e ! pos(pt)dt
; 5 _
= 1 / T cos(pt)dt —z° / sin® t e “**'cos(pt) at
40 0

¥ m
o AR :r/ (zsinte” ") (sint cos(pi))dt
©

=y
T

1

m
2 Halz) =% [—e”"“sint c.os(pt}]; - :r/ ™05t (costcos(pt) — psintsinpt] al
[N - 0
=0

= AP Hplz)~sH (z) -i-p/ (msinte* ") (sin(pe)) dt
0

2 Hy(w) — wH,(2) + p [~ ™" sin(pt)]g +n° / aT o s ph)di

LEp. ! Jo
=0 P EX

PR 2 frr o
= [(z2°4 p*)Hplz) ~ 2H,(z T
Done, H, est une solution de (E,} sur |0, + col. L =
R AR ek SRR B g P
T @
L'application If est use solution dé (Ej) swr 10 + col, done, d'ap‘r_és la question #-FPartie [T-3, il
existe (a,b) € B* tel que pour tout = €]0, 4 ool Hp(®) = aly(z) + bI(x).
Dotic, en divisant par (?) et en utilisant les cuestions J.(b)-Partie I, 3. fa\ Partie II-A 2.(h)-Pattie
1 : 1 .
[T-B et 3.(b)-Partie III. on obsient. a = — et b=0 Dot I = :Hp sur |0, + oo
fi. Montrer que pour tout = > I et tout t € |,
+ oo
T = In(z) + 2 Z Tnlz) cosiit)dt.
n=1 -
i . @
Soit = > (I, on pose g{t) = e*°*°", I'application g est continue 2m-périndique et psire sur B. done
les coefficients de Fourier trigonoméiriques de g sont donnés par
X o
Y e, ba(g)=0Cetan(g) = = / e™ 0t nos(nt) dt = 20n(x)

T

Comme g est de classe C' sur B donc sa série de Fourier converge vers g eur &, donc
+oo
YieR, g(i) =T = an(g) -+ Za (g) cosnt = [p{x) +ELI {a:) cos nt.
n=l n=1
';’. Montrer que, pour tout r > 0,

o(2z) = (Je(=))? +2 f (T (1) D
=1 ( 1

Soit z > 0. On applique la formiile de Parseval & l'application g & 1=t ¢® 9% on oblieut,

o )L T ¥
;: /’ ghit)dt = (—@ﬁ + 25 (eale))’
oan 3

o
oo
= (L) +2) {a(2)
n=1
" el 1 o R
D'autre patt, EI-—r J{}J 9 tdt p:té % /0 gHitdt = l—r j[, eZmeett gt = Jo(27).
Done, on obtient, Yoo
ve» 0 Toldn) = (b)) +23 (Fale))’

u.—l




