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Correction de I'Epreuve de Mathématiques II

Exercice

les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.
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(¥ 2]

oitne N'etke Z/nZ.

a) Conséquence immédiate de Efdsnﬁfzé de Bezout.

b) Lesélémentsk e [ :}] ne sont pas premiers avec n sont an ol @ entier compris entre L e
- ndoncde cardinal 7 d'ou I_a_irdﬂﬂ des eldments inversibles de Z/n*Z estn(n— 1),

oir que l'application f : Ry[X] — Ry[X] qui & tout couple (P, Q) associée f(B,Q} =
FP0)Q( } + %P 1)Q(0) est une forme b.anLre symétrique satisfaisant g(P) = f(P, P).

b) P{D}P{l):(%{ (D‘1+P(1))) - (3(P(0) - P(1))". Soit alors £, = L(P(0) + B et f = }(P(O) - P(1)).

f1 et f2 sont lindairement indépendantes vérifiant g(P) = :1 - ﬂ*

c) Onpose 3 : Ry{X] = R qui & tout P associé P(-1). Fn vérifie aisément que (f1, f2, f3) est une
base de (Ra]"ﬂ] Sa base préduale répond 4 la question.

) Soit
- . RZ = IR-
oy e -y
a) c;—f(* ) = 4x° —i[r—1f}er£fr Y} = 3—'4(':‘—u)
il dy* A

b) Les solutions sont (0,0), ( V2, - \E} et (- V2, V2).

¢) e casde(0,0): done f(x,x) - £(0,0) = 2x* < 0. et fx, 0)£(0,0) = xt—2r~ -2x qui ne garde pas
un signe constant donc (0, 0) n’est pas un extremum.

symeétrigue

5 )
s rasde (\’ri, B *@) et (-2, \5}: le jacobien de f en ces points est égal [ dU Ol

définie positive donc minimpum local.




Probléme

Partie I

Soitn € IN". Soient F et G deux sous espaces vectoriels de M, 1(R).

) OnaFCF+G= (F+G)* cFtdou(F+GcF*nG*
Reciproquement, soit X € F* NGt etz e F+Galorsz = 7y +z aveczy € Fetz; € G donc
<X Z>= <X¢1>—< CZy>=0d'oa X e (F+ G
conclusion (F + G)* = F- N G*.

2) (FNG)* = ((F4)t N (GH)* ) =((F~+Gt)") =Fr+Gt

e

Soit n et p deux entiers naturels tels que n > 2 et 0 < p < n. Soit A appartenant & M, ,(R}. Soit
5 € My(R) telle que
-_[b A ]

A 0]

A- Etude des propriétésde A, "A et S

1) 'S = 5 donc § est une matrice symétrique de M (R).
2) a) Montrer que
i) SoitX e Ker A montrons que X € [Im{*A)]* eneffetsoit ¥ € Im(*A) alors ¥ =f AZ, < X, Y >=*
XY= XAZ =t (AX)Z =0carAX =0
dim([Im(*A)]*) = p — dim(Im(*A)) = p — dim(I{A)) = dim(Ker(A4)) d'ot Ker A = [Im{*A)]*.
if) D'aprés la question précédente on a Ker(*A) = [Im(A)]*

b) En déduire que

er{A)]- = Ker(A) & a Im(*4).

Q-
-

) My1(R) = Ker(A) & [k

L fa ko
i) My_p1(R) = Ker(*A) 8 [Ker(*A)]* = Ker(*4) & Im(A).
¢} i) A estinjective sietseulementsi t\er = {0} si et seulement si [Im(*A4)]* = {0} si et seulement
siIm(*A) = M, 1(R) si et seulement si ‘A est surjective.
i) 51 A est injective on a Ker(A) = {0 et par suite p = dim(M,1(R)) = dim(Im(‘4)) = rg(‘A) =
rg(A) s n—p.

3) &) Soit X € Ker(S} on écrit X = L{I[ alors SX = 0 ce qui donne { A‘r <h 2 ce qui équivaut
L= -2
- | Xi+ € Ker(A ,
A { N (4) = X; € Ker(A) N Im(*A) = {0} d’aprds 2)b)i) et par suite ‘AX; = 0

| X1 =" A(-X3) € Im(‘4)
dott X; € Ker(*A) et donc

0,1 > ;
e~ |[ Y‘J avec X3 € Ker(*A).

3

. —a -~ ( {}n . - L
La réciproque est évidente dott Ker(S) = J J \lf avec X; € Ker('A)




b) Im($) = (Ker(*S))” = (Ker S)* d'o

Im(S) = ”f)é ] X, X ¢ MPI(R)}

B- Etude des valeurs propres de {AA4 et A'A

Pour tout réel A, on note par :
Uy = Ker(*AA - AL),

Vi =Ker(A'A - Aly—p).

‘A4 & My(R) (respectivement A'4 € M, ,(R)) de plus {{ AA) =¢ AA (respectivement! {(4t4) = At4)
__donc ‘44 £ .55(IR) (respective emeutﬁﬁ_&ﬁn.pm)}

Pt
—

—de plus <! AAX. X >=" (AX)AX = AKX 0 ( respectivement < AfAX X>=t (Axyax =[tax] >
0) et donc‘dA e 5;(R) (respectivement A'A € S.*_p(R))

Soit A (respectivement f ) valeur propre de ‘A4 (reapecm ement A'A) donc <! AAX X >= A|X)* =
IAX]% (respectivement < A'AX X >= ﬁh'&l = ”*AX” ) d’ott les valeurs propres sont positives.

[E]
—_—

On a Kert’h) C Ker(*A4) réciproquement, soit X € Ker(‘AA) alors ‘AAX = 0 = {X4AX = 0 d'on
JJAX I[ =0soitAX=0etdonc X e Ker(4) en fin Ll = Ker{A) de mA?me pour Vy = Ker(*A).

L2
o

Soit ﬁ. un réel non nul

Iy
e

a) xl € Sp(*AA) doncil existe X e & {1 (R) non nul tel que AAX = AX on remarque que AX =0 car
sinononaura ‘AAX =0 et par suite AX = 0 ce qui est absurde. Doncon a

¢ A
{ ff_{flj(gm) mE donc A € Sp(A°A) de méme la réciproque.

b) Montrer que
) SoitX € Uy donc’AAX = AXen compose par A onobtient (A°A)(AX) = A(AX) dou AX e V;
par:-mte Ally) c vy
) Soit X € V; donc A!AX = AX en compose par ‘A on obtient (fA4)('AX) = A(PAX) d'ot
*AX € Uy par suite *A(Vy ) c Uj.
c) Montrer que si A est une valeur propre de ‘A4, ona
i) LeR etAd eSp(AA)ona A(U-) C Vasoit X € V donc ‘AAX = AX soit ACAX) = AX d'olt
= ALL'AX) = AY avec (CAANY) = g,Ar%fAX'J = %*AA*AX = tAAX = A({A;@ =AY d'ot

W
F 1

if) De mémeona: fA( ,1) = I’.f_.l.
d) dim(V}) = dim(A(Uy)) < dim(U}) = dim(A(V))) < dim(V)
d’ot dim(Uy) = dim(Vy).

Y Application :
’ 1 -1 1 .

n=d,p=3etd=(1,-11) soit ‘AA=[-1 1 -1| et A4 =(3 soit Sp(‘AA) = (3]
(1 -1 1

donc A € Sp("AA) et A = 0 donc A = 3 finalement Sp(A'A) = (0, 3).




V3 =<1 >etparsuite U; = A(V3) =< (1,-1,1) >

X='(r,y,2) € Uy = Ker('AA) équivauta{ —x+y-z=0 _
done Uy =</ (1,0,-1),4(0,1,1) >.

C- Etude des valeurs propres de §

Pour toutréel A, on note par :
- .F,t = KEL’(S - zl.f,.!),

1) a) Fg = Kex(S) = {B;«l , avec X, € Ker(*A) } d’aprés 4)3)a).

b) e Sp(S) si et seulement si ‘A est injective.

cy Fi =Ker(S—-1[,)soit X = [ﬁlJ XeF
I . . i 2 e
siginifie
I, ‘A [Y _[x]
soif
([ X+ AX; =X
- —1 —M—:-Xg—------- e e e e e s ppepery o = T T
d’ot
{ tAX, =0
| A =X
donc X; € Ker(*A) N Im(A) = {0} soit
X =0
AX1 =0
finalement
X _[x] . g e s AR o }
{XJ = [ D-J avec X1 € Ker(A)d'ou Fy = {[ 0 J,XI € R&(A)J :

d) Ona 1 € Sp(S) siginfie A est injective.

2) Soit A £ Sp(S)‘\{O, 1} et X = E’J avec X; € M, 1(R) et Xy € My, 1(R) tels que SX = AX montrons
! .

que X; = 0 équivaut A X3 =0
SX = AX si et seulement si

Jr XI +t AX; = .‘1.:{!_ (1)
{ AXp = 1% (2)

st X1 = 0 l'équation (2) donne AX; =0or A #0donc X3 =0
51 X7 = 0 l'equation (1) donne X; = AXj or A # 1 donc X; = 0d’ou l'équivalence.

3) Pour tout A € R\{0, 1}, on pose:
;{] € M, 4(R)

1

Hy = i_[f‘
V2




a) SeitYe H‘J[(U,v;(,]'_g}) donc Y =H XavecX e LL,{,\_” 501t

Y=H,X
| HAAX = AL - 1)X
done
1 [+ a4l l[:{n*m‘
SY=SHX=—|7"1 il 2 (X b
' 2] 4 V2l AX

gl (5l ()

soit 5Y = JL(_HA(X)): AY d’oti la premiére inclusion.

£, Sait X E_-_. ce f"ET1 5107uﬁe_§\' = AX; —t}’f-

{ KI + hX‘} = r-.;;

_(“:,_/\,T_ - ;L XE

Soit alors X = [ﬂ = { 11‘2/{1 H { fﬁ ] ( p o] )):( —:E H;L ] ( V2X; )): Hy(Y)

avec Y = V2X;

Vérifions que ¥ & Uygi-y), en effet

FAA(Y) = V2IAAX, = VZA(AX,) = VZUAX: = iz,,ul-/w{ = A1 - ANV2X) = M1 - )Y
__ Dioul'égalité Fy = fz_f.ﬁ.{.um_.;n.l___.__......_.....__..... N ey i3

o) siAestune valeur propre de S alors F; = (0} et par suite Hr-i.(f-f,u,\_-:_,) {0} c’est a dire A(A - 1) est

une valeur propre de ‘A4,
Réciproguement si A{A — 1) est une valeur propre de ‘AA alors il existe X # {0} et X € Uyi-n- On
L Z \ : E 3 3 )

ce [ XT]. "
aHX= {A}&} # 0donc F; = {0} et par suite A est une valeur propre de S.
En déduire que A est une valeur propre de § si et seulement si A(A — 1) est une valeur propre de

{-|o4

g) si % € 5p(S) alors Eé = {0} ce qui donna U%r%-n {0} donc T+ € Sp(*fA4) © R. ce qui est

impossible. _
d) 5t A € Sp(S) alors F; # (0} donc Uy_y # {0} par suite A(A — 1) € R, comme 4 £ {0,1] on a
AMA =1) >0 cequidonne A £ [0, 1].

a) LS+ SL :[ e Upnp f.ﬁ' A I,'_ g ‘A ] Ly Oprﬂ-.v
i . [U"L—;—"vﬂ "‘-rﬂ—P = OP’-—F} A On—;J n=pp _fv:—,u

g Al [ -4
" -4 oJ A o}
[z, 4 J
Oios  Oasy

T | Ip ‘I)p,,.‘l'—_f_T- J_{ J.rlp Op,ﬂ—;-“f AL f E ;-

LO" —pp {r_"—p‘ J O.‘:—!,i,p _['!-_r» B

} Soit A € R\[D, 1},

i) Soit X € F, montrons que (’a;l_f,; + EJ(X) EFy_ic'esta dire C[arlfri + T)X L(m fy+ ;I,'
ou en:orean‘L}{ +SEX = (1 - A)ay X + (1 - A)ZX soit
TAX + ([ + L - L8)X = (1 - )a X + (1 - N)EX ce qui donne (@34 + 1)X = (1 - Dy

ceci est possible car

d’ou il suffit de choisir (gyA + 1) = (1 - Va; c'est A ditea, = - ]l
| el £

- —
\‘n

A

=

Sp(S)) .

(7 €




i) Puisque ayl, + L est injectif on a dimF; < dimFj_, pour des raisons de symétrie on a

dimFy-y < dimFy d'oudimF;_; = dimF, et par suite F # {0} si et seulementsi F;_;2p; ou
encore A est une valaur proore de Ssiet Seulemem 1 — A est une valeur proare de S.

5) Lon::equence 1mmed1ate du theoremﬂ spechzle et de [a quastion ¢ }0) z)

[
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