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Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de
la présentation. L'usage des calculatrices n'est pas autorisé.
Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme

sl wa pu étre demontre.

N.B. Le sujet comporte deux problémes, totalement indépendants.

Probléme 1
Partie I

Dans cette partie, on s'intéresse & calculer l'intégrale de Gauss définie par:

+00 "
[ = / e dt,
0

y e , ;
2. Montrer que la fonction t — T_ﬁ est intégrable sur |0, + cof si et seulement

Ht+ 1)

1. Justifier 'existence de I.

si, z > 0. On pose, alors,

+00 B—If
flz) = /; mdi, x> 0.

3. Montrer que f est continue sur R.
4. Montrer que f(0) = .
5. Montrer que lim f(z)=0.
I—+00 i
6. Montrer que f est de classe C! sur R et qu'elle vérifie I'équation différentielle
! G o
Y -y =——, } J
=l ﬁ L
+x g~ U
ou o = —du.
J0 t
7. Résoudre l'équation différentielle (1) (On donnera une solution particuliére sous forme
intégrale).
8. En déduire que:

V>0, e*f(r)=71—-a

c\:l‘-""‘"‘-a
(51
ot
=
—

/7
; ; o VT
9. Déterminer alors la valeur de v et déduire que I = T
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Partie 11

On pose:
P00 ;
I = / e
0 [ad + L)l
1. Justifier 'existence de I, et calculer I.

Montrer que la suite (/,),>o est décroissante et que iirf Yot 1
. n—+00

b

3. Montrer que la série —1)"I, est convergente et calculer sa somme.
q g
n>0

4. Montrer que la série 1, est divergente.
| g

n=>0
5. Montrer que, pour tout entier n > 1,
A 2n — 1[&_1
= T = e, . 27’1 =
6. En déduire que, pour tout n € N,
/- (2n)! =«
T m(pl Y’

=~

Montrer que, pour tout n € N,
11 / .
n+ll,= g ,
o (l + nt_H)TL+l

42
8. Pour t > 0 fixé, étudier les variations de la fonction: z — z In (l o+ =

12 —-n-1
1
VneN, (l+ - ) £

n+1 =142

déduire que

9. Montrer alors que:

B

lim vn+11,= ?r.

n—+0C 2

10. En déduire la formule de Wallis :

) sur RY et

- 227 (nl)? 1 .
7= lim —_ (2)
s R e :
Partie 111
On pose, pour tout entier non nul n,
1
un = (n+ 3) In(n) —n —In(n!).
1. Montrer que:
. (3)
i P ] e o~ ————
1 n [m-—>+rx: 12”2 ;
2. En déduire que la suite (tn)n>1 est convergente. On note ¢ sa limite.
1
3. Montrer que n! ~ e fpttie ",
n—=+oc
1. v
4. En utilisant la formule de Wallis (2), montrer que £ = ot~ In{277).
5. En déduire la formule de Stirling -
nt ~ n"e V2. (4)
400
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6. En utilisant 'équivalence donnée par la formule (3), et en remarquant que
1 1

—_

n? nertoc T — |

1
— —, montrer que:
n

In(V27) + up  ~ s

n—+% 190
7. En déduire la formule asymptotique:

1 ;
nl=n"e"v2rn(l+ — +o(£) :
12n n

Probléme II
Partie T

On considére les fonctions:

¢: JL+oc] — R et F: R — R
a0 L i
1 si =0
E = r e* —1
i 1 st z=0

1. Montrer que (¢ est de classe C* sur |1, + oof et exprimer ses dérivées successives
comme sommes de séries de fonctions,

2. Montrer que lim ((z) = 1.
Tr—100

+oa (_1 )n.+1

3. Montrer que 6 : z+—— 2 e

—— est bien définie sur |0, + oof et que:
n

n=1

Ve > 1 8l = (1= %) ( ().

4. Montrer que la fonction z — s'écrit, sur R, cornme somme d’une série entiére.

F(z)
5. En déduire que F est de classe C* sur R.

Partie 11

Pour tout k € N. on consideére le k-iéme nombre de Bernoulli défini par:

b, = F®)(0),
oi F*¥) désigue la dérivée d’ordre k de F, avec la convention F© = F.
1. Vérifier que by = 1 et que b, = —%.

, 5 . L
2. Montrer que la fonction & : v+ F(z) + 5% est paire sur R et déduire que:

YkeN*, by =0
3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. En dérivant n-fois la formule:
VreR, (e"—-1)F(z)=uz,

montrer que:

2 "y o s __L__
; Cybne =0, 00 C) = Hin =01

4. Calculer b, et by.
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5. Pour ne N, on pose

= Z C¥ by
k=0

{a) Calculer Bo(X), Bi(X). Ba(X) et Bg(X)
(b) Montrer que, pour tout n > 2, B,(0) = b, = B,(1).
(c) Montrer que, pour tout n > 0, B,:H(X) = (n+ 1)B.(X).

5 3
(d) Montrer que, pour tout n > 1, / B,(t)dt =
0

Partie 111
Pour n € N, on considére la fonction 1-périodique ¢, : R — R telle que,

Vie [0,1],— w.(t) = B[t}

Pour p € Z, on note ¢,(p,) = / en(t) e Ptdt le coefficient de Fourier exponentiel de
&n d'indice p. k
1. Montrer que ¢, est continue et est de classe C' par morceaux sur R.
2. Que peut-on dire de la série de Fourier de ¢,,.
3. Soit n € N*.
(a) Montrer que cy(@,) = 0.
(b) Montrer que, pour tout p € Z~,

CD({.""N-F—I) i 9’&-"01”' Cp{ifcﬂ)‘

(¢) En déduire que, pour tout p € Z*,

Cplpn) =
(d) Montrer que, pour tout ¢t € [0,1],

By, (t) = 2(~1)"*1(2n)!

—n)Zn
= (2mp)
(e) En déduire que:
2(=1)"*(2n)!
by = il Bl
E?W)Zn
4. Donner les valeurs de ((2) et ((4). En déduire les valeurs des sommes
+0 ; +00 1
(_1):11-1 (_1)n+l
L ® )
=] n=1
- 1 P su bﬂ. kg - X f
5. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z — " est égal & 27
n>0
6. Moutrer que. pour tout z €] — 2r 27|,

b o b, iy O
(; (n+ 1)[) ' (ZU Rl ) -

7. En déduire que F' est développable en série en 0 et que pour tout z €] — 27.2x|,

+00 b

P
—
[
-~
I

1[™]

—

il -
ﬂ—.
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