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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la présentation.
L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.

11 est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s'il n'a pu étre
démontré.

Exercice

les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.

1. Soitn € N* etk € Z/nZ.

(a) Montrer que k est inversible (pour la loi .) si et seulement si k An = 1.

(b) En déduire le cardinal des éléments inversibles de Z/n?Z pour n premier.

2. On désigne par Ry[X] l'algebre des polyndmes de degré deux a une indéterminée et a

coefficients dans R. Soit
CR[X] - R
7 P POPQ)

(a) Vérifier que g est une forme quadratique.

(b) Donner la décomposition de Gauss de la forme quadratique 4.

(c) En déduire 'existence d’une base (Py, P;, P;) de R,[X] telle que: pour tout P € R,[X]
, P =a1Py + ayP, + a3P3 , on a q(P) = a} — a3.

3. Soit
R* - R
! (xy) = A+t -2x-y)

(a) Calculer if—(x, y) et g—);(x, y).

dx
(b) Résoudre le systéme

of
=

%—(x, y)=0.

(x,y) =0,
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Probléeme

Pour tout entiers naturels non nuls m et n, on désigne par :

e M, .(R) l'espace vectoriel des matrices a coefficients réels a n lignes et m colonnes.

M, (R) I'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans RR.

I, la matrice identité de M, (IR).

0, la matrice nulle de M, ,»(IR).

0, la matrice nulle de M, (R).

e On munit M, 1(R) de sa structure euclidienne usuelle c’est a dire VX, Y € M,1(R),
< K Y=t Ry

SHR)={Ae My(R): ‘A=A, et <AX,X>20, ¥ X¢€ Mua(R)} -

Pour tout sous espace vectoriel F de M, 1(R) et pour tout A € M,,.(R) on note par :
* 'A € M, »(R) la matrice transposée de A .
* F' = {X € Mpy(R):<X,Y>=0 VY€ F}.
* KerA = {X € Mu1(R) : AX = Om}.

Im(A) = {Y € My1(R)tel que 3X € My, (R) : AX = Y}.

AP)={AX: X e F}.

A est dite injective si Ker(A) = {Op1}-

* A est dite surjective si Im(A) = M, 1(R).

»*

*

Partie |

Soit n € IN". Soient F et G deux sous espaces vectoriels de M,,;(IR).

1. Montrer que (F +G)* = F* N G*.
2. En déduire que (FNG)* = F+ + G*.

Partie Il

Soit n et p deux entiers naturels tels que n > 2 et 0 < p < n. Soit A appartenant a M, p(R).
Soit S € M,(R) telle que
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A- Etude des propriétés de A,'A et S

1. Vérifier que S est une matrice symétrique de M, (RR).

: 2. (a) Montrer que :
i) Ker(A) = [Im(A)]*.
i) Ker('A) = [Im(A)]l.
(b) En déduire que :
i. M,;(R) = Ker(A) ® Im(*A).
ii. My_1(R) = Ker('A) ® Im(A).

(c) i. Montrer que A est injective si et seulement si ‘A est surjective.
ii. Montrer que, dans ces conditions, p < n —p.

Ker(S) = {P}%}, avec X, € Ker(‘A) }
Im(S) = {{Exxﬁ]l Xy, Xy € M,,,l(]R)}.

B- Etude des valeurs propres de 'AA et A'A

3. (a) Montrer que :

(b) En déduire que :

Pour tout réel A, on note par :
U, = Ker('AA - AL),

Vi = Ker(A'A — Al,).

1. Montrer que 'AA (respectivement A'A) appartient a S;(R) (respectivement S;_,(R)).
2. En déduire que les valeurs propres de ‘AA (respectivement A'A) sont positives.

3. Montrer que Uy = Ker(A) et V = Ker('A).

4. Soit A un réel non nul.

(a) Montrer que A est une valeur propre de 'AA si et seulement si A est une valeur
propre de A'A.

(b) Montrer que
i. A{uﬂ) o
i, ‘A(V,‘) ey

. (c) Montrer que si A est une valeur propre de ‘AA,ona:
i. A(Ux) = Vi
ii. ‘A(Vi) = Uy
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(d) En déduire que dim(U,) = dim(V,).
5. Application :

Onprendn=4,p=3etA = (1,-1,1). En utilisant ce qui précede déterminer les valeurs
propres et les sous espaces propres de A'A et 'AA.

C- Etude des valeurs propres de S

Pour tout réel A, on note par:
Fy = Ker(S — AlL).
1. (a) Déterminer F,,.

(b) En déduire que 0 n’est pas une valeur propre de S si et seulement si ‘A est injective.
(c) Déterminer F;.

(d) En déduire que 1n’est pas une valeur propre de S si et seulement si A est injective.

2. Soit A une valeur propre de S, A # O et A # 1. Soit X = {%} avec X; € M, 1(R) et

X, € M,,_m (R) telle que SX = AX. Montrer que X; = 0, si et seulement si X, = Oyt

3. Pour tout A € R\{0, 1}, on pose :

1 AT
Hj = — {5t M, ,(R)
4 \/’Z*lz:A] i

(a) Montrer que F; = H,:,(LIM,:,_I)).

(b) Endéduire que A est une valeur propre de S si et seulement si A(A — 1) est une valeur
propre de 'AA.

1 _
(¢) En déduire que 5 n’est pas valeur propre de S.
(d) Montrer que si A est une valeur propre de S alors A ¢ [0, 1].
4. On pose :

| L |9 n-p}
L= e #(IR).
lo’?'"m’ ‘ ~Inp SMlF)

(a) Montrer que XS + SL. = I, + .
(b) Soit A € R\{0, 1}.

i. Montrer que si A est une valeur propre de S alors il existe un réel 4, vérifiant
(anl, + Z)(Fi) © Fio.

il. En déduire que A est une valeur propre de S si et seulement 1— A est une valeur
propre de S. :

5. Conclure de ce qui précede que :

ma®=rPE D D R

AESP(SINRA\(0,1]  AeSp(S)NR*\{0,1}
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