Concours Nationaux d’Entrée aux

Cycles de Formations d’Ingénieurs
Session: Juin 2014

Concours en Mathématiques Physique

Correction de ’Epreuve de Mathématiques I

Probléme 1:

Partie I (points)

1. Justifier existence de [.

z

£l . . —_— 2 . - T "
L’application t +— e™* est continue par morceaux sur R, et zhm te™" = 0, donc elle est
00
intégrable sur R,
e—rt
2. Montrer que la fonction t ~—+ ———— est intégrable sur |0, + ocf si, et seulement si, z 2 0.
VEE+1)
e—zt
L'application {+—s —= est continue par morceaux sur |0, + ocof.
Vit +1)
Au voisinage de 07:
gzt 1
Vit + 1) o0+ /E
Au voisinage de +oc:
—t - =zt
: / i 1 5 € ;
lim #Pem—— =08 250, ~et lim ———— = +ocsix <0
trdoo VE(E+1) . VE(E + 1) totoo t7 oo E(E 4+ 1)

i

Done., t — est intégrable sur -]:0, + oc| si. et seulement si, @ > 0.

o=
\/E(t 7 1:' i

3. Montrer que f est continue sur Rg.
Soit ¢+ Ry xRy — R
e~:ct
Vit +1)
L'application g est continue sur Ry x RY. De plus, on a:

(z.£)

i —xt i
| 7 1 . e
Yizt) e Re x RL. |- | < . continue par morceaux et intégrable sur |0, + oal.

[VEE+1)] T VEE+ 1)

Ainsi. f est continue sur R,.

4. Meontrer que f(0) = .

00 1t ad oo e
f(m—_/ —{ ____ . 2] = =T
: 40 \,/?:(1 “+- ?L) ue=E 0 1+ u=
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. Montrer que  lim  f(z) = 0.
T+ oo

=Xt

- 10, + cof et,

On, pour tout z
Vi

+oo e—zf. 1 Too e—ud 5
0< flp) < / dt = - U
- f ) o ‘/E u=rt T fq \/_ T+ 400

Done, lim f(z) =0
T—+0a

Remarque: On peut aussi considérer une suite (T,), tendant vers +oo et utiliser le T.C.D.

. Montrer que f est de classe ¢! sur R: et qu'elle vérifie Péquation différentielle

— 1 e i Oﬁa—f+me_ur‘u
EET S
ezt T : ;
L'application g : (z,£) —s —m est continue sur R x RY . vérifie 'hypothése de domination
Vil 4+ 1) ) '
et admet une dérivée partielle premiére, par rapport & la variable z
a g . "
Dizt) = —Vi qui est continue sur R% x RY.
dr t+1 '
De plus, pour tout segment [a,b] C|0, + oo, pour tout z € [a,b] et t >0, on a:
| dg i te_as 2 i " - T
{ [ < : continue par morceaux et intégrable sur |0, + ool

Alnsi, [ est de classe 1 sur IR+ et on a

Fie) =~
1]
D'on
, +oo ezt +eo fe—Tt s e——u’:t o
Filz) — flz) = — = [ / —dt = — = e
- o 70 \/f(‘: 0 VE(E+1) 0 \/- u=zt /T

- Résoudre I'équation différentielle (1)( On donnera une solution particuliére sous forme intégrale).

Les solutions générales de I'équation homogene sont données par yalz) = Ae® A e K
Une fonction de la forme yg(a:) = Mz}e® est une solution particuliere de I'équation (1) si, et

5 C
seulement si, A'(z) = —76 pe
VI
o
Comme, Uapplication ¢ —s; —/?Irs_t est intégrable au voisinage de 0, alors on peut choisir
Vi

Al 1——0-/ ——di
() A

Ainsi, les solutions de (1), sur [0. + o], sont de la forme:

/ , fiEet
y(z) = Ae® — ae® / =dt, A € K.
Jo
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. En déduire que:

==

T,
Y20 e f(z z?r—a[ e dt.
flz) o

L’application f est solution de (1), donc il existe ) € K. telle que
0 , , S i
Y >0, flz) = Ae® —ae® / —dt, A £ K.

Jo vt

o E—
Comme f est continue en 0 et ¢ — =g ¢ ast intégrable au voisinage de 0, alors. en faisant tendre
/i g

x vers 0, on obtient m = f({0) = A. On Alra:
pz Lt
e
Yz 20, e Eiflpi=n—u / —=dt.
A0 \/f_
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0. Déterminer alors la valeur de o et déduire que I = !23

: L S R a
Fn faisant tendre ¢ vers +oo et en utilisant le fait que lim f(z) = 0 et que ¢ — —=€ " est
Tt 00 Vi

intégrable sur 10, 4+ cof, on aura: 0 =7 — %, comme ¢ > 0 donc o = V. Do

+oo . oo ,-u :
I::/ e 'dy = f s B
0 0 2

u=x?

Partie II (points)

1. Justifier l'existence de [, et calculer fy.

Pour tout entier n € N Papplication  — ( __ est continue par morceaux sur Ry, de plus

T2 + '1)n+}.
1 1

S G iy Tas e i 1 voisinage L i In 42> 1

(G b0 o qui est intégrable au voisinage de +0o puisque 2n+2 > 1L

-+ 1 i
L= ~dz = [arctan z]y * =
14z "
0 !

T
-

[B)

Montrer que la suite (I,),>o est décroissante et que im [p,=0.
S 00

On pose fo(z) = ( z € Ry et n € N. On a: (fn)n est décroissante, done la suite (In)n

22 4 1)+’
i'est, de plus,
fn g @ RJ— — R

gt 8 % xz0
o o3 @m0

Comme f, et sa limite simple ¢ sont intégrables sur [0, + oc], alors, d’aprés. le T. C. M.

+co +—&0
e Iy=  lim falz)dz :[ wlz)dr =0,
0

n—r+og =0 0

3. Montrer que la série E {~1)"I, est convergente et calculer sa somme.
n=0

D'aprés le critére des séries alternées (C. S. A. ), et puisque la suite (I, )n est décroissante et conver-

sente vers 0, la série Z(—l}” I, est convergente.

n>0
D'autre part, la série des fonctions 2?(—1)”]”ra est simplement, convergente sur |0, + oof (série géo-
n=0
métrique) et sa somme est
S{z)= IL Ll i 1_1:; s _: = qui est intégrable sur |0, + oof.
oo
De plus son reste Ra(z) = Z (=1 fi(z), vérifie: Yo > 0¥n € N, [Ra(z)} £ fr x). (C. 8. A
k=n+tl

Alors R, est intégrable sur |0, + ocf et on a:

+00 +oo
/ S{z)de = f
J0o 0

nL
U

Z(—i)kfk{;z:}d;rvi—-/
a

e n) n ] 4o
Relr)ds = Z/ [-~1)kfk(r;;)d;r;—:»/ R.(z)dz.
k=070 2%

: k=0
Or on a
| OG5 | - 400 +ix
¥noe N | R.ﬂ(&“:}d.'If! < fapi(@)ds = Inpy — 0. Donc lim R (x)de = 0.
| 0 i 9 r— 00 e e ate e n
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Do,

o0 +2¢ 40 +00
S(z)dr =y ~D) foulz)dr = > (=1)"],.
/D CEEDY [a (-7 fes = 3

+o0 +oo 1 T
C S{z)dr = —dz [arctan = —.
ommef (x)dx f; S \/_.l (\/__ =5

0
On obtient finalement:

+co
) N
n=>0

ﬁ
3

PRY,

4. Montrer que la série Z I, est divergente.
= n=0n
La série des fonctions Z Jn est une série des fonctions positives et intégrables sur [0, + oof. De
n=0
plus, elle converge simplement, sur |0, + ocf vers la fonction
1 1 1
T: z—T(z)= = .
1+22° j‘_1+x- &=
Dapres le T. C. M. pour les séries des fonctions: La fonction T est intégrable sut J0, + oo si, et
+c<:|
seulement si, la série Z/ T)dr = Z‘ I, est convergente.
n>0 n=0
Comme T' est non intégrable sur {0, + cof, on conclut que la série Z I, est divergente.
n>0
5. Montrer que, pour tout entier n oL
po_2n—1
in = n n—1
Pour tout n € N*, on a:
5 1 | b 3.,‘ s l i 52 L
Ip = ; iz = 2yl 2)n ( Byl 42
y kLbaen o (1+az2nHt (1J*’17 o (1+27)
On intégre par parties dans la derniére intégrale, on obtient, puisque = — W est intégrable
{
sur Ry,
PR 22 y pzey T “f+°°|1/+°° Sy
—_— g = —_—— e e et = ExezE e,
: _/0 (1 +z?)ntt { 2n (1 + :r?J”-JG nJy (L+z?)" 2n "
1 2n—1
Dot =5 1 ~—I_1= e
2n 2n
6. En déduire que, pour tout n € N,
e (2n} =«
"7 g2a (nn)? 9"
La relation demandée est vraie pour n = 0.
Supposons qu'elle est vraie pour un ceratin ordre n. On a:
I In+ 1Jr n+l (20} 7 oat2)(@2ntl) (2n) = i 2+ =
LT 2 T A2 (n22 | (2n+2)2  2m(alZ2 | 2R ((n+1))22
D'on la relation est vraie pour Vordre n + 1.

=~

Montrer que, pour ftout n £ i,
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Pour tout n & M,

oo 00 1dU
SRR e pay yn Td n_l =vn+1l/l,.
0 [ c )T” 1 u.—-—-= l + u

5 i ; t :
8. Pour t > 0 fixé, étudier les variations de la fonction: z — ;cln( ",) sur R, et
s -

déduire que

tz —-n—1 1
¥n e N, 1+ oy
n+l 1+ ¢2

PR T R S o
t2 : "
Soit £ > 0. On pose gi(z) = zln (1 + -—-) L’application g est deux fois dérivable sur RY et on a:
f-"l
: 2y ;
el e ei: e | e ——
stz =1 (145 ) - Sy @ o0 =~ s
Done, g, est décroissante sur R}, comme lim gi(z) = 0, donc g{(x) est positive, donc g; est
Tr+o0
croissante sur RY . '
DVotl, pour tout n € N,
£ Hoe ) 1
e . e-—{‘z»@- 1)1“(I+nT1) T e——g,«,{n—:—[) = e—Q'tLI) e )
o+ 1 | 1412
9. Montrer alors que:
lim vn+11l,= —~‘/~:
ni—+-4+co 2
NI o e e O
Soit fin(t) = —————,t=20etn€N. On a:
(1 + gz
o 2 2 1
lim An(t)= lim e (ntin(+ AT = et et [gn(t)] < . intégrable sur Ry.
n—+oo n—+00 1+ ¢2
Done, d'aprés le T. C. D,
e D0 4o o . \/r—
lim vn+ll, = lim j b (£}t = [ lim hn(t)dt = / eV dt=1="—
T 0 — oo 0 Jo n— 00 0 2
10. En déduire la formule de Wallis:
22 (nl)? 1
= lim ——t—s.
Y7 mtoo  (2n)
e m e smm e e e — —— 1 2 O
[Yapres la question précédente et 'équivalence vn+1 ~ Vn,ona lim = —.
oo n—-+oo \,"EI VT
: : _ : , (2n)l w (P
En remplacant [, par son expression. [, = Wé—’ on obtient:
= w 22%ml) 1
7= lm ——t——.
VU Talifo (Bn)l o
Partie III (points)
1. Montrer que:
iy U1 71'—;:-':5 19 T
A e e O
1 i Vo I 1 1 !
Uy = Upey = —fri— =)l = =) =1 = — =) | =+ =+ =5 +t0 ‘Jj — + o[ ).
g i '2) ( n,J u 8¢ (H InZ 3w (:1? . = 1202 n?’
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1
Dol un — Un—1 ~ -,
nestco 1202

2. En déduire que la suite (u,)n>1 est convergente.
D’aprés U'équivalence précédente, la série Z(un — 1,1) converge, donc la suite des sommes par-
n=2
tielles E (ug —up_1) | est convergente et par suite la suite (u,), est convergente.
k=2 &
On note £ = lim .
00
- 1 2 Y
3. Montrer que n! ~ e fnttieTn
= =00
On a:
n—% 7 ".J,—% N
f= lim w,= lim In done lim - = e,
i +oa =400 eltnl +20 T
it
nitia § ) G
Ainsi, ~ &' cestadiren! ~ e fnttiem
ennl +oo At 400
nl YA 1 T 8 ]‘
4. En utilisant la formule de Wallis (3), montrer que ¢ = —-2-1n(27r).
On remplace dans la formule de Wallis, n! et (2n)! par leurs équivalents respectifs, on obtie
V- . 227 (nl)? 1 % P nts gmn)2 et
= lm ———== lm T ==
oo (20}l /n nerdoo g8 {2n}2’1+5 8_2”’\/‘?’_&‘ V2
. 1
Don = = In(2m).
5. En déduire la formule de Stirling:
nl ~ nate "V2rn
n—++00
En remplacant e ™% par v2r dans I'équivalence de la question 3.)-partie III, on obtient la formule
demandée.
6. En utilisant I’équivalence donnée par la formule (3), et en remarquant que
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1 1 1
s —— — —, montrer que:
n? -v—>+oo n—1 n

On a:
1 1 1 ¢ 1
— — — et Uy —Up-1 ™~ ;
n? atoon—1 n R e too 1202
Comume les suites considérées sont & termes positifs et les séries associées sont convergentes, on aura:
+ox +oc : +-o0 q +oo
> Y Gipoplm ) betmed 5 3k
b e et v e
fxz nes oo E-1 &k o nesboo 12 k2
k=n+1 k=n+1 k=n+1 h=n+1i

Par transitivité, on obtient:

+oc _ p 1 1
D S i oh D e

h=n+1 k=n+1
Or on a:
e N
LA
Z (g —ug—1} = :m L (ug ~ uk-() =
bk=n+1 N :\:1’1-!-1
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et

oo N " &

: 1 i; 1 1 3 1 1

E — ) =} E S s e = i —_— = —,
. (k -1 K) ;\"'»—I'JEOO (k -1 k‘) N'[—irri'loo(??, .N} n

h=n-1 k=n+1
Dot I1(2) lc’t'd'i{?ﬂ—u :
ot —= T — Uy ~ — cles > [n{v27r) + ~
i —5ln Un ™ o oy Cestadireln ) IECE
7. En déduire la formule asymptotique:
e - 1 1
nl=n"e"" V2 [ 1+ —+o(=)].
12n n'
D'aprés la question précédente, on a:
- 1 =y 1 1 1 1
~In(v27) —u, ~ —d T SRl e L W TR N
B2 werres 1om OnC € & 12n (n)
Done,
ehn! 1
T 1 [ - of —
2rnnTa “Tn =
: A 1 1
Soit encore: n! = n"e™"V2rn [ 1+ — +0o{=) }.
12n n

Probléme I1:
Partie I (points)

1. Montrer que ¢ est de classe C™° sur {1, + oo et exprimer ses dérivées successives comme sommes de
séries de fonctions.

1
On pose fr(z) = —neNetzr>1
n

e La série Z fn converge simplement sur |1, + ool
nxl
= s . 1 —zlnn : 100 s
» Pour touf n € N*, la fonction z — fy(z) = e est de classe C°° sur |1, + oof et
n

(—1)* Inf(n)
nE g
¢ Soit [a,b] CJ1, 4+ x| On a:

Yk e N*, fi0(g) =

T

_ : T In*(n) _ lo"(n)
vneN'VrefabvheN |fH@)< B enin)

n* ne

s In*(n _ ~ Inf(n)
ooit un réel Atel que 1 < A < a. Ona lim n’\# = 0, donc la série L (r) est

s 00 k% 7
n>1

convergente.

Ainsi, la série F(8) converge normalement. donc uniformément, sur tout segment de |1,+o0/.

! oL =] ]
n>l
too, L1k
; x o —1)*In"{n
D'on ¢ est de classe C° sur i1, 4+ ool et g'\“{;g;. = (_)_m_(_l

nEt
=1
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2. Montrer que lim ((z) =
Tt

———————————— O 7
D si n>2
O P l : = ¥ =
- IJTmfn(z) { T 8L, m =L
De plus, la série Z fr converge uniformément au voisinage de +oc puisque, .
n=l
1 ; .
Va1, ¥z 21, 0< falz) < —:terme général d'une série convergente.
n
+ea S0
i F 4 s A A sEEYE Y - Flx) = limr ,I-’—l
D’aprés le théoréme de la double limite: hm olz) = hm{xj Z:l Frlz) 1%& lmfzk )
(- }“+‘ . e
3. Montrer que #: z —* E — 2 est bien définie sur |0, + cof et que:
Ve > 1, B(a) = (1-2'7%) (=)
! R T s O
Pour tout z > 0, la suife — est décroissante et converge vers 0. D’aprés le C. S. AL, la série
~ (=17 . o _
l ( I) converge pour tout = > 0. Donc # est bien définie sur |0, + col.
nxl
2n 1 In {_1};c+1
Soit z > 1. On pose: Sy(z) = Z = et Th(z) = Z e On a:
k=1 k=1
n R s Ti
; i 1 1 «— 1 o 1
W)=Y et e R L E T L we T
- 9k — 1\T Iz T 2k — 1%
k=1 (2k) k=1 (k1) = .‘c:lg Ic:l( b=l
& 1 i 1 S B 1
Taz) ==} + =i ok e
e (2k) i (2k —1)® 2% ! ki (2k — 1}
S ;
Donc, Sp(z) — Talz) = o Z g
k=1
En faisant tendre n vers +oc, on obtient: ((z) — 8(z) = 5 lg(r) Done, 8(z) = (1 —27%) ¢(z). 5
4. Montrer que la fonction z — m s’écrit, sur B, comme somme d’une série entiére.
______ LU S A o
Pour z # 0, on a:
+oo +o0 T
1 1 ™ e T
m’j _Zﬂ'_ _EZ:[ Z nl' Zn_,.l)l
= n=1 ==l
La relation précédente est vraie pom & =1,
5. En déduire que F est de classe C™ sur K.
gl o UARER s MR, O
La fonction a est développable en série entiére sur R, donc de classe C™ sur R et donc F Uest.
Partie II (points)
i I
1. Vérifier que bg = 1 et que by = s
______________ O

On a. by = F{0) = 1 et by = F'(0). Comume =

—t

€ T T . ¥ "
Flg) = - = = —— . = - =1 - = +of(z). Donc F'{0) = —
SR T T ozl -1 1+%+o() 2

7 52 i ’ . . 2 A ) | R E L 5 i {15
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: y ; I : s
2. Montrer que la fonction 1 7 —— Flz) + 51’ est paire sur R et déduire que:

Wke M bgk:_‘_ =0

Ona G(0) =0 et pour tout z € R”,
Glz) - G(—z)=Flz)~ F(-x)+z =12 (8:1— < *'—"-—-:— ) (;";‘_—_1— .E *+ 1) =0

e e* — 1
Donc G est paire. On dérive 2k + 1,k € N*, dans Uégalité G(—z) = , on obtient
1A% )'Jk-:—T.G{?k-rl‘J(_ ) s C‘q?f\ml}( ) done _F(9k+l]( FL?:\-fH[ )

3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Fin dérivant n-fois la formule:
Yrel, {ef - 1F(zx)=zx,

montrer gue:

L i n!
I;c, n—k =0, ol Fn_h!(m'
On dérive n-fois la formule donnée (n > 2), on obtient ¥z € R, — [(¢* — 1)F(z)] = 0.
dzn
n
En utilisant la formule de Leibniz: (f - g)™(z) = Z Ck f&) ()P =%z, on obtient:
k=0
= a* g =
Z & o (e® ~1) WFLI) =}, donc, en faisant z = (0, on aura: Z Oy =10
=0} k=1

4. Calculer b; et ba.

On applique la formule de la question précédente pour n = 3, on aura:
: 4 : S 1
C:}bz +C2h + Cibg =0, done 3by + 3by + by =. Ainsi, by, = &

- Pour n = 5, on obtient:
1

Ciby + C2bs + C2by + C2by + C2by = 0, donc 5by + 10by + 5b; + by = 0. D'odt by = .

5. Pour ne N, on pose
Bul XN Oofb X",
f={
{a) Calculer Bg(X), Bi(X). Ba2(X) et BalX).
En utilisant les expressions de by, by, b2 et b, on obtient
: 1 5 < o 5 B 1N
Bos=lBimX—aBy=X? Xt ot By =X~ 2X24-X
2 6 2 2
tb\} Montrer que, pour tout n > 2, B,(0) = by = B.(1}.
Ona B,{X) = Z C by X5, done B,(0) = C%, = b,. D’autre part.
k=0
) Br(1} = y‘ C’}" bt =by + ZCJ‘ bo—p = by, d'aprés la formule da la question 3. partie I1.
=0 k=1
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On a. en remarquant que kCE = (n+ e,

n+l ntl
Bl (X)= }:G,’:fﬂbm..l_kkx’*—l =S fea T I 1)BA(X).
k=1 k=1

1
{d) Montrer que, pour toutn = 1, f Ba(t)dt = 0.
o

Soit n € N*. On a, d’aprés (b) — (¢}

i 1 +1 1
e | B o i B0 =0
[ Bttt g | Bttt = B Fep)

Partie I11 (points)

,_..—,___.._-—_.._.—._.._._

1. Montrer que wn est continue et est de classe ¢! par morceaux sur ®.

L’application ¢, est 1- périodique et de classe C! sur [0,1] (fonction polynome) donc elle est continue
et de classe C' par morceaux sur R.

e

2. Que peut-on dire de la série de Fourier de ¢n.

La série de Fourier de g, converge nortnalement vers @y, sur R.

{a.} Montrer que colw.) = 0.

1

Soit n € N*, colypn) = ]

1
on(t)dt = [ B,(t)dt = 0.
i) 1]

(b) Montrer que, pour tout p € 2%,

' n+1l
cplpnt1) = S—cplon):
ipT
= 1 L 1 : Syl
(i s . —iwpt A —Zimpt fonG | Br (tl = 2ATPE
o vk 1] el the e Bn.H_lt} 4+ — Liitle al
ph¥n ) V/U ‘rn+1( ) PP —217‘[’?[ \ Jl'J Q-Wp to n
rebl o]
; B e 2 dt = cpln)
2itp Jo 2ipm
B o 2 R e
(¢) En déduire que, pour tout p € ¥y
—n!
Cplis e
plpn) {Zipm)™
Par récurrence sur n. Pour n =1,
i 1:
L 2ix A5 1 53 I
5 s —2ATPE f e e e
cplier) = i | T e e dt = T
=R L 2y ATHJe — TP
—_—
=0
] ¢ —nl
Soit n € N*. On suppose que cp(¢n) {21—); Ona
{2ipm
5 n+l p+1 -l ~(n+1}!
(:;;\'Lpn-ri‘] = % Cp ‘Pn) = _‘J_-_ ?'_;; = :“)—_\IFE
ipr 2ipm {2ipm) (2ipm)
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Ainsi, la formule est valable pour tout entier non nul,

{d) Montrer que, pour tout t £ [0.1},

cos{2mpt}
Ban(t) = 2{—1)"F {20} Z‘ —_
2
= (2mp)2en
S A S e O
La série de Fourler de g9, converge normalement vers « oo, sur R. En particulier, pour tout
t € [0,1}, on a:
+oc
b ! v A VL 2impt —2inpt .
onlt) = Ban(t) = co(pon) + Z (co(ipan)e®™ + c_plipan)e 2Pt} =
— i
=0 B
- 1 i et CO&.(Z?’}OE
—(2n 1 i e edz‘.rpt 4 e—_.'a,'.'rpt = —~2(2n f Fhn —
2n) ; (2imp)in ( ) ( } Z (27p)2
2(~1)" L9, o1 Z COb\Hrpt
B [2f‘p\°”
(e} En déduire que:
=0 tion)
b?n == _““—{“‘:2"““_1.__)2" C(2RJ
_____ S Y o
On choisit ¢ = 0, dans P'égalité de la question précédente, on obtient:
bam = Bon(0) = 2CUTERISS L 2(-1)"+ n)! ¢(2n).
Ty = 09 = — = N T MR
=7 4 (2m)2n o pn (Qr)’)n
3. Donner les valeurs de ¢(2) st ¢(4). En déduire les valeurs des sommes
“%\“3_ {_l}ni-': ‘L;"E {_l]n+2
A nZ et 2_/ it ;
4 n=1 n=l1
o ___9..______- O
1 T T
Oﬂ&b‘):—'—Ptb4— Done ¢(2 — et {4 —.
HTLR 30° ) =getdl =g
D’aprés la question 3), partie [:
+oo 1 +00 I . 5
(=1)n+t 1 w2 (~1)nt! 1 fmt
\ I : P f ’
—— =0(2)=(1 - 2){(2) = — et L =)= (1 — 2Yefd) = ——.
e A=~ KA =pet ) T ) ) =
n=} n=1
4. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z —:c“ est égal 4 2.
ng!’}
b Q_q____-—___a_ O
On pogs ni(rs i Sailie i i, —|z®® = v, (z), car lim ((2n)
o, 7?.[: i) ﬂ! (21_}2,1{:{2_“}_ i T3 hoo I:?‘.-T)gn i n( ) ru«-—;lgg.g
2
. / g U T &
Pour 2 #0.ona lim —L(’I = | |,}_
a0 U, (T) 42
i |1 ,.L. i2
51 - 4—— < 1, la série entiére Zb,.,:a:” converge absolument et si .i > 1, la série an{ diverge.
_ k n>0 ; n>0
= D'ov B = 27
5. Montrer que, pour tout x €] — 27271,
toc doe
( T f.”. bf‘ J!H
N el ] it
\.;.>_-.?J (n+i}') (% )
SN o L o
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z b
Pour tout © €] — 27 ,2n[, les séries Z = et Z —7:1:” sont absolument convergentes et on a:
o (n+ 1)} i !l
TG0 +o n
bn - o 1 bn k n
- — —; —_— 4 =
nz_;(n%l r;n[ nz:?} :D(k-i—l)( — k!
4oz 400 fn—1 1 b i -
bo + B ST S e T
¥ ; Z (A + 1)l (n—k)! = et = % (k+1)(n—1-k)! keerk41
. +co 1 i)
Lt '___.”“_‘_,__ =14y = CEh i k™ =l
nz; H (n— k) ] n! ; i

=0, d’aprés 3} partie 1

6. En déduire que F est développable en série en 0 et que pour tout z €] — 2727,

+co

Flz)=) —a™

______________ O
b
L’égalité précédente s’écrit: (e* — 1) Z = z,Vz €] —2m2rf,oronaVz € R, (e" F(z) =
n—-O

Alnsi, on obtient:

+oo b

V€] —2n2r], F(z)=) =z
ol

ce qui donne le développement-en série entiére en 0 de F'.
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