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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, & la clarté et au soin de lo
présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.

Il est Tappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a
pu étre démontré.

Probléme

Soit n un entier naturel supérieur ou égale & 2 et E un K espace vectoriel (K =R ou C) de
dimension finie n. On note par :

e L(FE) l’algébre des endomorphismes de E.
e K[X] l'algebre des polyndmes & une indéterminée et a ceefficients dans K.
e Pour tout f € L(F) et P € K[X] tel que P(X) = ap + a1X + ....apXP, on note par :

% id Papplication identité de L(F).
x fP=fofo---ofet fO=id.
W
*x P(f) = aoid+a1f + ....apfP .
* C(f) ={g9 € L(E);go f=fog}
* K[f] = {P(f); PeKX]}.
* Sp(f) Pensemble des valeurs propres de f.
* Si P(f) =0, on dit que P est un polynéme annulateur de f.
* On dit que f est une homothétie s’il existe A € K telle que f = Aid.

* Pour toute partie finie A, Card(A) désigne le nombre d’éléments de A.

Partie I

Dans cette partie, f désigne un élément non nul de £L(E) et B = (ey,...,e,) une base de E.

1) Soit A € Sp(f) et z un vecteur propre de f associé a A.
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a) Montrer que, pour tout k € N*, f¥(z) = Mg,
b) En déduire que, pour tout P € K[X], P(f)(z) = P(M)z.
¢) Montrer que, si P est un polyndme annulateur de f, alors P()) =0.
d) En déduire que, si P est un polynome n annulateur on nul de f, on a Card(Sp(f)) <
degré(P).
2) a) Vérifier que K[f] est un sous espace vectoriel de L(E).
b) Soit P un polynome annulateur de f de degré p dans N. Montrer que K[f] = Vect(id, f, .
c) Montrer que K[f] = Vect(id, f, .. ., il
d) En déduire que dimK[f] < n.

3) a) Vérifier que C(f) est un sous espace vectoriel de L(E).
b) Montrer que K[f] C C(f).

4) Soit x € E\{0} et y € E. Montrer que si (z,y) est liée, alors il existe A € K tel que y = Az.
Ce résultat reste t-il vrai si z = 07

5) On suppose que, pour tout = € E, (z, f(x)) liée.

a) Montrer que, pour tout 7 € {1,...,n} il existe A; € K tel que fle) = Xei.
b) Montrer qu'il existe A € K tel que f(e1 + -+ +en) = Me1 + -+ +é€n).

c) En déduire que f est une homothétie.

6) On suppose que f n’est pas une homothétie.

a) Montrer qu'il existe z1 € E tel que (z1, f(1)) libre. On pose z3 = Flzg).
b) Justifier I'existence de x3, ..., z, € E tel que (z1,...,Z,) soit une base de E.
c) Soit g € L(E) tel que g(x1) = z1 et g(x;) = 0 pour tout i € {2 ;B0

i) Calculer go f(z1) et fog(z1).

ii) En déduire que g ¢ C(f).

7) En déduire de ce qui précéde que C(f) = L(E) si et seulement si f est une homothétie.

Partie 11

Dans cette partie, f dé;signe un élément non nul et diagonalisable de £(E). On pose :
w
o Sp(f) = {A1,..., A} (les \; sont distincts deux & deux).
e Pour tout 1 < i < k, E),(f) désigne le sous espace propre de f associé & A; et n; sa
dimension.

k
e On rappelle que FE = @E,\i(f).

i=1
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e B = (vy,...,v,) une base de E adaptée a cette décomposition.
e B = ((hij)i<ij<n) la famille de L(E) définie par :
hij(vm) = 6jmuvs, pour tout 1 <¢,j,m<n

ol d;,, désigne le symbole de Kronecker.
Cest a dire 0j;,, =0 si j#metdjm=1 si j=m.

e Pour tout 1 <[ <k, on pose [; 'intervalle entier
Iy = [[nl + .+ +H1n 4+ nl]]
avec la convention I; = [1,n1].

1) Montrer que B = ((hij)1<i,j<n) est une base de L(E).

k
2) a) Vérifier que H(X — A;) est un polynéme annulateur de f.
=1 -
b) En déduire que dimK[f] = .
k

3) a) Vérifier que U I = [1,n].
I=1
b) Veérifier quesi1 <1#10l'<k,onal;NIy=0.
k k
c) Montrer que Card(U = anz
1=1 1=1

4) Soit 1 <1< k. Montrer que h;; € C(f) pour tout (,5) € IZ.
5) Soit g € C(f).

a) Montrer V'existence de (o;)1<ij<n € K" tel que g = Z aihi;
1<i,j<n
b) Soit 1 <1 < k et m € I;. Montrer que oy, =0 Vi & I;.

k
6) En déduire que Vect (hij; (,7) € U Ilz) =10 f).
1=1

k
7) En déduire que dimC(f) = Z n.
=1

8) On suppose de plus dans cette question que k = n. Montrer que C(f) = K[f].
9) Exemple

.

»
Soit f I’endomorphisme de R3, dont la matricé dans la base canonique est donnée par :

1 -11
-2 1 2
2 -1 0

Déterminer C(f).
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Partie IT1

Soit f un endomorphisme non nul de £(E) de spectre {A1,...,Ax} (les A; sont distincts deux
a deux). Soit p € N*.

1) Montrer que C(f) C C(fP).
2) On suppose dans cette question que K =R et f est diagonalisable.

a) En utilisant la question 1) a) Partie I, montrer que dimC(f) = dimC( Fartly,
b) En déduire que C(f) = C(f%*1).
c) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes:
i) C(f) =C(f).
i) C(f) =C(f?).
ili) A\; # —A; pour tout 1 <i#j <k.

3) On suppose dans cette question que K = C et f est diagonalisable. Les résultats de 2)b)
et 2)c) restent-ils vraie?

4) On suppose dans cette question que K = R et f n’est pas diagonalisable. Les résultats de
2)b) et 2)c) restent-ils vraie?

5) On suppose dans cette question que f est diagonalisable.
a) On suppose que dimC(f) = 3.
i) Montrer que n = k = 3.
ii) En déduire C(f).
b) Montrer que si dimC(f) < 11, alors n — k < 2.
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