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Correction de ’Epreuve de Mathématiques I

Probléme I:

Partie 1I:

1. (a) Montrer que, pour tout z > -1, In(1 +z) < z.
La fonction g :  — In(142) est concave sur |—1,+00[ (deux fois dérivable et & dérivée seconde
négative), donc la courbe de g est au dessous de sa tangente & l'origine qui est d’équation y = x.
Ainsi, Vz > -1, In(l +z) < z.

(b) Montrer que, pour tout n € N*, In(lpa|) < |a1| + |az| + - + |an].

On a, pour tout n € N*,

n

In(|p,|) = In (H 1 +ak§) =Y Infl+ax <Y In(l+]ael) < f: |ak)-
k=1 k=1

n
k=1 k=1

2. (a) Montrer que la suite (pn)nen+ est bornée.

n

La série Z lan| est convergente, donc la suite de ses sommes partielles S, = Z |ax| est
n k=1

convergente donc bornée.

1l existe M > 0 tel que Vn € N*, S,, < M, donc, d’aprés la question précédente,

Vn € N*, |pn| < eM. Ainsi, la suite (p,)nen~ est bornée.

(b) Montrer que la série Z |pn — pn—1| est convergente.
n>2
Pour tout 7 > 2, P — Pae1 = Pn-18n => |pn — Pn-1] < €™|an|. Comme la série Z lan| est
n>1
convergente donc la série Z |pn — Prn—1] est convergente.
n>2

(¢) En déduire que la suite (pn)nen+ est convergente.

La convergence de la série Z |Pn — Pn—1| entraine la convergence de la série E (pn— pn-1) €t
n>2 n>2
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n
par suite la suite (Z(pk — pk_1)> est convergente. D’ou la suite (p, )nen+ st convergente.
k=2 n

an

(d) On pose b, = T

. Montrer que la série Z bn converge absolument.
n>1

La série E |a,| est convergente, donc la suite (a,, ), converge vers 0 et par suite |by| o |an|-
i 00
n>1
La convergence absolue de la série E b, en découle.
n>1

1
(e) En déduire que la suite (—) est convergente.
Pn

® & & ©®

Remarquons que pour tout entier non nul n, b, # —1. La série Z b, converge absolument,

n>1
n

donc d’aprés les questions précédentes la suite g, = H (1 + bg) converge. Or on a
k=1
n

= Zr i i
q"=H(1+bk)=H(1— 1-T-kak)zn 1+ak:—_.

k=1 k=1 k=1 Pn

] 1
La suite (——) est alors convergente.
Pn/,

(f) Montrer alors que le produit infini H (14 an) converge.

= @

’ 1 : . T
Les suites (pp)n €t (-——) sont convergentes, donc hrf pn # 0, et par suite le produit infini
n—>+00
n

Pn
H (1+ ay) est convergent.
n>1
Partie I1

1. Vérifier que pour tout entier n,

unt1(e) = (a +n)un(a) = aun(a + 1).

____________ ©

On awug(a) =up(a+1) =1 et ui(a) = a.
Pour n > 1, -
Unyi(a) =ala+1)(a+2)--(a+n) [a(a+1)(@a+2) - (a+n-1)](a+n)=(a+n)un(a)

afla+1)(a+2) --(a+1+n-1)] =aus(a+1).

Il

2 (a) Montrer que f, est une solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coeffi-

cients polynémiaux. @

La fonction f, est définie et est dérivable sur | — oo,1] et fi(z) = a(l —z)™ 2"
Donc (1 - z)f.(z) = afa(x). Ainsi, f, est solution, sur | — 0o,1[, de I’équation différentielle

(1-z)y —ay=0. (E)
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(b) Montrer que S est bien définie sur | —1,1] et qu’elle y vérifie I’é¢quation différentielle de la question

précédente. @

Un+1(a)nlz™ 1
E ant que 11m Bt L BT S 5
n remarquant ¢ wlain + D n»glfoo —— z| = |z|, le rayon de convergence
a
de la série entiére Z "( )x" est R =

n=0
La somme S de cette série est bien définie et est de classe C* sur | — 1,1] et on a:

(1-2)S;(z) = Z (Zyi_(al))!xn‘l 5 Z (::n_(al))lxn = Z UnJ;l!(a) e~ Zl (Zn—(al))'
(

n=1 n=1 n=0
— (n+ a)un(a i SN Un 7 Unla@) o,
= go( n)! @, —; (n_al))'x GZ__: n(! ) = aS,(z)

Donc S, est une solution de I'équation (E) sur ] — 1,1].

(¢) En déduire que
veel- L1, falz)=3_ "v;(a) o

Les fonctions S et f, sont solutions de I’équation (E) sur | — 1,1] et S0) = f,(0) = 1, donc
S = fgsur] - 1,1

3. (a) Montrer que le produit infini H 1+= )"(1 + = ) ! est convergent.

i @

e e A S ) e S

On a pour tout réel z ¢ Z_,

1
Comme la série Z __;1—) est absolument convergente, donc d’aprés la Partie I, le produit
'n,>1
infini H( ) 1+ ) converge.

n>1

(b) En déduire que la suite (Gn)n>1 converge simplement sur C\Z_ vers une fonction G et que

o0

G@) =2 [Ta+ D+
ne=1
Pour tout réel z & Z_ et n > 2,
n—1 n—1
_1_m ZTo_q_ k1., k+z ; (n—1DlIn® B
[la+pra+p= =150 = gay ey = 0@

k=1 k=1

~1
Comme le produit infini H 1—+-1 (1+ ) converge, donc la suite (H(l + = )’”(1 + ) )

n>1 k=1 n>2
converge vers une limite non nulle. La suite (Gy,(z)),, converge alors vers une limite G(z) # 0.
De plus, on a

26(z) = [La+ 27+ 57
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(c) Montrer que

nln®~1

un(z) m_::‘oo G@
0] li Bl G(z) et G(z) # 0, donc E—Pj-—l G(z)
B s up(z) ’ Un(T) oo .

L’équivalence demandée en découle.

(d) Montrer que G(1) = 1. @

n!

Un (1)

Pour tout entier non nul n, G,(1) = =1, donc G(1) = 1.

(e) Montrer que G(z + 1) = zG(z) et que plus généralement,

VEEN, ‘ugla)= G(;(;’)k).

Pour tout entier non nul n et pour tout réel z ¢ Z,

Galz+1) = nln® alnn® g g
" T un(z+1) (z+n)un(z) Tz+n

Gn(z).

En passant & la limite, on obtient G(z + 1) = 2G(=z).

Pour prouver la seconde relation, on procéde par récurrence. La relation est vraie pour k = 0.
Supposons qu’elle est vraie pour un certain ordre k. D’aprés la relation G(z + 1) = 2G(z), qui
est valable pour tout réel z ¢ Z, on aura:

Glz+k+1)=(z+ k)G +k) = (z+ k)uk(z)G(z) = ug41(2)G(z).

Ce qui prouve la relation demandée.

Partie III:

Lobjectif de cette partie est de prouver la formule de réprésentation intégrale [Euler, 1748] (Formule 0.0.1) ainsi que
la formule de reduction [Gauss, 1812] (Formule 0.0.2) pour la fonction hypergéométrique o Fi.

1. Pour quelles valeurs des réels a et 4 la fonction t —s t>~1(1 — t)#~1 est elle intégrable sur ]0,1[? @
La fonction H : t > t*71(1 — ¢)®1 est continue par morceaux sur ]0,1[. De plus,
Ht) ot H(t) >
to+ tl—o 1~ (1—t)1-8"

Donc la fonction H est intégrable sur ]0,1] si, et seulement, si a >0 et 8 > 0.

Un (b
2. Soient a,b,c € R\Z... Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z Mz",

____________ 730 un(c)n! @

On a, d’aprés la Partie II, Question 3-(c),

Un(a) un (b) G(c) mnlnelpninb-1 R Y
un(@)nl netoo G@GO) nlneinl - G@)GE) :

Donc le rayon de convergence est R = 1.
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1 —
3. (a) Montrer que pour tout entier n, / totn=l(p —g)eb-lgy = G(b)G(c ~ b) un(b)

R TG un(o) @

D’aprés, Partie III, Question 1 et Partie II, Question 3-(e) et puisque b+mn > 0, c—b> 0,

Dt esbot s CEWGE—b) _ u()EB)G(—b)
[y - SUE A (@G

(b) Montrer que Vz €] — 1,1],

L im1( _ pye-bo11 _ o) -ags = GOIC(E—8) IR un(@)un(®) .
/c;t W= = ==y Z un(c) 7l

n=0
D’apres Partie II, Question 2-(a), on a pour tout = €] — 1,1],¢ €]0,1],

(1—ta) = fulat) = 3 Zn(8) o,

n=0

)
Done tb—l(l _ t)c—b—-l(l _ tm)—a - Z u"n(, ) ntb-l n— 1(1 _ t)c—b——l'

n=0
Soit gn(t) = “"( ) i e f R Ll X K T

La fonction g, est intégrable sur ]0,1] et la série Z gn converge simplement sur ]0,1].
n>0

De plus, / lgn (8)]dt = G(C)g((bc)— g lw;(a()clﬂ;:'(b)

|z|™: terme général d’une série convergente.

Donc la série Z / |gn(t)|dt converge. Ainsi, on peut intervertir Z et /

n>0

1 1 oo
/ tb—l(l _ t)c—-b—l(l L3 tiL')—adt _ / Z 'U,,,;L('a) xntb+n~1(1 _ t)c—b—ldt
0 0 n=0 ’

0 1
_ Z un(a) mn/ tb-{—n—l(l _ t)c~b—1dt
n! 0

n=0

_ Gh)G c—b) Un (@) un( o
= o0 Z e n' ‘ (0.0.1)

1
4. (a) Montrer que h: z F——->/ t271(1 = £)°"b=1(1 — t£)~dt est continue sur [0,1]
0

____________ o ®

La fonction (z,t) — t*71(1 — £)°75"1(1 — t£) ™ est continue sur [0,1]x]0,1[ et on a

b—1 c—b-1 :
b-1( c—b-1 ~a 2 V)] si a<0,
’t t) (1 ) | S SO(t) - { tb—l(l _ t)c—b—a—l si a>0.

La fonction ¢ est intégrable sur ]0,1[car b>0,c—b—a>0et c—b> 0.
Donc d’aprés le théoréme de continuité des fonctions définies par intégrale, h est continue sur
[0,1).

Uun(a) un(b)

est
un(c)n!

(b) On suppose que ¢ € R\Z_, ¢ > b > 0 et ¢c—a —b > 0. Montrer que la série Z
n>0

absolument convergente et que

IR un(@) un(®) _ G()G(c—a—b)
un()n!  Gle—a)G(c—b)’

n=0
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D’aprés 'équivalence
un(a‘) Un (b) G(C) 1

un(C)nl mrtoo G(a)G(b) ne-o-b+1’

et la condition ¢ — a - b > 0, on conclut que la série donnée est absolument convergente.

un(a)u
La série E Un(a) un(b) a; converge normalement sur [0,1] car
= Uy (C) n'
n

Un (@) un(b) o

Un(a) un (D) ‘
un(c)n!

<
| un(c)n!

Donc, d’aprés le Théoréme de la double limite,

lim
1~ At un(c)n!

= un(@)un(t) SR n(@)Unl8)

e un(c) n!

On en déduit, en faisant tendre & vers 1~ dans P’égalité de la question 3-(b) et en utilisant la
continuité de la fonction h,

= un(@) un(d)  G(c)G(c—a—1b)
n§=:0 un(c) ! - G(c—a)G(c—b)’ (0.0.2)

Probléme 11
Partie I ’

1. (a) Montrer que, Vz € D, |, =

Soit z € D);,|. Donc '—1 < 1. Par suite la série Z n+1 .
'n.>0 n>0

N | _1+°°(f_1_)"_§(z1)
z—zl—zl—-zj—zn=o z —‘nzoz"“'

et

(b) En déduire qu ’il existe une suite (an),,», de nombres complexes telle que pour tout z € Dy, 1a

série Z

7 converge absolument et

n>0
(z X zl)k = Zn+k

On raisonne par récurrence sur k.
D’aprés la question précédente le résultat est vrai pour k = 1.
Soit k € N* et supposons que le résultat est vrai pour k: il existe une suite (a5),,>o de nombres

complexes telle que Vz € D),,|, la série Z Zzi - converge absolument et

n>0
1 a e .
E Z ntk’ )
(z = Zl) n:OZ
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n
(1) G
1 et E g convergent absolument alors leur produit
n>0 n>0

de Cauchy Zun converge absolument et sa somme est

Z” - <Z(zl)n> (io an ) _ 1 (1)
% antl otk iz~ k+1°

n=0 n=0 Zl)

D’autre part

n

n i
wn =3 Sty = (0 ) ) o = v
= <7 zn—i+k 1) Gn—i ontitk  nt(kt1)

= =0
L —

=bn

ol by, est un nombre complexe qui ne dépend pas de z. En remplagant u,, dans (1) il vient que

b
Zm converge absolument et
n>0

400 bn B 1
Z gnt(k+1) - (Z _ zl)k+1 '

n=0

Cela signifie que le résultat est vrai pour k + 1.
D’aprés le principe de récurrence le résultat est vrai pour tout k € N i

2. Montrer qu’il existe un polynéme P € C[X] et une suite (an)p>o de nombres complexes tels que

Vz€Dpg, f(2) = P(z)+z =T

n=0

Si f est un polynéme on prend P = f et a, = 0 pour tout n € N.

Si f n’est pas un polynome. Soient z1,...,z4 € C les poles de f et m1,...,mq € N leurs multiplicités
respectives. D’aprés le théoréme de la décomposition en éléments simples dans C[X] il existe P €
C[X] et (ci1)1<icm, €™ (a“l)lf'LSm € C™« tels que pour tout z € Dy (le domaine de f)

D’aprés la question précédente, pour tout j € (1,g) et tout i € (1,m;) il existe une suite (@n,ii)n>0
de nombre complexes

» +00 1 0 si n<i-—1
- Un,ij _ L R
VZ € D!ZJI Z zn+l - Z n+1 ’ ol anx/"’J " .
n=0 n=0 Up—it+1,4,5 S T >i—~1
Donc pour tout z € Dg
mj +00 /
’I'L 1,,] e
P =P+ YDy st = +Z ZZ s |
i= 11——111.—0 n=0 \j=li=1
q mj
Posons a,, = ZZan i\j €t observons que (an),, est une suite de nombres complexes indépendants
j=1li=1
de z telle que
Vz € Dr: f(2) +Zzn+1
n=0
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3. (a) Moutrer que f est continue sur Dg.

La fonction z — P (z) est continue car polynomiale.

+o00 +o0
5 Q. .
D’autre part la série E znil converge pour tout z tel que |z| > R donc la série E anz"
n=0 n=0

1 . . .
converge pour tout z tel que |z| < 7 Par suite le rayon de convergence de la série entiére
+oo 1
E a,2" est supérieur ou égal & ik Il s’ensuit que la somme S de cette série entiére est continue

n=0

] 1
sur le disque ouvert D, (0’§> :

1 1
Comme de plus 'application I : Dg — D, O’R) ,2 — — est continue alors g = S oI est
z

continue sur Dg. Donc f = P + g est continue sur Dg.

(b) Soit r > R. Montrer que, pour tout k € N,
rPk+l 2

- f(re’io) ei(k+1)9d0'
v

ar =

On utilise les notations de la question précédente. Soient r» > R et k € N. Pour tout 6 € [0,27]

kel (Teie) gik+1)0 _ k1 p (;ew) i1 | ki1, (reio) ci(k+1)0
avec P et g continues. Donc

2 2m
k1 / u £ (re®) i+D0gg — k1 / P (re®) eik+10 g 4 ki1 / g (rei®) eitk+10 g
0 0 0

2T

m
e Posons P = E a; X7 alors
§=0

27 2T M
rk+1/ P (rew) ek+0gp — / Zajﬂeijerk'*lei(kﬂwdﬁ
0 0 j=o
m 2m
= Zaﬂj+k+1 / gtk+i+1)8 g
0 0

m . 3 2
_ Zajrj+k+1 ['ez(k+1+1)9 } e
¢ 0

- (k+7+1)
=0
¢ D’autre part, pour tout 6 € [0,27]
" +o0 . +o00 &
k+1 0\ i(k+1)8 _ n k41 i(k+1)0 _ n__i(k—n)6
LA (7‘6 )6z - Zrn+lei(n+1)0r 62( = Zrn—ke( e
n=0 n=0
Vn € N on pose
Cn ik
gn: 027 = C, 0 = —ﬁ—:‘?e’(’“' &
Alors:
(i) les gn sont continues sur le segment [0,27].
(i) V6 € [0,27]
_ | % ik-n)e| _| 9n | _ kt1| On
lgn (6)] = Tn——ke( i l = || =T ]m!
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a
Comme 7 € Dpg alors la série Z ‘rnil 1 converge donc Zgn converge normalement et donc
n>0 n>0
uniformément sur le segment [0,27] .
(i) et (ii) permettent alors de conclure que

2m A o f o =
rk+1/ g (re'?) eik+1)8 g =/ <Zgn (6)) df = Z/ gn (0) d6.
0 0 \n=o n=0"0

Or
2 " 2 0 si n#k
/ gn () df = —" / eilk=m0qg —
o " 0 2mar, Ssi n=k
donc
27" . .
Tk+1/ g (7’6’9) k1049 — omay,
0
puis : ,
rkt1 u B k1l pom ) i
il Bk (k+1)9d9 i / 6 z<k+1)9d9.
& 271'/0 e o1 Jo f(re®)e

4. Montrer que, pour tout n € N, an = b, et que P =Q.

D’aprés la question précédente si 7 € Dyax(r,,R,) alors pour tout n € N,

,,.n-{-l 2m . ;
O = bp = —— /0 f (re®®) e D0de.
Donc Vz € Dyax(ry,R2)
X ag = an
FE)=PE)+ Y =Q0) + X
n=0 n=0

Il s’ensuit que Vz € Dyax(r,,R;) : P (2) = Q (2) puis que P = Q.

Partie 11

1. Montrer que M — |||M||| est une norme sur My (C).
i) Soit M € M, (C) telle que |||M]|| = 0. Donc 0 < [[MX]| < |||M]|| = 0 pour tout X € C” tel
que || X|| = 1. Donc |[MX| = 0 puis MX = 0 pour tout X € CP tel que || X|| = 1. Soit X € C”.

Si X =0 alors MX = 0. Si X # 0 alors W-}Xiﬂ l = 1 donc M (Il—f(—”> = 0. On en déduit que
1

“X” M (X) = 0 puis que MX = 0. Maintenant on a M X = 0 pour tout X € CP, donc M =0.

if) Soit M € M, (C) et a € C. Alors

lleM|l| = sup aMX| = sup |of|MX] =la| sup |MX]=]al[|[M]]l
Ix|i=1 Ixl=1 IX)=1

iii) Soient M,N € M, (C). Pour tout X € CP tel que ||X|=1ona
I(M + N) X|| = |MX + NX|| < [MX] + |[NX| < [[IM]]+ IV

Don [||M + N||| < [[[M]]| + [I|V]]]-
i), ii) et iii) prouvent que M — |||M]|| est une norme sur M, (C).
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2. Montrer que, pour tout M € M, (C) et X € CP,
IMX| < [IMIHIX-

Soit M € M, (C) . D’aprés la définition, pour tout X € C? tel que | X|| =1, on a [|[MX] < [||M]]].
Soit X € CP. Si X = 0 alors || X|| =0 et donc |[MX| =0 < [||M]]| | X]| = 0.
; X .
Si X #0 slors Mg < I puis a2 < ) 11
Donc pour tout X € CP |[MX| < |||M||]| | X]|.

‘H—i_”“ =1, donc

3. Montrer que, pour tout M,N € M, (C),
WMNI < (M INL

____________ ©

Soit M,N € M, (C). En utilisant la question précédente, pour tout X € CP tel que || X|| =1

IMNXI < [[IMIIVX] < WMITINITHIX = M0

donc _
lIMN||| = o IMNXI|| < [[IM[HIN]]-

4. (a) Montrer que, pour tout A € Sp(M), |\ < |11 a4])]. @
Soit A € Sp (M) et V € CP un vecteur propre de M associé & la valeur propre A. Donc
V= 1AV = MV < MV

Comme V # 0 alors ||V]| # 0 et donc |A| < |[|M]]].

(b) En déduire que
r (M) < |[1M]]]-

On a || < ||| M]|| pour tout A € Sp (M), donc r (M) = AEI?}?.(XM) Al < lIM))).

5. (a) Montrer que, pour tout n €N, Sp(4A™)= {A", A e Sp(A)}.
On a A est trigonalisable dans M, (C). Donc A est semblable & une matrice triangulaire
supérieure ' € My, (C). En particulier Sp(A) = Sp(T). De plus pour tout n € N, A™ est
semblable & T™ et en particulier Sp (A™) = Sp (T™). D’autre part

Al * e % )" o+ . *
T= 0 A : et T" = 0
0 -+ 0 X 0 e 0 (AW

avec {A1,..,Ap} = Sp(T) = Sp (4) . Donc
Sp(A™) = 8p(T™) = {(M)" ..., (\p)"} = {A" : X € Sp(4)}.
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(b) En déduire que, pour tout n € N, r (A™) = (r (4))".

On a

ﬁ
BN

s
I

max {|p| : p € Sp(A™)}
=max {|A\"]|: X € Sp(4)}
=max {|A\]" : A € Sp(4)}
= (max {|A| : A € Sp(A)})" =r(4)"

(C) Montrer alors que, pour tout n € N*,

r(A) < IlA™MII=.

En appliquant la question 4-b & M = A™ on obtient r (A)" =7 (4") < ||A™]|.
1
Donc 7 (A) < |A™||™ .

Partie I11

1. Montrer que, pour tout z € D,(4), la matrice zJ — A est inversible.

Soit z € Dy(4)- Donc z n'est pas une valeur propre de A. Par suite la matrice zI — A est inversible.

2. (a)

Soit z € Dy(4). Montrer que, pour tout i,j € {1, ...,p}, la fonction f;; est une fraction rationnelle
en z.

On sait que
1

det (2] — A)

et que det (2] — A) = (—1)P x4 (2) est un polynéme en z qui ne s’annulle pas sur Dy(4). De
plus les coefficients de la comatrice d’une matrice s’expriment comme sommes et produits
de coefficients de cette matrice donc les coefficients de la matrice * (Com (zI — A)) sont des
polynomes en z. On peut alors conclure que les coefficients de (21 — A)‘1 sont des fractions
rationnelles en z qui n’ont pas de poles dans D,(4). Donc, pour tout i,j € {1,..,p}, fi; est une
fraction rationnelle en z qui n’a pas de poles dans Dy(a).

(z2I—A)' = t (Com (zI — A)),

(b)

En déduire que, pour tout ij € {1,...,p}, il existe un polynéme P;; € C[X] et une suite (ay; (n)),
de nombres complexes tels que

aij(n
Vz € Dyay, fij(2) = Pij (2) + Z ij—l)

Soit i,j € {1,...,p} . Comme f;; est une fraction rationnelle sans péle dans D (4), la question 2
de 1a Partie I permet de conclure qu’il existe un polynéme P;; € C [X] et une suite (i (1)), de
nombres complexes tels que

« n
VZGDT(A)Zf( = +Z;ZH—1)'

n=0
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n

3. Montrer que, pour tout z € Dy » 1a série matricielle E T est convergente et que

A
znt

n>0
40 An
Zz = (2l — A7}
n=0
------------ . ®
Soit z € Dyjj4y;- Donc |||é||} = |”|AJH < 1. Donc Z perr iy —Z—z—n* converge et
n>0 n>0

+o0 +o00 =1,
A IR 1 A\ A
Zznﬂ T2l 2 (I z) == 4)

n=0 n=0

4. En déduire que, pour tout z € D|[|A111 ’

+o0o AT,
fij () = Z (zngij ot A™ = ((A™)ij)1<i j<n -

n=0

____________ ©

Soit z € Dy 4). Comme la série matricielle Z converge alors, pour tout 7,j € {1,...,p}, la série

n+1
n>0
+0oo (An)
Z w31 converge et
n=0 Z
=AMy (R4
gas Ui =i = — fi.
1B P zz"+1 B ((ZI =) )ij = fis (2).
n=0 n=0 ij
5. Montrer que, pour tout i,j € {1,...,p}, P;; =0 et oy; (n) = (A")ij . @
Soient 4,j € {1,....,p}. On a
o0 n
i (n (A )i’
Vz € Dyay ¢ fij (2) = Pij (2) + Z th(ul) et Vz € Dygy : fij (2) = Z Z‘n.+1J'
n=0 n=0

En utilisant la question 4 de la Partie 1, il vient que P;; = 0 et pour tout n € N, a;; (n) = (4"), ;e

n

6. En déduire que, pour tout z € D, (4), la série matricielle Z est convergente et que

_— 2n+l
+o0
Am™ ol
Pl R
n=0 <

Soient 4,5 € {1,...,p}. D dprés les questions 2-b et 5 de cette partie, Vz € Dy(4)

+o0 A™)..
fi5(2) = Py (2) + Z“ii’f) =%y

n=0

Donc les matrices (zf — A)~ et Z ont les mémes coefficients, par suite elles sont égales:

+oo An

D g == A7

n=0
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7. Soit € > 0.

A'n
(a) Montrer que la suite (

(r(A)+e)"

) converge vers 0.
n

Comme 7 (A) + € € Dy(4) alors la série ) —————7 est convergente.
B EZ:O(T(A) Fe)y
411

Donc la suite (We_)"

> converge vers 0.
n

(b) En déduire qu’il existe ng tel que, pour tout n > no, |||A")H711' <(r(A)+e).

ATL
La suite <m> } converge vers 0 donc il existe ng € N tel que pour tout n 2 no
A’n
— || < 1.

Donc pour tout n. > ng : |||A™|| < (r (4) + €)™ ou encore

NA™MI|® < r(4) +e.

8. Montrer que
r(4)=lim [llA"I%.

Les questions 5-c de la Parie II et 7-b de cette partie montrent que
Ve > 0,3n0 € N:Vn > ng, r(4) < |||A™|||* < r(4) +e.

Donc 5
r(4)=_ lim_[|l4"|I*
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