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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, & la clarté et au soin de la présentation.

L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.
Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu étre

démontré.
N.B. Le sujet comporte deux problémes, totalement indépendants.

Probléme I

Partie I
n
Soit (an), ey~ une suite complexe telle que a,, # —1, ¥n € N*, On pose p, = H(l + ag).
k=1
On dit que le produit infini H (1 + ay) converge si la suite (p,, ) e+ €st convergente vers une limite non

n>1

[e.e]
nulle. Cette limite se note H(l Fug):
n=1
1. (a) Montrer que, pour tout z > —1, In(1 4+ z) < z.
(b) Montrer que, pour tout n € N*, In(|p,|) < la1| + |az| + -+« + |an|.
2. On suppose la série Z an est absolument convergente.
n>1
On veut prouver que le produit infini H (1 + a,,) converge.
n>1
(a) Montrer que la suite (pp)nen+ est bornée.
(b) Montrer que la série Z(pn — pn—1) est absolument convergente.
n>2
(c) En déduire que la suite (p,)nen~ €st convergente.

a .
(d) On pose b, = — 1 +n —. Montrer que la série E by, est absolument convergente.
Qn,
n>1

. 1
(e) En déduire que la suite ( —) est convergente.
Pn/ neEN*

(f) Montrer alors que le produit infini H (1 + a,,) converge.
n>1
Dans la suite de ce probléme, on pose pour a € C,

un(a)z{ §(a+1)(a+2)-~(a+n~» 1) 3 Zio
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Partie IT

1. Vérifier que, pour tout entier n,
Un+1(a) = (@ + n)uy(a) = auy(a +1).

2. On suppose que a € C\Z_.Onpose f,(z) =(1-2)7% =z<1.

(a) Montrer que f, est une solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre 2
coefficients polyndmiaux.

(b) En déduire que

un(a
Yae| -1, fz)= Z;O T;L(! ):c"
nin®-1
3. Soit z € C\Z_. On pose pour G,(z) = ,n>1
Un(z)

N I
(a) Montrer que le produit infini H (I+=)*(1+ E)_1 est convergent.
n n
n>1
(b) En déduire que la suite (G, )n>1 converge simplement sur C\Z_ vers une fonction G et que

[e0]

1 T T, 4
G(z)_EH(l-F;) (1+=)""
n=1
(c) Montrer que
nln®-1

- G(z)

(d) Montrer que G(1)=1. —

(¢) Montrer que G(z + 1) = zG(x) et que plus généralement, Vk € N, wug(z) = ——2.

Partie III

1. Pour quelles valeurs des réels « et 3 la fonction t — t*~1(1 — )P~ ! est elle intégrable sur 10,1[?
Dans ces conditions, on admet que

a-1 B-1 _ A
/0 t (l t) dt = G( ,5) s

Un(a) un () .

2. Soient a,b,c € R\Z_. Déterminer le rayon de convergence de la série entidre Z on
Un(c) n!

n>0
3. Onsuppose que a € R\Z_etc> b > 0.

(a) Montrer que, pour tout entier 7,

Lty sty GB)G(c— B) un(h)
/ot A=t = = e wne)”

(b) Montrer que, Vz €] — 1,1],

+00
/1 tb-1(1 _ t)c_b_l(l _ ta:)_adt - G(b)G(C = b) Z un(a) uﬂ(b) 7.
0
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4. Onsuppose que a E R\Z_,c>b>0etc—a—b > 0.
1
(a) Montrer que h : z +—> / 2711 — ¢)°7°=1(1 — t)~%dt est continue sur [0,1].

n (@) un (b)

est absolument convergente et que
un(c)n!

(b) Montrer que la série Z
n>0

:V: n(a)un(b)  G(c)G(c—a—b)
un(c) n' " G(c—-a)Gc—b)

Probléme II

Pour tout 7 € [0, 4+ oo, onpose D, ={z€ C/ |z| >7}.

Partie I
1. Soitz; € Cetk € N.

1 400 (Zl)n
(a) Montrer que Vz € D),,|, —— = E et
& — 23 z

n=l
(b) En déduire qu’il existe une suite (an)nzo de nombres complexes telle que
1 =
Vz € D| |y T = —_—
21 (z _ Zl)k+1 nZ:;) pntk+1

2. Soient f une fonction rationnelle et R = max {|z| : z € C est un pole de f} .
Montrer qu’il existe un polynéme P € C [X] et une suite (a.,) n>0 de nombres complexes tels que

Vze Dgr, f(z +Zzn+l

3. Soient R € [0, + oo[ et f : Dg — C une fonction.
On suppose qu’il existe un polynéme P € C [X] et une suite (an),>q de nombres complexes tels
que

Vz € Dg, f(z +Zzn+1

(a) Montrer que f est continue sur Dpg.
(b) Soit T > R. Montrer que pour tout k& € N,
Tk+1

= f(reig) ei(k+1)9d€.

ar =

4. Soient Ry > Ry > Oet f : Dg, — C une fonction. On suppose qu’il existe deux polyndmes
P,Q € C[X] et deux suites complexes (@n)n>0r (bn),>0 tels que

Vze Dg,, f(2) = +Z —H © V2€DR, f(2)=Q(2) +Z n+1'

n=0

Montrer que, pour toutn € N, a,, = b, et que P = Q.
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Partie IT

Dans la suite de ce probléme p désigne un entier non nul et || - || une norme sur C?.
Pour toute matrice M € M, (C), on note Sp (M) I"ensemble des valeurs propres de M,
(M) =max{|A|, A € Sp(M)}et

IM]]| = sup [MX].
IX]i=1

1. Montrer que M —— |||M||| est une norme sur M, (C).
2. Montrer que, pour tout M € M, (C)et X € CP, |[MX| < |[|M]]||X]|-
3. Montrer que, pour tout M,N € M, (C),

NMNI|F< (1] NI

4. Soient M € M, (C), A € Sp(M). Montrer que |A| < |||M]]|.
En déduire que
r (M) < [l[pM]]].
5. Soit A € M, (C).
(a) Montrer que, pour toutn € N, Sp (A") = {A\", A € Sp(4)}.
(b) En déduire que, pour tout n € N, 7 (A™) = (r (4))™.
(c) Montrer alors que, pour tout n € N,

r(A) < [[lA™]|=.

Partie ITT
Dans cette partie, on fixe A € M, (C) et on note I la matrice identité d’ordre p.
1. Montrer que, pour tout z € D, (4), la matrice z — A est inversible. On note alors

(2 - A)_l = (fi (Z))lgi,jgp'

2. (a) Soit z € D,(4). Montrer que, pour tout i,j € {1, ...,p}, la fonction f;; est une fraction
rationnelle en z.
(b) En déduire que, pour tout 4,5 € {1,...,p}, il existe un polyndme F;; € C[X] et une suite
(a5 (n)),, de nombres complexes tels que

+oco
Q5 (T
Vz € Dya), fij (2) =Py (2) + Ziil)-
n=0

n
3. Montrer que, pour tout z € Dy 4| , la série matricielle Z —57 ©st convergente et que
n>0
+o0 n .
Z ;ﬁﬁ = (ZI = A)— 5
n=0
4. En déduire que, pour tout z € Dy 4| »
too (gm).
fii (&)= 1 O A" = ((A")i)1gijen
n=0
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5. Montrer que, pour tout i,5 € {1,...,p}, Pij = 0etayj (n) = (A"),; -
. : . A"
6. En déduire que, pour tout z € Dy(4), la série matricielle Z g est convergente et que
n>0

+00 Am

> s (=] = 4)7"

n=0

7. Soite > 0.

An
(r(A)+¢)"
(b) En déduire qu’il existe ng tel que, pour tout n > no, H|A”|H% <(r(4)+e).

(a) Montrer que la suite ( ) converge vers 0.
n

8. Montrer que
— ¥ n|E
r(4)= lim [IlA"|I*.
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