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Partie I — Quotient de Rayleigh : Cas général

1. Les applications 1 : @ x Q = R, (X,Y) = (AX,Y) et 2 : @ = O x QX
(X, X) sont bilinéaire et linéaire respectivement. En dimension finie, elles sont donc
continues. Ainsi ¢; 0 s : X — (AX, X) est continue sur Q. De plus, 9 : X ~— || X]|
est 1-lipschitzienne d’ou X ~ || X||? est continue. Finalement, R4 est quotient des
fonctions continues sur {2 donc elle est continue.

2.

(a)

(b)

o étant continue et S, = ¥~1({1}) : image réciproque du fermé {1} de R donc
S,, est un fermé de M, ;(R). De plus, S, est bornée donc S, est un fermé borné
en dimension finie donc c’est un compact.

ﬁ—ﬂ est un vecteur unitaire et Ry (ﬁﬁ) = <AH§—H, |—|—§—H> = R4 (X). Puisque
S, C Q donc Ra(S,) C Ra(Q). Réciproquement, si X € § alors TI);_H € S, et
on a Ra(X) = Ra (‘—é—u) € Ra(S,). D’ou la deuxiéme inclusion et par suite
Iégalité. ;

Ra(Q) = R(S,) est 'image d’'un compact de M, ;(R) par une application

continue donc c’est un compact de R et par suite R4 est bornée et atteint ses
bornes.

(c)

vt € [0,1], (1—t)X +tY % 0; car sinon, il existe a = 1—t, 5 =, (a, B) # (0,0)
tels que X + BY = 0 et donc (X,Y) est liée ce qui est absurde.
X +# 0, la famille (X) est donc libre dans My, 1(R) et n > 2 donc il existe Z # 0
tel que (X, Z) est libre.
La famille (Y, Z) est aussi libre. Sinon, comme Z # 0 il existe a € R tel que
Y = aZ. De méme (X,Y) est liée et Y # 0 donc il existe § € R tel que
X = BY et par suite X = aZ ce qui est absurde car (X, Z) est libre.
Si (X,Y) est une famille libre, alors on considére y(t) = (1-t) X +tY, t € [0, i
Sinon, 7 : [0,1] = Q est défini par

0, ﬂ

31

(t) = (1-2t)X +2tZ sit €
TEZY (c2+2) 2+ @ - 1Y site

Dans les deux cas, et pour X # Y, v est un chemin continu d’extrémités X et
Y contenu dans . Par suite { est une partie connexe par arcs dans M, 1(R).

4. R4(Q) est 'image d’une partie connexe par arcs par une application continue, alors
c’est une partie connexe par arcs de R et donc un intervalle (fermé borné d’apres
2.c.) et donc R4(Q) = [m, M].

5.

(a)

(b)

Pour tout A € M, (R), A =1 (4 +'A)+3 (A —"A) € 8,(R)+Mn(R). De plus,
si A € 8,(R)NAL(R) alors ‘A = A = —Aet donc A = 0. Ainsi 8,(R)NAL(R) =
{0}. On en déduit que M, (R) = 8,(R) ® An(R).

Si A€ A,(R) alors : VX € Q,

_HAX)X _ 'XAX
RaX) = "2 = X

= —R4(X)



(¢) En décomposant la matrice A = (A +*A) + $(A—"'A) et en utilisant la
question précédente on trouve 1’égalité demandée.

Partie II — Quotient de Rayleigh : Cas d’une matrice symétrique

=2

. A est symétrique réelle, d’aprés le théoréme spectrale, il existe une base ortho-
normale (V4,...,V,) de M, 1(R) formée par des vecteurs propres de A associés a
A1, ..., \, respectivement, c’est-a-dire Vi € [1,n] : AV; = AV,

7. @ Vie [Lnl: MV = AV (V) = £ Ve, = AV, dod M et A
=1 j=1
coincident sur une base de M, 1 (R) et donc M = A.
(b) Pour tout X = Za;V €Q,ona | X|?= E:c et (AX,X) = i)xix? d’ou
1=1
Vexpression de R A(X ).
8. Ra(Vi) = sl =, Vi € [1,n].

9. (a) On a ,\1}::;2 < zmﬁ < Ay zaﬁ dott Ra(V1) = A < Ra(X) < Ay =
RA(V,) pour tout X eO.D apresI4 RA(Q) = [A1, An)

(b) Soit A = <0 4

0 0). A est nilpotente et donc Sp(A) = {0} c’est-a-dire A\, =

A2 = 0. De plus, pour X = (Z) € Q: Ro(X) = i et pour X = G),

-1
Ra(X) = § et donc r}{lgéRA(X) #0 = ) et pour X = ( . ), Ra(X) = —3
et donc g(nelgRA(X) 0 == Ay

10. En notant (Ey,..., E,) la base canonique de M, ;(R), on a :

M <ai; = (AE;, E;) = Ra(E;) < M\

11. (a) Notons d’abord que © est un ouvert de M, ;(R) et donc pour tout X € (2 et
HeQtelque X+ H€eona:

(AX,X) +2(AX, H) + (AH, H)
X112 +2(X, H) + || H||?

Ru(X+H)=
Sachant que
(114200, 8) 1) = 117 (1 206 E) oD 1A =0

d’ou
2

Ra(X + H) = Ra(X) + X

g (AX — Ra(X) X, H) + o(|| H 1))

Ainsi, R4 est différentiable sur Q et VR4(X) =

(AX — Ra(X)X).
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(b) Si X € Q est un point critique de R4, c’est-a-dire VR4(X) = 0, alors AX —
RA(X)X =0 et donc AX = Ra(X)X. Comme X # 0, alors il est un vecteur
propre de A associé A la valeur propre Ra(X).

12. (a) A est une matrice symétrique réelle de valeurs propres Aj, Ao. On a AjAs =
det(A) > 0 et donc A; et \p sont de méme signe. De plus det(A) = ac—b> >0
et a > 0 donc ¢ > 0 et par suite A\; + Xy = a + ¢ > 0. Ainsi A\; et Ay sont
strictement positives.

(b) Pour (z,y) € R? tel que ||(z,y)|| = 1,ona:g(z,y) = Ra(X). Ainsi inf g(z,y) =

ll(z.9)ll=1

i — 2 z y ) >
min RA(X) = A; > 0. Donc pour (z,y) € R*\{(0,0)},onagq <ﬁ2+y2, \/:1:2+y2> >
A1, d’ott il suffit de prendre a = A; et on a q(z,y) > a(z? + y?) qui reste vraie
pour (z,y) # (0,0). o
La CNS pour avoir une égalité est que A\; = Xy = A, c’est a dire que A = Al,.

Partie III — Théoréme de min-max et applicationV

13. (a) Onadim(FNU) =dim F +dim(Uy) —dim(F +Uy) > k+n—k+1-n=1
D’ou F N Uy # {0} et par suite il existe X # 0, X € FNUy.

n

n ZI?A"L
() Pour X #0, X € FNUiona: X = Y z;V; et donc Ra(X) = =% > Ak
i=k 22
2 ;
k
() VX € G\ {0} : Ra(X) = = < Mg
PR

i=1

; > i i X) > A
(d) Pour tout F' € V XxenFae{co} RA(X) > A et par suite Fr‘rg\% xg}?a{}{{o} RA(X) > A
De plus, d’aprés (c), et comme Ra(Vi) = Ay ona: L, RA(X) = A\ et donc
(=

min max R4(X) < A\ et par suite on a 1’égalité.
Fevy XEF\{0) Al ) iy 28 B © &

14. Application.
(a) On a

tB Y(tC) B C
t - . —
u=(g 7)=(@ )=
ainsi M est symétrique. De plus
0 1,y _(C B

(i, 6)-( @)
Le déterminant de ce produit est non nul puisque det*(C) # 0. Ainsi det(M) #
0 et donc M est inversible.

(b) i Pour X = )8 € W: (MX,X) = 0 et donc R4(X) = 0. D’ou
1
max R4(X) = 0. Ainsi, par le théoréeme min-max : A, < 0 et comme
Xew\{0}

An # 0 alors on a A\, < 0.

ii. En considérant la matrice —M et puisque ses valeurs propres sont les
opposées de celles de M, alors en notant A; ces valeurs propres on a :

N <o SNy = —Xpy1 <0

d’oll on obtient A,;1 > 0 et on obtient le résultat.



15.

(a)

(b)

tC'C est une matrice symétrique réelle donc ses valeurs propres sont réelles.
De plus, si A est une valeur propre et X € M, 1(R), X # 0 un vecteur propre
associé :
M X2 = (fCCX, X) = {CX)(CX) = |ICX|)*
d’ot A > 0. Or C est inversible donc A # 0 et par suite A > 0.
i. Le produit matriciel par blocs donne

M, C\ (M, -C\ _[(XL,-C'C 0
0 L) RE8 BE ~tC A,
Et on obtient
Nxar(A) = \tdet (M1, — C*C),
d’ott xpr(A) = xcte(A2), VA # 0. Cette égalité se prolonge pour A=0

ii. De méme,
M, -C\ (I, C\ (AL 0
—tc AL J\O M, \-tC —CC+XI,)°
Et on a XM(A) == Xtcc(AQ).

iii. Si A € Sp(M) alors 0 = xm(A) = xicc(A?) et donc A\? € Sp(*CC). Ré-
ciproquement, si @ € Sp(*CC), up > O et ona: 0 = xreo((£y/1)?) =
xar(VA) = xaa(—/B), d'ot £/7 € Sp(M). Dot

Sp(M) = { % Vi | p € Sp("CO)}.
Méme résultat pour C*C. Ainsi Sp(*C'C) = Sp(C*C).
i. Soit A € Sp(M) et X = (Xl

Xs
CXQ = )\Xl IS . ‘ s 2 : . t
OX, =X, d’ol en combinant les égalités on obtient : X; € E)z (C*C)

et Xy € Ex2(*CC). Ainsi E\(M) C Hja.
ii. M est symétrique réelle donc diagonalisable. Notant A1 < Ay < -+ < Agp
les valeurs propres distinctes de M, on a :

) € Ex(M). On a MX = 2\X <<

2p
M?n,l(R) = @ EA@(M)
1=l
De méme pour !CC et C'C

Ma(®) = @ Bo((00) = @ B (CC)

i=1

D’apres la question précédente :
dim E_,,(M) + dim Ej, (M) < dim E,2(C'C) + dim Ex('CC), Vi€ [1,p]

Si pour un certain 4, 'inégalité précédente est stricte, alors en sommant de
1 & p on obtient 2n < 2n ce qui est absurde. Ainsi les inégalités sont des
égalités et dim(E_,(M) @ Ez(M)) = dim(Hj2), d’olt avec I'inclusion de la
question précédente on a 1’égalité demandée.




