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La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans Pappré-

ciation des copies. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans I’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme

s'il n’a pas été démontré.

Rappels et notations

n n!
e Pour tous entiers k et n avec k < 1, on note =—,
k / k!(n —k)!

le coefficient du bindéme.

o Sl X est une variable aléatoire réelle, on notera P(X = x) la probabilité de X~ ({x}), E(X)
 Yespérance de X et V(X) sa variance. :
o Pour a < b, on désignera par C([a,b]); lespace des fonctions & valeurs réelles continues et

* définies sur [2,b], muni de la norme ||f||l = sup |f ()], pour f € C([a,b]).
: 5 te(a,b)

De méme CF([a,b]) sera 'espace des fonctions a valeurs réelles de classe Ck définies sur
[2,b] avec 1 < k < oo.

Partie I. Inégalité de Holder

Soient p,g > 0 tels que : % + % =1.

1. En exploitant la concavité de x — Inx, établir que pour tout 4,b € R%,ona

=
g

#PhT £ —+

<IN
|

2. Soient a3, a2, b1, b, € R, déduire de ce qui précede que :

A I ACE VAR A S

3. Conclure que :
P oP\Ed L 10y
Lllbl + aby < (al + az)?’(bl + bz)‘].
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4. Plus généralement, établir que pour tout n € IN* et pour tous réels positifs ay, ..., a,,b1,...,ba,

ona: 3 .
n n I n q
Fans(La) (£4)
=1 i=1 =1

Partie II. Fonctions holdériennes
Soit & €]0,1]. Une fonction f : [0,1] — R est dite -holdérienne sur [0,1], s'il existe k > 0 tels que

V(xy) € 10,117 |f(x) = F(y)| < Klx—y|*

On appelle Hol,, 'ensemble des fonctions x-hdldériennes.
1. Soit a €]0,1]. On considére la fonction u définie sur [0,1] par u : x — x*.

a) On fixe y €]0,1]. Montrer que la fonction x — g(x) = u(x) — u(y) — u(x —y) est
décroissante sur [y, 1].

b) En déduire que la fonction u est a-hdldérienne.

2. Montrer que Hol, est un IR-espace vectoriel.
3. Soient « et f deux réels de [0,1] tels que 0 < « < f < 1. Montrer que Holg C Hol,.
4. Soit f € Hol,, « €]0,1]. Montrer que f € C([0,1]).
5. On considere la fonction f: [0,1] — R définie par
(nx)™! si 0<x<i
fx)=9 —m2)™" si 3<x<1
0 si  x=0

Montrer que f € C([0,1]) mais que, pour tout « €]0,1], f ¢ Hol,.

6. Soit f € C1([0,1]). Montrer que pour tout a €]0,1], f est dans Hol,.
La réciproque est-elle vraie?

Partie II1. Polynomes de Bernstein

On appelle polyndmes de Bernstein de degré n € IN* les polyndmes réels :

Bk (X) = ( : ) XK1 -X)"%, 0<k<n

On considere (Y;) p>1une suite de variables aléatoires réelles indépendantes qui suivent toutes

n
la loi de Bernoulli de parameétre x € [0,1]. On notera S, = Z Y.
r=1
1. Donner la loi de S;.

2. a) Montrer que 0 < B, ;(x) <1 pour tout x € [0,1].

b) Montrer que pour tout 7 € N* et 0 <k <n, on a: B, x(x) = B, ,—(1 — x), pour tout
x €[0,1].

¢) Donner les valeurs de E(S,) et V(S,).
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n n

n
d) En déduire les valeurs de ) kB, i(x), Y k*B,(x) puis Y k(k— 1)B,x(x), pour tout
. k=0 k=0 k=0
x € [0,1].

3. Pour tout entier n > 2 et 0 < k < n, calculer, en utilisant I'indépendance des variables
aléatoires Yy, P(S, = k) en fonction de P(S,_; = k) et de P(S,-1 = k — 1). En déduire
Pexpression de B, x(X) en fonction de B,_1(X) et de B,_1x-1(X).

Pour tout f € C([0,1]) et pour tout n € IN*, on pose
L k
Bul) = 125 (%) B
k=0 \"
4. Montrer que pour tout f dans C([0,1]) et pour tout x € [0,1],on a:

E(£(2)) =800 e B()@- 10 =B(f(3)-f0).

n

1
> < —.
- 5) ~ 4né?
6. Soit Z une variable aléatoire réelle a valeurs dans un ensemble fini et ¢ une fonction
convexe sur R. Montrer que : ¢(E(Z)) <E(¢(Z)).

7. Soit f € C([0,1]). Montrer que (By(f)),>, converge uniformément vers f.

8. Etablir le théoreme de Weierstrass, c’est & dire si (4,b) € R? tel que a < b alors toute
fonction dans C([a,b]) est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales.

Sn

5. Montrer que pour tout 4 >0,on a: P ( - X

9. Montrer que toute suite de polyndmes qui converge uniformément sur R tout entier, converge
vers un polyndéme. En déduire que le théoréme de Weierstrass n’est pas valable si on rem-
place [4,b] par R.

Partie IV. Estimation de PYerreur dans le cas holdérien

Soit £ > 0 et « €]0,1]. Posons
Hol,(£) = {f:[0,1] = R telle que ¥(x,y) € [0,1]%, |f(x) — f(y)| < £|x —y|*}-

1. Montrer que pour toute fonction f dans Hol,(£), la suite (Bx(f)),>; converge
uniformément vers f.

2. Montrer que pour toute fonction f dans Hol,(£), et pour tout x € [0,1], on a:

)
3. En utilisant les inégalités de Holder, prouver que :

(=)= (ER-G-3) (r-0)
en déduire que;]E< ) . <1E<

Sn
— —X
n

1£(x) — Ba(F)(x)] < m(

k
x_-.._.
n

Sn

n

~

S
on _
n

n
— X
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4. En déduire que si f est dans Hol,(¢) alors : Vn € N*, ||Bu(f) — fllo < ¥ (i)

Partie V. Fonctions continues nulle part dérivables

1. Soit % une fonction définie sur R et dérivable en un réel a. Si (x,)nen €t (Yn)nen sont deux
suites convergeant vers a telles que pour tout n € IN, y, <a < x, et y, < X, montrer que :

li ¥ = BGn) ey
n—r+o00 Xn — Yn

sin (2rrmkx
Dans la suite, f; sera la fonction définie sur R par : fi: x — fy(x) = ——(—rr—~—)-,

ol m est un entier pairet 1 <r < . On considere la fonction f définie sur R par :

m
1+6m
+o0
fra— f(x)= k;)fk(X)-

2. Montrer que : f est bien définie et qu’elle est continue sur R.

3. Soit x un nombre réel fixé.

1
a) Montrer que : sup {k < xm" + ——}, existe pour tout n € IN.
keZ 47

' 1
On notera dans la suite k, = sup {k < xm" + E}

keZ
4k, +5 4k, — 1
b) Oln pose X, = 4”7, U= 43,171 . Montrer que y, < x < x, pour tout n € N et que
s (g 2 ) =10
4. Soit n € IN.

a) Calculer fi(xn) et fi(yn) pour tout k > n.
S Gxn) = fyn) _ 2 i nilfk(xn) — fi(yn)

b) Montre : =
nirer que Xn — Yn rn(xn . }/n) =, %n— Yn
i o n—1 _
¢) En déduire que : M_”_)_ > il (Z)n _ Z lfk(xn) fk(yn)l )
=Y R k=0 Xn = Yn
- k
d) Montrer que : [felxn) = fidyn)| <2 (@_) :
Xn — Yn '

n
- -1
e) En déduire que : Ml/n_) > é (ﬂ)n — 271&_)____
Xn — Yn St
f) Prouver que f est continue et nulle part dérivable.

5. Montrer que toute fonction de C([0,1]) est limite uniforme d’une suite de fonctions conti-
nues et nulle part dérivables sur [0,1]. (On pourra utiliser le théoreme de Weierstrass).

Fin de I’énoncé




