Partie 1. Préliminaires
(1) Matrices normales de M,(R)

2 12 _ .2, 2

&~ a*+b*=a*+c

(1.a) Soit A = (C J ) Alors tA.A = A'A signifie que { F+L =0 +2? <
ac+bd =ab+ cd

b=¢ . ; :
{ sib=~cd it a=d " Par suite A est symétrique, ou bien de la forme
A=A, avec (a,b) € R
(1.b) On a:
CL';—X =, 2 2 i
X4,, (X) = b oo X =(X—-a)+bt=(X-2)(X-72).

Si b = 0 alors Ay = A, = A,. Sinon y,_, est scindé & racines simples sur C,
donc diagonalisable. On conclut que A, et A sont semblables dans M,(C).

(2) (2.a) Si A; est normale pour tout i € {1,2,..,p} alors

‘A.A fA1®..04,). (4®..04,)
= (tAl.Al ®..0 tAp_Ap)
= (AL'A41© ... A, 4,)
= (A1€B...@Ap).t(Al@...@Ap)=AtA

Il

Donc A est une matrice normale.

(2.b) Soient P, ..., P, des matrices inversibles tels que pour tout i € {1,...,p}, A; =
B;B;P*. On pose

P=P@®..@FetR=P'o..0F"

Le calcul par blocs montre que P.R = I, ( ce qui montre que P € GL,(C) et
P~! = R) et que

PB.P' = (ABP[Y)&®..0 (BB,P")
== Al@"'@Ap:A'

(3) Soient A et B € M, (R). On suppose qu’il existe P € GL,, (C) vérifiant : A = P.B.P™1.

(3-2) On écrit P = (2k);4 j<p @VeC 2k = g + i.by;. On pose P = (a 1<k, S
et Py = (bx;) 1<k j<n - dn a alors P = P, +iP,, avec P, et P, € M, (R).
A.P = P.A donc

Dol :
AP1 PlBetAPz B




(3.b) On en déduit que pour tout ¢t € R, on a :

A(Pi+tR) = AP +tAPR
= P.B+tP.B~
= (Pl + tPg) B.
(3.c) Soit @ le polynodute défini par :
R(X)=det(PL+ XP,).

On a: Q (i) = det (P, +iP,) = det (P) # 0. Donc @ est un polynéme non nul, &
coefficients réels. On en déduit que ¢ admet un nombre fini de racines. D’ou il
existe a € R tel que Q (a) # 0, c’est-a~dire :

(P, + aB;) € GL, (R).

(3.d) On a donc A. (P, + aP,) = (P + aP,) .B, On conclut que
A= (P +aP,).B.(PL+aP)™".

Enfin A et B sont semblables dans M, (R), d’aprés 3.c.

Partie 2. (C;)=(C,)
(4) Cas euclidien

(4.a) Pour toute base orthonormale B; de E, on a : 4’ = Mat (f,B;) = P~L.A.P ot
P est la matrice de passage de la base B & la base B;. Comme B et B; sont
orthonormales, alors P est une matrice orthogonale, donc {P.P = I,,. On a alors

‘ALA" = *(*P.AP).(*P.AP)
= ‘P'AP'PAP
= tPIAAP
‘PA'AP
'P.APPIAP
= AA.

I

(l

D’ou A’ est normale.

(4.b) Soit p € N* et F' un sous espace vectoriel de E de dimension p, stable par f. Soit
Bp une base orthonormale de F. On la compléte en une base orthonormale B;
de E ( B, est une base orthonormale adaptée & la somme directe £ = F @ F1).
Comme F' est stable par f, la matrice : M := Mat (f, B;) est de la forme

A1 C )
M = .
( On—p,p Az




(4.c) Ona:*M.M = (
On déduit que

tArd 4O o AtACIC ClA
tC.A, 'C.C+ Ay > SMM=L At Al
‘AyAy = AtAy + CIC.,

D’ott par linéarité de 'application trace, on obtient :

Tr (*A1A1) = Tr(AilA) +Tr (CFC)
= TP (tAl.Al) +TT (CtC) i

Donc T'r (C.tC) = 0.
p_n—p
Or TT (OtC) = E Zc?,] == O dOIlC G :_Op,'n.—-p'

' =1 =1

(4.d) Comme

M =Mat (f, By) = ( oA1 Ofc’{;_p ) :
n—p,p

on déduit que F+: (Uorthogonale de F') est stable par f, donc F* est un supplé-
mentaire de F, stable par f. On conclut que f est semi-simple.

(5) Cas général: Soit f € L(E). On suppose qu'il existe une base B = (e1,€2,..,€n) de
E vérifiant A = Mat(f, B) est normale.

(5.8) e oy, z) = %z =Yy, zy: = p(z,y). Donc ¢ est symétrique.
i=1 =1

n n n
o plaz+z,y) =3 (azi+ )y =), Ty + 3 oy = ap(z,y) + (', y).
= =

i=1
o o(z,z)=) z7>0siz#0.
i=1
Donc ¢ définit un produit scalaire sur E. De plus (e;, e;) = 1 et ¢(e;, ej) =0
si i # j. Dot B est une base orthonormale de E.

(5.b) La matrice de f dans une base orthonormale est une matrice normale. D’aprés la
question (4), f est semi-simple.

Partie 3. (Cz)—*—?(CQg)
Soit f un endomorphisme semi-simple de E.
(6) Soit R un polynéme de R [X] tel que I'endomorphisme g = R(f) est nilpotent.

(6.8) Soit = € kerg <= R(f)(z) = 0 = R(f)(f (2)) = f(R(f) (z)) = 0. Donc
f(z) € kerg. Dot ker g est stable par f.
Ou bien fog = go f = ker g est stable par f.

(6.b) Comme f est semi-simple, on déduit que ker g admet un supplémentaire H stable
par f. Or g est un polynéme en f, donc H est stable par g.

).




(6.c) En considére I'endomorphisme gy : H — H induit par g sur H. On sait que
gx est injective ( puisque ker gy = H Nkerg = {0}) donc inversible. Supposons
que dim H > 1. Alors 'endomorphism ¢y est nilpotent et inversible. Ce qui est
absurde, donc H = {0}. On déduit que E = ker g, par suite g = 0.

¥ ,
(7) Soit (A1, Az, .., k) € CF tel que x; (X) = [T(X — A)™, avec n; € N* la multiplicité de
- i=1
Ai dans x,; pour tout 1 € {1,2,..k}. :

(7.a) Le polynéme x; € R[X] donc si z € {1, A, ..., \e} alors 2 € {Aq, Mg, .y A} 1
existe, éventuellement, des réels o, ..., am, et des complexes zy, ..., 2, tels que

-{/\1, /\2, weiy /\k} = {O{l, vony Ol 271, 51, cany Zp, Zp} 9

D’ou

El

@ = [Jx-x)

|
i

(X — ) -H[(X —7) (X — %)]

i
s Is

= H(X—az) H 2 —2Re(z;) X + |z]*) e R[X].
Donc @ € R[X].
b
Ou bien @ = W et ngd(P, P’) (S R[X]

k
(7.b) On a: (Q(f))" = @*(f). Or Q™ = J[(X — X)", donc x; divise Q, par suite
i=1
Q"(f) = 0. Dot Q(f) est nilpotent. Comme de plus f est semi-simple, d’aprés
(6) Q(f) = 0. On déduit que f est annulé par un polyndme réel sans facteurs
carrés.

"Partie 4. (Cs3)=(C)

(8) Comme A est annulé par @ scindé & racines simples sur C donc A est diagonalisable
dans M, (C).

(9) Comme A est semblable dans M, (C) & une matrice diagenale-D-&-M,—(R);-donc-d’aprés
(3), A et D sont semblables dans M, (R).

(10f10.a) Supposons que n est impair. Donc lig_n Xa(z) = 400 et lim x4 (z) = —o0.
T—+00 T—+—00
Comme x4 est continue sur R et change de signe, par le théoréme des valeurs
intermédiaires on déduit qu’il existe a € R tel que x4 (@) = 0, ce qui est absurde.
- Donc n est pair.
Ot bien les racines de x4 sont deux & deux conjuguées et de méme multiplicité...
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| (10.5)"011 a x4 € R[X]. Si z est une racine de x4 alors z estuneracme de x4 Il
existe donc (21, 22, -., zp) € CP et P € GL,(C) tels que :

S35 2 0 0
’ 0 7
A =P 0 .0 P
z 0
0 0 2z

= P(A,®..04,) P

(10.c) D’aprés (I.1), pour tout j € {1,...,p}, si z; = a; +1.b; alors A, 5, et A, sont
semblables dans M,(C). En utilisant la question (7.2) on déduit que A, ©...B A,
est semblable dans M,(C) & A’ = Ag 5, & ... ® Ay p,- Or A’ est une matrice
normale. On conclut que A est semblable dans M, (C) & une matrice normale A".

(lb.d) D’aprés (1.3) A et A’ sont deux matrices réelles semblables dans M, (C), donc
semblables dans M, (R) .On conclut que A est semblable dans M, (R) & une ma-
trice normale A'.

(11) Soit A1, ..., Ax les valeurs propres réelles éventuelles de A et z1, 21, ..., 2p, Z, Ses valeurs
propres dans C\R. Comme A est diagonalisable dans M, (C), il existe P € GL,(C)
tels que ' .

A = szag ()\1, ooy >\k, 21, 21y ey Zp, Ep) .P—l
= P(DoA,d..0A,) P,

ou D = diag(Ay,...,\) € My (R). Comme dans le cas précédent, pour tout i €
{1,...,p}, As.p; et A, sont semblables dans M,(C). En utilisant la question (/.2) on
déduit que DA, ®...0A,, est semblable dans M,(C) & M = DO Ay, p,®...©A,,5,- On
conclut que A est semblable dans M, (C) & M. D’aprés (1.3) A et M sont deux matrices
réelles semblables dans M, (C), donc semblables dans M, (R). De plus M € M, (R)

" est une matrice normale. Donc A est semblable dans M, (R) & une matrice normale.

Partie 5. Deux petites applications

(12) Soit H un sous groupe fini de GL (E). Tout automorphisme f € H est d’ordre fini. I
existe donc un entier naturel non nul m tel que f™ = Idg. On déduit que
2ikn

Q=xm—1="T[ (X - ™)

=0

est un polynéme annulateur de f. Comme () est sans facteurs carrés, alors f est semi-
simple.

(13) Soient (2, 7, P) un espace probabilisé, X et Y deux variables aléatoires indépendantes
suivant la méme loi géométrique de paramétre p €]0, 1.




B e o R e o
(13.2) On a lévénement (X =Y) = || (X =k,Y =k). Donc
k=1

Y P(X=kY=k)
k=1
—+00
> P(X =k)P(Y =k) car X et Y font indépendantes.
k=1
+oQ P 1
1—p)* 1) =2 _ p ,
}:@M p) ) ey e b

k=1

P(X=Y)

%5

il

(13.b) Pour w € 2, on définit la matrice M (w) par :

= (76 36,

Soit f(w) 'endomorphisme associé canoniquement & M (w).

xr(A) = A+ (X(w) =Y (W)X
= A+ (Xw)-Y(w))).

Si X(w) — Y(w) # 0.Donc X est sans facteurs carrés d’ou f (w) est semi-simple.
Si X(w) — Y(w) = 0.Donc x4 (A) = A? = f2 = 0. Supposons que f est semi-
simple, d’aprés ([11.6) f = 0. Absurde.

L’événement " f est semi-simple" est ’événement contraire de I'événement (X = Y).
La probablité pour que f soit semi-simple vaut

P(X#Y) = 1-P(X=Y)




