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Notations

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul et E est un R- -espace vectoriel de
dimension #.

* Pour K =R ou C, M, (K) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre n et GL, (K) le
groupe des matrices inversibles de M, (K). La matrice identité de My (K) est notée I,.

Pour A € M,(K), on note ‘A la matrice transposée de A, Tr(A) sa trace. On admet que
pour toutes matrices A,B € M, (K), Tr(A.B) = Tr(B.A).

Si A € My(K) et B € M, (K), on note A B la matrice de M1, (K) définie par :

A Onlm
Omn B

AGB=

* On note R[X] I'ensemble des polynémes & coefficients dans R.
¢ On note £(E) I'ensemble des endomorphismes de E. Soit f € L(E) et B une base de E. On
note :
e Mat(f, B) la matrice de f dans B.
e Pour tout entier k > 1, f¥ = f o f*~1 avec la convention f = idg, ol idg est I'endomor-
phisme identité de E.

d
e PourP=}Y g X*eR[X],P(f)= Zakfk
k=0
On rappelle que le polynéme caractensthue d’'une matrice A (resp, d’un endomorphisme
f) est donné par :

xa(X) =det(X.I — A) (resp. xf(X) = det(X.idg — f)).

Les candidats sont invités a utiliser sans justification les calculs par blocs comme par exemple

(A1 D Bl).(AZ G BQ) = A1.A P B1.B, et t(Al @ Bl) = tAl &) tBl,
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Définitions
1. On rappélle vquen deux matrices A-et B sont dites semblables dans M, (K), s'il existe P €
© GLy(K) vérifiant A = P.B.P~L.
2. Un polyndme Q € R[X] est dit sans facteurs carrés, si toutes ses racines dans C sont
simples. , '
3. Une matrice A € M,(R) est dite normale si elle vérifie : 'A.A = A'A.

4. Un endomorphisme f de E est dit semi-simple si tout sous espace vectoriel de E stable
par f admet un supplémentaire stable par f.

5. On dit qu'un polynéme P € R[X] annule un endomorphisme f si P(f) =0.

On se propose de démontrer le résultat suivant :
Soit f un endomorphisme de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(C1) :1l existe une base B de E telle que Mat(f,B) est normale.
(C2) : L'endomorphisme f est semi-simple.
(C8) : 1l existe Q € R[X], sans facteurs carrés tel que Q(f) =0.

53

Partie I. Préliminaires

(1) Matrices normales de Mz(]R). Pour (a,b) € R? on note :

a —b z 0 .
Agp= . et A;= ;avecz=a-+1ib €C.
b a 0z

(1.a) Soit A € M, (R). Montrer que A est normale si et seulement si A est symétrique,
ou bien de la forme A = A, avec (a,b) € R%.

(Lb) Justifier que A, et A, sont semblables dans M,(C).

(2) Soient p,n4,...,n, €IN*. Soient A et B deux matrices de M,(R) de la forme
A=A®Ad® -©A, e B=B8B® - &B,

ol A; et B; € My, (R) pour tout i€ {1,2,...,p}.

(2.a) Justifier que si A; est normale pour tout i € {1,2,...,p} alors A est normale.

 (2.b) Montrer que si A; et B; sont semblables dans M, (K) alors A et B sont semblables
dans M, (K).

(8) Dans cette question, on se propose de démontrer que deux matrices réelles semblables
dans M, (C), sont semblables dans M, (R).
- Soient A et B € My (R). On suppose qu'il existe P € GL, (C) vérifiant : A= P.B.P™",

(8.2) En écrivant P sous la forme : P = P; +iP,, avec Py et P, € M, (R), vérifier que :

A.P]_ = Pl.B et AP2 = P.B.

(3.b) En déduire que pour. toutt€ R,ona:
A.(P, +tP)) = (P +1tP,).B.
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(8.¢) Soit Q le polynéme défini par :
Q(X) = det(P1 + XP).
Vérifier que Q (i) # 0 et en déduire qu’il existe « € R tel que :
(Py +aPy) € GLy (R).

(8.d) En déduire que les matrices A et B sont semblables dans Mu(R).

- Partie IL (C1)=(Cy) |
Soit f un endomorphisme de E et B= (e1,€2,...,€n) une base de E tels que A :=Mat(f,B) est une
matrice normale. On se propose de démontrer que f est semi-simple.

(4) Cas euclidien : On suppose dans cette question que E est un espace euclidien et que B
est une base orthonormale de E.

(4.2) Mbntrer que si B; est une base orthonormale de E, alors la matrice Al =Mat(f,B1)
est normale.

(4.b) Soit p € N* et F un sous espace vectoriel de E de dimension p, stable par f. Mon-
trer qu’il existe une base orthonormale B; de E et des matrices A; € My(R), Az €
My (R) et C € Mpp—p(R) telles que

w5 7)
M :=Mat (f,B;) = s

On—p,p vy

(4.c) En utilisant Pégalité : tM.M = M. M, montrer que Tr (C.C) = 0 puis que C est la
matrice nulle.

(4.d)’ En déduire que Porthogonal de F, noté F* est stable par f. Conclure.
5 n n
(5) Cas général : Pour x = % xjej ety = 1 yje; € E, on pose e(xy) = L XV
e j=1 j=1 i=1

(5.a) Vérifier que ¢ définit un produit scalaire sur E et que B est une base orthonormale
de E.

(5.b) En déduire que f est semi-simple.

Partie ITL (Cy)=(C3)
Soit f un endomorphisme semi-simple de E. On se propose de démontrer que endomorphisme
f est annulé par un polynéme sans facteurs carrés Q € R [X].
(6) Soit R un polynéme de R [X] tel que 'endomorphisme g = R(f) est nilpotent.
(6.2) Vérifier que ker g est stable par f.
(6.b) En déduire qu’il existe un supplémentaire H de kerg dans E, stable par g.
(6.¢) En considérant 'endomorphisme induit par g sur H, montrer que g =0.
(7) Soit (A1, Ag,...,Ar) € CF tel que Xf (X) =TI (X — A", avec n; € N* la multiplicité de A;

i=1
dans x; pour tout i€{1,2,...,k}.
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k
(7.a) Montrer que le polynéme Q = [T(X — A;) € R[X].
i=1

(7.b) Montrer quer Q.( f) est nilpotent. En déduire que Q(f) =0.

Partie IV. (C3)=(C;)

Soit f un endomorphisme de E et Q € R [X] un polyndme sans facteurs carrés tels que Q (f) =
0. On se propose de démontrer qu'il existe une base B; de E telle que Mat(f,B;) est normale.
Soit B une base de E et A = Mat(f,B). Il s’agit donc de démontrer que A est semblable, dans
My (R), a une matrice normale.

(8) Justifier que A est diagonalisable dans M, (C).

(9) On suppose dans cette question que toutes les valeurs propres de A sont réelles. Démontrer
que A est semblable dans, M, (RR), & une matrice diagonale.

(10) On suppose dans cette question que A n’a pas de valeurs propres réelles.

(10.a) Justifier que 7 est pair.
Dans la suite, on pose p = g

(10.b) Montrer qu’il existe (z1,2,...,2,) € CF et P € GL,(C) tels que :
A=P.(4,04,0 0 Ag,) P

(10.c) En utilisant les questions L.(1) et I.(2), montrer que la matrice A est semblable dans
M (C) & une matrice normale A’ € M, (R).

(10.d) Conclure en utilisant la question 1.3.

(11) On revient au cas général. Montrer que A est semblable, dans M, (R), & une matrice
normale.

Partie V. Deux petites applications

Les deux questions suivantes sont indépendantes. On désigne par GL(E) le groupe des auto-
morphismes de l'espace E.

(12) Soit H un sous-groupe fini de GL (E). Montrer que tout automorphisme f € H est semi-
simple.
(13) Soient (€),7,P) un espace probabilisé, X et Y deux variables aléatoires indépendantes
suivant la méme loi géométrique de parametre p €]0,1[.
(18.a) Calculer la probabilité de 'événement (X =Y).
(18.b) Pour w € Q, on définit la matrice M(w) par :

il ( X(w) —X(w) )
Y(w) —Y(w)

Soit f(w) 'endomorphisme de R? canoniquement associé a M(w).

2-2
Montrer que la probablité pour que f soit semi-simple vaut 5 P

Fin de I’énoncé




