Partie I. Inégalité de Hélder - ST B ;
1. Par la concavité de z — In(a:), on a pour tous a, b > 0 et tout A € [0, 1] V'inégalité :

Aln(a) + (1 — A) In(8) < In(Aa + (1 — A)B).

Pour A = % on obtient 'inégalité voulue. Enfin celle-ci reste vraie si a = 0 ou b= 0.
2. 11 suffit d’appliquer Iinégalité précédente 3

D q
a; b{
a=——— et b= .
al + ag : bq + bq
3. De méme on a aussi
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donc en sommant les inégalités obtenues puis en simplifiant on obtient celle voulue.
4. En reprenant I'inégalité du 2. avec

a’ bd
a= et b= n:’ ) 1S]Sn,
S an
i=1

puis en sommant les inégalités obtenues, on obtient celle voulue.
Partie II. Fonctions hdldériennes
1. a) Onag'(z) =v(z) - v(z=1) = a(z* ! - (z — y)*1). Comme la fonction ¢ — t**
est décroissante sur [0,1] et z—y < z,0on a (z —y)*"1 > %1 et ainsi ¢'(z) < 0. La
fonction g est alors décroissante sur [y, 1]
b) On a g(y) = 0 donc g(z) < 0 sur [y, 1]. Ainsi, powr 0<y<z <1,
(z* —y*) = u(z) —uly) < u(z —y) = (z — y)*. Enfin, on trouve que pour tout
(z,y) €[0,1]%, |z —y®| < |z — y|* Donc u est a~hdlderienne pour k = 1.
2. La fonction nulle est clairement dans Hol, disons pour k& = 1. Si g1 et g3 sont dans Hol,
et X est un nombre réel; alors il existe deux constantes k1 >0 et k3 > 0 telles que
¥(z, y) € [0,11%, |g1(z) = 91(9)| < Falz — yl® et |ga(z) — 92(v)] < kalz — 9|
Gréce a l'inégalité triangulaire, v
[Ag1(2) + g2(z) — Ag1(y) — 92(v) <Al lg1(2) — 2 (W) + [92(2) — g2(¥)]
<Alksle — y|* + kalz — y|*
<(IAky + E2)|z — y|®

ce qui montre bien que Ag; + g2 est dans Hol, pour k = |A|k1 + k2. L’ensemble Hol, est
donc bien un R~ espace vectoriel. _

3. Soit ¢t € ]0,1]. La fonction F définie sur ]0, 1] par F(z) = % = exp(z In(t)) est décroissante
sur ]0,1]. Doncsi0 < @ < B < 1etsi(z, y) €[0,1]? alors |z —y|? < |z —y|® y compris
si z =y. De ce fait toute fonction dans Holg appartient & Hol,.
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4. Soit f une fonction appartenant & un Hol, pour k& > 0. Soit € > 0, on pose 1 = (E)
La condition |z — y| < 7 entraine

f(z) = F@)| < klz —y|* < kn* <e.
Ainsi on a bien f € C([0,1]).




5. Sﬁ§p6sons que qu'il existe o €]0,1] tel quef € Hol,. Il existerait alors k> 0 tel que
Y@y €017, [f(2)~ @)l < kz—yl*.

En particulier pour tout z € }O l} ; z"‘Ilnrl < k. Mais zaun I -—6> +o00 donc on aboutit
- T—UT

& une contradiction. Par consequent pour tout a €]0,1], f gé Hol,.

6. Soit f une fonction dans C*([0, 1]) D’aprés 'inégalité des accroissements finis, on a

¢

V(z,y) € (0,1, 1f(@) = FOI < 1/ llosle — o-

|| fllco est fini car f est continue sur le compact [0, 1].

Donc f appartient & Hol; donc & tous les Hol,, d’aprés la question 3.

La réciproque est fausse. En effet 2+ [z = £ est dans Hol; donc dans tous les Hol,, sans
étre dérivable.

Partie ITI. Polynémes de Bernstein
1. Les variables Y1, , ¥, sont indépendantes et suivent toutes la loi de Bemoulli B(z), de

paramétre z € [0,1] donc S, = ZY}, suit loi binomiale B(n, z), de parametre (n, z). |

p=1" ;

2. a) Soientn €N, k€ Netzel0,1]. S, suit la loi B(n, z) . Donc P(S, = k) By iz}
Par conséquent 0 < By (z) < 1 pour tout z € [0,1]. v

b) On considere (Y )p>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes qui

suivent toutes la loi de Bernoulli de parameétre 1 — z-et on pose S, = Z }7;, . Avoir
. » £

k succes lors de la répétition de n épreuves indépendantes de Bemoulli de paramétre =
z € [0,1] est équivalent & avoir n — k échecs. On a donc, pour tout z € [0,1], *
Bog(z) =P(S,=k)=P(S, =n—k) = Bhp-k(l1—12z).

¢) Sy suit loi binomiale de paramétre (n, z) donc E(S,) = nz et V(S,) = nz(l — z).

d) Soit.z € [0,1]. On 2 Zank (z) = Zk]P(Sn = k) = E(S,) = nz. D'autre part,

k=0 ) k=0
V(S,) = E(S2) - Z BBix(2) — (nc)? dao
z": kB, (z) =nz(l-z)+ (nz)?.
k=0

n

Z k(k— 1)Bpi(2) = D E*Brk(z) = > kBng(z) =n(n—1)2?.
“k=0 . k=0

3 801t n > 2 un entier.
Pour 1<k<n,en remarquant que S’ = S 1+ X,,ona

' (n=k) ((Sn1=k) N (Xn=0)) U(( Sn1=k-1)N(Xn=1)),

olt 'union est disjointe. Par indépendance, d'une part des événements (Sp—1 = k) et
(Xn = 0), et d’autre part des événements (S,—1 = k — 1) et (X, = 1), la formule des
probabilités totales nous donne

B(Sn=k) = P(Xn=O0P(Sp1 =k)+B(X,= 1>P< Skt S |
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~Puisque (Sp-1 = ~1) =0 et (Sp—1 =n) = 0 on obtient 7 mmms . T
P(S, = 0) = P(Xp = 0)P(Sp—1 =0) = (1 — z)P(Sp-1 = 0) et
P(Sp=n)=P(Xp =1)P(Sp-1 =n—1) =2P(S,—1 =n—1).

Pour 1 <k < n— 1, la relation (%) entraine que

Ve €[0,1], Bpi(z) =(1—2)Bn_14(c) + 2Bn_15-1(z).

Si on pose, B —1 = Bp—1,, = 0, cete relation restera vraie pour k =0 et k = n.
On peut ainsi conclure que I'on a, pour 0 < k <,

Brp(X) = (1 - X)Bp1k(X) + XBp_13:-1(X),
puisque ces polynémes sont égaux sur [0 1].

. On sait que S, suit la loi bmomlale B(n x) La vanable aleatoue 01 prend Ies valeurs

{'Z ; 0<k< n} et P (% = g) = P(S, = k) = Bpi(z) . Le théoréme de transfert

implique que pour toute f € C(0, 1],

=(s(%)) - Zf() (2-5) =37 (E) Bnte) = B0

k=0

Puisque, E(f(z)) = f(z), on obtient

Ba(1)e) - 10 =2 (1 (%)) - =5 (1 () - @)

. Pour tout § > 0, On-a d’aprés I'inégalit de Bienaymé-Tchebychev
o s
p(|5 _g(5)|ss) <Y
n n _ 42 _
- D’autre part; 1}3}('5 » ) _E(s e f@t"v<~§’1>-g ;lév(sn)"e
n n n

Zé)sz(l—z)< 1

né2 T 4né?’

az(l:.a:),,,‘ Kttt
)

P Sn
n
la demiere inégalité pfovien’c du fait que le maximum de la fonction f : z + z(1 —z) sur
i
t—.
[0,1] es T

. D’aprés P’énoncé, Z(§2) est fini. On note done Z(2) = {z1, ..., z,} les valeurs prises
par Z. Puisque E(Z) = sz]P’(Z =5y ,on 8
k=1

- p(E(2) = (Zka = T ) <> P(Z = zi)e(ar)

k=1

3
ol on a utilisé le fait que ZIP(Z = 1) = 1 pour appliquer la définition généralisée

k=1 :
de la convexité de ¢. Le théoréme de transfert permet d’identifier le terme de droite de
I'inégalité précédente & E(p(Z)). On a donc bien p(E(Z)) < E(¢(Z)).
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7..Soit &> 0. La fo',x;_ction [ étant continue sur le segment [0, 1], le théoréme. de Heine. .-

implique que f est uniformément continue. Il existe donc § > O tel que
€
V(z,0) €[0,1, [z -3l <8 = [f(@) - fW)l £

Par conséquent, on a pour tout z € [0,1],

[f (%) —£(z) gﬂ{(%—xks} Ly ]f (%) *f({) 1

€
S 5lgsmacs T2 ol gsa g
D’aprés la question 4., on a pour tout z € [0,1], |Ba(f)(z)—f(z)| = [E (f (22) - f(z)) I.
La fonction valeur absolue étant convexe, on a d’aprés la question 6.,
new  gm s s S
el 1B - 1@ <2 (|7 (2) - @)
Ainsi par la croissance et la linéarité de I'espérance, on obtient pour tout z € [0, 1],

Bo(A)(@) ~ £ < FE (Lysasicsr) + 2B (Lysa_appg)

INA

{152 2|26}

Sn Sp
= —2~ ( - <5)1—2”fnooP< >6>
[ £lles ”oo
v - 2n6%
La dernitre inégalité est conséquence de la question 5. et du fait que P (|2 ~ z| < 6) < L.

=0, & partir d’un certain rang indépendant de z, on a pour tout

Puisque lim W71l

n—-+oo 2nd2

z €[0,1], |Bn(f)(z) — f(z)| £ e. La suite (Bn(f))n>1 converge donc uniformément vers
f sur [0,1].

8. Soit f € C([a,b]). Pour t € [0,1], on pose g(t) = fla + (b — a)). Ainsi g € C([0,1])
et pour tout z € [a,b], f(z)=g ( b__a> D’apres la question 7., la suite (Bn(9))n>1
uniformément, sur [0, 1], vers g. Pour z € [a,b], on pose B,(z) = B,(g) (g—'_‘—g) P, est
un polynéme et on a pour tout z € [a, b] et tout n € N*,

1Pale) ~ 1@ = |Bale) (522) ~ 0 (52)
< [|Ba(9) — glles -

Donc, [P — flleo < |Bn(g) — glleo et alors la suite (P,)n>1 converge uniformément vers
“f sur[a, b]. _ ‘
9. Soit (P,)nen une suite de polynomes comergeant uniformément sur R.

A

Posons f = lim P,. A partir dun rang N €N, [P, — fllc £ 1. Par conséquent, pour

n—>+00
tout n > N, ||P, — Pnfleo < 2. P, — Py est un polynome. Comme il est majoré, il est

constant. Autrement dit, il existe ¢, € R tel que B, = Py +c,. Or on a

cn = P,(0) = Py(0) —> f(0)— Pn(0) = c. Donc f = lim B, = Py +cest un
n—>+00 n—++4o0

polynéme. On peut conclure que toute suite de polyndmes (P )nen qui converge

uniformément sur R, converge vers un polyndme. :

Toute fonction continue sur R qui n’est pas un polvnome ne peut pas étre limite uni-

forme d’une suite de polynomes Donc le théoreme de Welerstrass n est pas Valable sion

remplace [a, b] par R. :




Partie IV. Estimation de ’erreur dans le cas holdérien

1. Puisque f appartient & Hol,(£), f est continue sur [0, 1] (question II, 4.) donc (Bn(f))n>1
converge uniformément vers f sur [0, 1] (question ITI, 7.).

En utilisant la croissance et la linéarité de 1’espérance, on obtient pour tout z € [0, 1],

i ).

2. D’aprés la question III, 4., on obtient pour tout z € [0, 1],

BN - F <E |1 () - 1o

S, s,

xf):£E<@

|Balf)(@) f@N<E<

3. On a par le théoréme de transfert,

ma)=§:

n
k=0

o

2 2 1 1
Onprendp=—etg= o qui vérifient bien — 4+ =~ = 1.
a Sk

o -p.q
L’inégalité de Holder obtenue & la premiére partie permet alors d’écrire :

«(f-1)s (&

On a bien sfir Z]P’(Sn =k) =1, alors la relation (x*) nous donne

)< (Sl ) o)

4. Soit f € Holy(¢). D’apres les questions IV, 2. et IV, 3., on a pour tout z € [0,1],
2)) 2

z>=—mw—mn~—ww E(S)P) = V(S = e <

Sn
— 1
n

k

[=4
xr— —

nz,wm>(ZP )%i (%)

S, g
— -z
n

T-"—

-z >§€<E<—'Si—x
- n

Buf)(0) - )] < e (| 2

D’autre part on a,

, pour tout z € [0,1].

»P!)—‘

car (1l — z) <

On a donc pour tout z € [0,1], |f(z) — Bn(f)(z)| < £ (—E) , soit

|W4ﬂ—ﬂuse(§)%




Partie V. Fonctions continues nulle part dérivables
1. Si h est dérivable en a, c’est que (au voisinage de a), on peut écrire
h(a+€) = h(a) + eh/(a) +€g(e) ,
oll g est une fonction telle que ;ii% g(e) = 0. On a donc, en posant z, = a + o, et

im g, =0),
—+00

Un = a — By (avec oy ?t Br positifs et . _lﬂloo o =l

h(-'l'n> B h(yn) — (Ofn sk ﬂn)h/(a) + ang(an) + ﬂng(‘ﬁn)

— ol = h'(a) +rn,
EE T = ang(an) +'Bng("f3n)
.
Ona fra] < 22l8@ | Bol6CBO 10 4 fo-pa)

an‘i‘_ﬁn I op, + Pn

; . h -
Ce qui montre que lim 7, = 0. Par conséquent, lim hzn) = hyn) = K/(a).
n~>00

T—+0c0 ITn — Yn

1 ,
2. On a pour tous z € R et k € N, |fi(z)| < — . Par conséquent, la série de terme général
fr converge normalement vers f. Donc f est bien définie et elle est continue sur R.

. ix ’ 1 ;
3. a) Notons ky, la partie entiere de zm™ + ~—. On a bien &, = sup {k- < zm"+ i} .
47 keZ 4

1
b) On a pour tout n €N, k, <zm” + . < kn + 1. Par conséquent,

1
4k, < dm™zx +’; <dmTz + 1 et dmTz < dmlz + ! < 4k, + 4 < 4k, + 5. 1l vient,
i

Yn < T < Tn. D'autre part, z, — y, = % et finalement nll)&noe(zn —Yp) = 0 car
m > 1+ 67.
sin (—(4k”+5%mk-nw> sin (——————(M"_l%mk‘n”)
4. a) Ona fi(zn) = > et fu(zn) = s _
Puisque-m est pair, fi(zn) = fr(yn) = 0si k > n. Si k& =n alors fu(z,) = ;}7; et
Fale) ==

b) D’apres la question précédente on a

In — Yn Tn — Un

f(zn> = f(yn) — - fk($n> - fk(l/n)

23 felen) = )
) k=0

rn(l'n —Un Tn — Yn

c¢) On a zn — Yn = s—;, alors on trouve que

m
J@n) = Fn) _ 4 myn S felen) = fuln)
Tn = Yn 3<T'> +/§O1 In —~ Yn
4 myn I fu(@n) — felyn)
2 5(7) - T
4 rman 3 f(z) — e
> §<7) _Z|fk(x3~§:(y I

k=0

(@)




d) D’apreés le théoréme des accroissement finis il existe z,, € [Yn, zn[ tel que

Fe(@e) = el _ 1,y

Tp — Yn

et donc que

lfk(z;i :;:(yn)j . (_?)k A (_Tm_)k .

e) D’aprés la qﬁestion V.4.d) on obtient
n—1 n—1 i
37 Wilan) — el o o (2) = () 1
k=0 Tn = Un T e M (%) -1

Et on obtient le résultat souhaité d’apreés la question V.4.c)

n—+o00 Tn — Yn

f) Si f était dérivable en z alors, d’aprés la question V.1., serait

f/(z). D’apres la question V.4.e), on obtient

flon) = o), (" [;_1 ) %l(-_(ﬁ_ﬁ} > () F . __22_} .

T H-1]7 ) [iT®

Mais = > 1+ 67 done M > (T—)n et alors lim i(:BL);f'(:U_n) = +00.
In —Yn r n—++00 Tn — Yn
Par conséquent, f n’est pas dérivable en z. Comme le choix de z est arbitraire, f

n’est nulle part dérivable.
5. Sait h € C([0,1]). Alors d’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe une suite de
polyndémes (P,)n>1 qui converge uniformément vers h sur [0, 1].
Pour n > 1 et z € [0, 1], on pose pp(z) = i%”ﬁl + P.(z). Alors pour tout n > 1, ¢, est
continue sur [0,1] mais y est nulle part dérivable. D’autre part, la suite (¢n)n>1 converge
uniformément vers h.




