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Exercice (4,5 points)

On note M, (R) 'espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre n € N*, GL,(R) le groupe
des matrices inversibles de M, (R) et I, la matrice identité de M, (R).
On considere 'ensemble D des matrices A = (a;j)1<ij<n € Mn(R) vérifiants

n
a; > Y laj|, pourtoutie {1,2,...,n}.
2

1. Pour p € {1,2,...,n}, on consideére I'application f, définie par

n
A= (@ij)i<ijcn > App — }:1 |ay;l
]:
j*p
(a) Montrer que, pour tout p € {1,2,...,n}, 'application f, est continue sur M,(R).
(b) En déduire que D est un ouvert de M,(R).

2. Soit A € D et X € M, 1(R) tels que AX = 0. Montrer que X = 0. (On pourra considérer la
composante de valeur absolue maximale du vecteur X). En déduire que D C GL,(R).

3. Montrer que D est une partie convexe de M, (R).

4. Montrer que I'application

det: Mu(R) — R
A — det(A)

est continue.
5. En déduire que det(A) > 0, pour tout A € D.



Concours Mathématiques et Physique Epreuve de Mathématiques I Page 2 sur 5

n
6. Soit A = (ajj)1<ij<n € Mn(R) telle que : a;; > E |aij|, pour tout i € {1,2,...,n}.
=
Montrer que det(A + ¢l,) > 0, pour tout ¢ > 0. En déduire que det(A) > 0.

Probléme

Dans ce probléme, on désigne par @ la fonction définie sur |—oo,1[ par

45
+ ——— s8it#£0.

sit=0.

N = | =

Partie 1 (1,5 points) : Préliminaires

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

n
;
1. Montrer que la suite (), .~ définie par 7, = —In(n) + ) 7 pour tout n € N*, est conver-
k=1
gente. On note < sa limite.

400
2. On pose pour tout x >0, I'(x) = /0 Pla=tag,

(a) Montrer que I est bien définie sur R* et que, pour tout x >0, I'(x + 1) = xI'(x).
(b) En déduire que, pour tout k € N, I'(k+1) =k!.

Partie 2 (5 points) : Etude d’une intégrale

1. (a) Montrer que ® est une fonction continue sur |—oo,1][.

1

1
(b) Montrer que / & (t)dt converge. On note | = /0 D (t)dt.

0
2. Soit £ > 0.

+oo p,—at
t

+oo ,—ut +o0 p—U
/ € dt= / ¢ _du.
€ t e u

+o0 p—at _ p—pt

(b) En déduire que, pour tout & > 0 et g > 0, I'intégrale / ————t———dt converge et
£

(a) Montrer que, pour tout « > 0, l'intégrale / dt converge et
{4

t= —du.

+o0 p—at _ p—Pt ¢B o=
T
/e t ex U

3. Soient a et B deux réels strictement positifs.

. ef o~ U
(a) Montrer, a 'aide d’'un encadrement, que lim ¢ _du= ln(g)
e>0TJew U
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+oo p—at _ e—ﬁt

(b) En déduire que / dt converge et déterminer sa valeur.

0 t
e ¥ . 1—e

1= e_uh(u)du, ouh(u)=1-

Indication : On pourra effectuer le changement de variable = —In(1 — ¢).

5. (a) Pour tout n € IN*, on pose 9y, : ]0,+oo[ = R, u +—> h(u)e ™.
Montrer que 1, est intégrable sur ]|0,+oo[. Et que

+o0
4. Montrer que | = / , pour tout u > 0.
0

+o0 5
/0 |y (u)|du = —1;+]n(n)—ln(n+1).

(b) En déduire que | = 7.

Partie 3 (3 points) : Développement en série entiére de
On consideére la suite de fonctions définies sur [0,1] par

x(1—x)---(n—x)

ug(x) =xetVn 21, up,(x) = CESH

, pour tout x € [0,1].

1
1. Montrer que, pour tout x € [0,1] et tout n € IN, 0 < uy (x) < e

En déduire que la suite de fonctions (1), converge uniformément vers la fonction nulle
sur [0,1].

2. Montrer que, pour tout t € |-1,1|,
1
1— / (1— 1) dx = 1@ (¢).
0
3. (a) Soit x € [0,1]. Justifier que, pour tout ¢ € |—1,1],
—+o0
(1=t)" = 1= upq(x)t".
n=1
(b) En déduire que, pour tout ¢ € |—-1,1],

+oo 1
O (t) =) ant", oa, = /0 Uy (x)dx.
n=0

+00
4. Montrer que v = Z ;—%. (On pourra considérer une primitive de ® sur |—-1,1)).
n=>0

Partie 4 (6 points) : Formule de type Taylor et applications
Dans toute la suite, on considére une fonction f: Rt — R vérifiant la propriété

JA>0et B R tels que Vt € R : |f ()] < AeP.
1. Soit n € IN*.
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(nt)"
-

(a) Montrer que, pour tout t € RT, la série E f ( converge absolument.
k>0

On pose alors, pour tout t € R,

fu(b) = "“Zf( ) .

(b) Montrer que la fonction f, est continue sur R™.

2. On fixe x un réel strictement positif, on considére une suite (Xj);c- de variables aléa-
toires indépendantes sur I'espace probabilisé ((}, 7, P) et on suppose qu’elles suivent toutes
la loi de Poisson de parameétre x.

Pour tout n € N*, on pose S, = X1 + - - + Xj.

(a) Montrer que S, suit la loi de Poisson de parameétre nx.

(b) Déterminer 'espérance E (Sn ) de % et en déduire que E ((i" — x)2> = %

(c) Montrer que f (%) admet une espérance finie donnée par E ( f (S—n'k)> = Fula):

3. Dans cette question, on fixe n € IN* et x un réel strictement positif. On suppose que § <0
et que f est continue en x.

(a) Soit e > 0.

i) Montrer qu'il existe « > 0 tel que, pour tout t € R*,

()~ F@ <25 (2P +5

ii) En déduire que A
falx) = F <2557+ .

(b) Montrer alors que

n k
e = tim e G

n—+oo n

k
4. Dans cette question on fixe n € N* et on suppose que la série Z f (;) converge absolument.
k>0
Montrer que

[ et = 2 ¥ £

Dans la suite, on suppose que f est continue sur R* et que g < 0.

k
5. Montrer que, pour tout n € N*, la série ) _ f (E) converge absolument.
k>0

6. Montrer qu’il existe ny € N* tel que n(eg -1)< g, Vn > ng. En déduire que

|fn(x)] < Ae¥*, VxeR*,Vn> n.
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7. Montrer alors que f est intégrable sur R et que

1

+00
JARICESR N Wil

8. En appliquant le résultat de la question précédente & une fonction f bien choisie, montrer

que
y=lim_ (ln(l——e 7+ Z;n(en _1)>

Fin de Pénoncé



