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Questions préliminaires

1. (a) e SoitkcINetXecker(M—al,)k.Ona
(M — L)X = (M — o) (M — al,)*X = 0.

Donc X € ker(M — «I,,)1.

e La suite d’entiers naturels (dimker(M — aI,)")icn est croissante et majorée par
n, par suite elle est stationnaire. Ainsi,

3p € N/Vk > p,dimker(M — «I,)* = dimker(M — aI,,)P.
Puisque pour tout k > p,ker(M — al,)? C ker(M — aI,,)* alors

Vk > p,ker(M — al,)* = ker(M — al,)".

(b) Montrons le résultat par récurrence.
Soit i € N* et HR(i) : ker(M — al,)% = ker(M — aly,)*o*.
e Initialisation : Par hypothése, ker(M — aI,,)k0 = ker(M — «I,)**. Donc HR(1) est
vraie.

e Hérédité : Soit i € IN*. Supposons que HR(i7) est vraie et montrons que HR(i + 1)
est vraie.

On sait déja que ker(M — al,)* C ker(M — aI,,)ko+i+1,
Réciproquement, si X € ker(M — al,)***1 alors

(M — al,)X € ker(M — I, )koti o ker(M — al,)%.
1

Ainsi, X € ker(M — al,)"*! = ker(M — «I,,)".

(c) Notons ypy(X)= [I (X —A)"™,le polyndome caractéristique de la matrice M.
/\ESPC (M)

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, C" =ker x»;(M). De plus, d’apres le lemme
de décomposition des noyaux, on a

kerxym(M)= & ker(M—AL,)™.
)\ESpc(M)
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D’ou le résultat.

(d) Notons Ay,...,A;, les valeurs propres complexes distinctes de M.

e Supposons que M est diagonalisable dans M,,(C). Dans ce cas, il existe une ma-
trice Q € GL,(C) telle que

M = Qdiag(Mlyy s Apli, )Q "
Ainsi,
M =Ml = Qdiﬂg(ozvfmAl () (A2 = A1) Dy vy (Ap = A1) Iy )Q™

et
(M = A1)? = Qdiag Oy, (€ (A2 = A1) Iy, s (Ap = A1) 2Ly JQ .

D’ou, dimker(M — A1l,,) = m), = dimker(M — A1)
Comme ker(M — A1) C ker(M — Aq1,)? alors ker(M — AqI,) = ker(M — Aq1,)2.
De la méme maniére, on montre que ker(M — A;I,) = ker(M — A;I,)? pour tout
i€ [1,p].

e Supposons que pour tout A € Spc (M), ker(M — Al,) = ker(M — Al,)2.
D’apres la question 1-b, on a :

VA € Spe(M),Vk € N*, ker(M — AL,) = ker(M — AI,)E.
En particulier,
VA € Spec(M), ker(M — AL,) = ker(M — AL,)"™.
Ainsi, d’apres la question 1-c, on a

C'= P ker(M—AlL).
A€Spe(M)

La matrice M est alors diagonalisable dans M, (C).

n n
2. (a) Notonsu= ) uperetv= ) vier. Ona
k=1 k=1

n n
<U,v>= Z Zukvl < ey e >=' UMV,
k=11=1

avec U = Matg(u) et v = Matp(v).

(b) La matrice M est clairement symétrique.
Si U € R"\ {0} alors 'UMU =< u,u >>0avecu € E\ {0} tel que U = Matg(u).

3. (a) D’apres le théoréme spectral, la matrice S est diagonalisable dans M, (IR). On consi-
dere alors A une valeur propre de S et U € R" \ {0} un vecteur propre associé. On a
alors

AMuu =tusu =0 et'uu +0.
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Donc, A =0.

(b) La matrice S est diagonalisable dans M, (R) et Spr(S) = {0}, donc S = 0.

Partie I : Cas ou A est diagonalisable dans M, (C) et a valeurs propres imaginaires

A-Exemple

1. On a A% = —I,. Ainsi,

Vk e NVt € R, (tA)** = (=1)F?FL, et (tA)ZFH = (—1)k2kH1 A,

2. Soitt € R. On a

_|_

0 (tA)Zk +oo (tA)zk—i—l +00 (_1>kt2k +00 (_1)kt2k+1 cost —sint

tA _ B _
= Lo TR @ e e A

=

sint cost

x
3. Soit ¢ une solution de (E). Il existe alors Xy = € C? tel que :

xcost — ysint
VtER,(t) = e Xy = y

xsint + ycost

Par suite, pour tout t € R, ||¢(f)]|l < |x| + |y|. La fonction ¢ est alors bornée sur R.

B-Généralisation

1. (a) Ona
Nk Ak

tAyys .
e V—( lim ZT

)WV,
N»—>+ook:0

Comme l'application M, (C) — C"; M — MYV est continue car elle est linéaire sur un
espace de dimension finie, alors

li — )= 1 —) V).
Par suite,
N tkAk N tk)Lk N tk)\k

tA = 1 _— = i _ = 1 _ e tA
¢ V_Nlbi{—ri—loo(kg0 k! V) Ngr—r&-loo(k;) k! V) (Nlig}ook;) k! )V erv.
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(b) Comme dim Sg = n, il suffit de montrer que la famille (¢3, ..., ¢,) engendre Sg.
Pour tout k € [1,n], px € Sk.
Soit @ une solution quelconque de (E). Il existe alors X € C" tel que ¢(t) = ¢4 X.
Comme (V4, ..., V,;) engendre C", alors

X — 061V1 + ves + “nVn,

ou «1,...,&, sont des scalaires.
Par suite, pour tout t € R, on a :

p(t) = a1V + o+ aetV, = a1V £+ et

On déduit que
Q=19 + ...+ Ky Py.

D’ou le résultat.

(c) Soit ¢ une solution de (E) et ||.|| une norme quelconque sur C".
Il existe des scalaires «q, ..., a; tels que

n
VEER, ¢(t) = Y are™ V.
k=1
Ainsi,

n
VEER, ()| < Y o] | Vie]|-
k=1

La solution ¢ est alors bornée sur R.

2. (a) Soit ¢ la solution de (E) définie par
Vt € R, (t) = eV = e V.

Par hypothése, la fonction ¢ est bornée sur R. Comme |¢(t)| = e!Re(M)|| V]|, alors
Re(A) = 0.

(b) 1i. Pour toutt € R, on a

+00 tk
A = et (A" M)y = o (w 4 A — ML) w + kgzﬁ(A — AL)*w) = e (w + tv).

ii. Par hypothese, la solution de (E), ¢(t) = e!Aw est bornée sur R. Si v # 0 alors
lp()l] = e [t + to]| = [+ to]| > +o0,t — +oo.

Ce qui est absurde. Par suite, (A — AL,)w = 0.
On a montré alors que ker(A — AL,)? C ker(A — AlL).
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iii. D’apres la question précédente, on a
ker(A — AL,) C ker(A — AL)% C ker(A — AL).
Ainsi,
VA € Spc(A), ker(A — AlL) =ker(A — AL

D’apres la question 1-d de la partie préliminaire, la matrice A est alors diagona-
lisable dans M, (C).

C-Application

1. On a

N (—A)k

— 1 — — 1 — —A: A —1.
Ni)IEoo Z k’ N'—H—oo N»lg—lookgo k! ¢ (e )

Par conséquent, la matrice e est orthogonale.

2. SoitseR.On a: o
lesAU||? =t U esAes AU

Comme sA € AS,(R) alors ¥4 € O,(R). Ainsi,

leu)? =" au = |julf*.

3. D’apres la question précédente, si A € AS,(IR) alors les solutions de (E) sont bornées sur
R. Par suite, d’apres la partie précédente, A est diagonalisable dans M, (C) et Spc(A) C
{ia,a € R}.

Partie II : Cas ou les valeurs propres de A sont de parties réelles strictement néga-
tives

1. Soit A une valeur propre de A et V un vecteur propre associé. On considere ¢ la solution
de (E) définie par
VtER,p(t) = eV =MV,

Par hypothese, e!ReMV) ||V || = ||¢(t)]| — 0,t — +o0.
Ainsi, Re(A) < 0.

2. (a) Ona
Vi e [1,71,Vk > m;, (A — AiL)*U; = 0.
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Ainsi,

HA-Al) mi—1 4k +oo 4k mi—1 ik
e Ui_ZH(A AInUJer'A /\IH)U_ZH

k=m;

(A= NI)FUs.

(b) Pourt€R,on a:

m;—1 ,k
—
et AU, = AT NI A, = ot }; 1 (A= Ail) U,

(c) Soitie[1,r] et k € [[0,m; —1].
Comme I'application linéaire C* — C"; X — (A — A;1,)*X est continue, alors il existe
une constante C;; > 0 telle que :

VX € C"[|(A = Aila) X < CiilIX].

On pose alors C = max{Cy,i € [1,r],k € [0,m; — 1]}.

(d) e Soitt€R.Ona

m;—1 tk Mk
oAU = 1 3 (4 = ity < ¢ YU
k=0

Tl (A = AiL) U .

En utilisant la question précédente, on obtient

e

m;—1
. - m; — 1 _
le"ALE|| < eReli CZ ||U||<etR“ )CZ< lk >|t|"||llz|| Ce e (14 |11y
k=0

e Comme U = Uj + ... + U, alors
e u| < Z e U] < ZCetRe A+ ()™

i=1 i=1

Comme m; < n pour tout i € [1,r], alors

1<i<r

r
le" ]| < C(1+ [¢)" 1 (3 €M) max i
i=1

(e) Comme Re(A;) <0 pour tout i € [1,7], alors tlirin (14 [¢])*TetRe(hi) = 0.
400

On déduit alors que
YU € C", lim |[e4U]| = 0.
t— 00

3. (a) La fonction t — (1 + |t])"1efRe(Met st continue sur R, et tend vers 0 lorsque ¢ tend
vers +oo. Donc elle est bornée sur R, .
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(b) D’apres la question précédente, il existe une constante C; > 0 telle que

r
Vt>0 1—|—|t| n—1 ZetRe 1—|—|t| n 1 ZetRe —tagcle—at.
i=1

Par suite, ,
YU € C"Vt € Ry, ||letAU|| < Ce ™™,

avec C = CG.

Partie III : Application a ’équation de Lyapunov

1. Soit (U,V) € R" x R". Soit a > 0 vérifiant Re(A) < —a pour tout A € Spc(A). D’apres la
partie précédente, on a

AU < Cre™ et [|eAV]| < Cpe~

ou C; et C, sont des constantes.
Ainsi, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

| < et U, etV > | < [l AU || eV || < C1Coe™ 2,

—2at

Comme la fonction t +— e est continue sur [0,+oo[ et e72* = o <t2> alors elle est

t>-+oo
intégrable sur [0, +oo].

On conclut alors que t < e!4U,e!4V > est intégrable sur [0, +o] et que ® est bien définie.

2. e Il est clair que @ est une forme bilinéaire symétrique positive.

e Soit U € R" tel que ®(U,U) = 0. Dans ce cas, la fonction t — ||e!AU||? est continue,
positive et d’intégrale nulle, donc pour tout + > 0,¢!4U = 0. En choisissant f = 0, on
trouve que U = 0. Ainsi, ® est définie.

On conclut alors que ® est un produit scalaire sur IR”.

3. ¢ Premiére méthode

Comme P est bilinéaire et Idg: : U — U est différentiable alors g est différentiable et
ona:VvVUeR"VH € R",

dq(U).H = ®(dIgs (U).H,U) + ®(U,dIg:(U).H) = ®(H,U) + ®(U,H) = 2&(U, H).

¢ Deuxiéme méthode

Soit ¢ : R" - R" x R",U + (U,U). Comme g = P o i, O et ip sont différentiables alors
q est aussi différentiable et on a : VU € R",VH € R",

dg(U).H = dd(p(U)).(dyp(U).H) = d®(U,U)(H,H) = ®(U, H) + ®(H,U) = 2&(U, H).

e Troisieme méthode
Soit (U,H) e R"" xR".On a:

g(U + H) — q(U) = (U, H) + ®(H,U) + d(H, H).
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Par équivalence des normes en dimension finie, ®(H, H) < B||H||. Par suite,

S(H,H) = of|H]).

On conclut que g est différentiable et que dq(U).H = (U, H) + ®(H,U) =2d(U, H).

4. Pour tout t € R, f(t) =< e"4U,e' U >. Comme la fonction t — e!AU est dérivable sur R et
sa dérivée est la fonction t — AefAU alors f est dérivable sur R et on a :

VtER, f/(t) =< Ae AU, e U > + < U, AU >=2 < Ae!AU, e U > .

5. On sait que 0 < f(t) < Ce 2 avec C > 0 et a > 0. Par suite, tlir}rn f(t) =0. On déduit alors
— 00
que :

2o(u,Au) = [ (it =—(0) = ~ul,

6. (a) On munit R" du produit scalaire ®. En appliquant la deuxiéme question de la partie
préliminaire, on a :
Y(U,V)eR" x R",®(U,V) ='UBV.

En particulier, pour tout U € R”, on a
d(U,AU) =" UBAU.
Par suite, pour tout U € R", on a
20(U,AU) = ®(U,AU) + d(AU,U) =" UBAU +' (AU)BU =' UBAU +' U'ABU.

On conclut que, —UU = —||U||> = 2® (U, AU) =! UBAU +! U'ABU.

(b) Toujours d’apres la question 2-a de la partie préliminaire, la matrice B € S, .
D’apres la question précédente, on a :

YU € R"U(BA+' AB+1,)U =0.

Comme la matrice BA +' AB + I, € S,,(R) alors d’aprés la question 2-b de la partie
préliminaire, BA +! AB + I, = 0. D’ou le résultat.



