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Exercice

1. (a) Soit p € {1,2,...,n}. Pour tout 1 < j < n, l'application A |a,,| est continue comme
composée de deux applications continues. Par suite, f, est continue comme combinai-
son linéaires de fonctions continues.

(b) Comme ]0,0[ est un ouvert de R et, pour tout p € {1,2,...,n}, f, est continue alors
n
f;l(]O,oo[) est un ouvert pour chaque p € {1,2,...,n}. Donc D= fp“l(]o,oo[) est un
p=1

ouvert de M, (R) comme intersection finie d'ouverts de M, (R).

n
2. Soit X ="F(x1x2++ %) € My1(R) tel que AX = 0. Donc, pour tout i € {1,2,...,n}, L 4;%j = 0.
=1

Soit ip € {1,2,..,n} tel que |x;| = max |;]. On a |x;,| = 0 car, sinon :
Sisn

n n n
|3igig| [ i) = | = 1 i S D aig] %] < ( 2 ol lxiol) < |8 | [ i
j=T#io j=1#i j=1,7#ip
qui est absurde. Du fait que max x;| = |x,| =0, on déduit que x; = 0, pour tout i €
SisH

{1,2,...,n}. Par suite X = 0.
Soit A € D. Alors, d’aprés le résultat précédent, ker A = {O Mn,l(]R)} . Donc 0 n’est pas une
valeur propre de A et, par conséquent, A € GL,(R). Il s'ensuit que D C GLn (R).

3. Soient A = (aii)1<ij<n'B = (b,-]-)1<i].<n eDette[0,1]. Pour chaque1<i<n:

tagg+ (1= )by > £ ag| + (1 — ) 1 byl = 1 (tag] + | (1= O0by]) 2 L[ty + (1=
j#i j# j# j#i

Ce qui montre que tA+ (1 —t)B € D.

4. La fonction det est une fonction polyndmiale en les coefficients de la matrice A. Ce qui
justifie la continuité de 'application déterminant.
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5. Comme D est convexe alors D est connexe par arcs. De plus, 'application det est continue
donc 'image det(D) de D par 'application det est un intervalle de R. Puisque, d’apres
la question 2-, D C GL, (R) cette image ne contient pas 0 . Par suite det(D) C R} ou
det(D) C R*. Or I, € D et det(Iy) = 1 > 0 donc det(D) C RY}. On en déduit que det(A) >0
pour tout A € D.

n n
6. Soite >0.0Onaa; > Y |a;| donca; +¢€> y laij], pour touti€ {1,2,...,n}. Donc A+el, €D
j#i j#EL

j=1 j=1
et, par conséquent, det(A + el,) > 0. Ceci étant vrai pour tout € > 0, lorsque € —+ 0, par
continuité de application det on obtient det(A) > 0.

Probléme

Partie 1 : Préliminaires

1. Ona
1 5 1 1 1 1
=t = —2om-3), = 2o (gt o)
1 1 1
— Bt — ~s '—""'> .
72t o(n’-) n—+oo 212 .

Comme la série } i%f converge alors la série ¥ (-1 — Y») converge. Il s'ensuit que la suite
(Yn),, converge.

2. (a) Soit x > 0.
e i) La fonction t — t*71e~* est cpm sur R%.

(bodt
ii) Au voisinage de 0, #-le~t ~ 1 = Lo > O et ./o =5 converge (car 1 —x < 1) donc
1
/ =17t 4t converge.
0

+o% 4
iii) Au voisinage de +oo, #t¥~le™* — 0 donc *7le™t = o ('lf) Comme / 2
1

-

t—+4-00 t—++c0

+o0
converge et t% > 0 alors / t*~1e~tdt converge.
1

+00
1), ii) et iii) prouvent que /0 #*~1e7tdt converge.

e On pose, pour ¢ > 0, u(t) =t et v(t) =e~".
On a %i_%u (o) = tg&l u(t)v(t) =0 donc le crochet [u (H)v(£)]§™ existe et vaut 0.

+00 +o0
De plus /0 W (Ho(t)dt=x /(; t*~1e~!dt converge et vaut xT (x) . D’aprés la formule

Foo
d’IPP /0 u () v (¢)dt converge et

/ u(d @ar=[ @O~ [ T (o) d = —aT ().
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Comme /O oy (£)v' (t)dt = ~T (x + 1) on obtient la formule I'(x + 1) = xI'(x).

—+ea
(b) Pour k=0, T (0+1) :/ e~tdt=1=0!.
0
Soit k € N et supposons que I' (k+ 1) =k!. Alors

T(k+2)=(k+1)T(k+1)=(k+ 1kl = (k+1)L.

D’aprés le principe de récurrence, pour toutk € N, I' (k +1) =kl

Partie 2 : Etude d’une intégrale
1. (a) Lafonction @ est continue sur |—o0,1[\ {0}. De plus

1 In(1-f)+t_—t=3P+o(?)+t —F+o(1)

ln(l D~ Hn(I-f  H(-t+o(®) —1-}-_0(1) t~+02_©(0)'

()=

Donc & est continue en 0. On en déduit que P est continue sur |—oo,1].

(b) La fonction @ est continue sur [0,1] et prolongeable par continuité en 1 (Ifjn}d) (Y ==1).
.._-)
Donc [; () dt est convergente.

2. Soit e > 0.
(a) Soit e > 0.

—ut —at —at

e e
est cpm sur [¢,+o0[. De plus *—— =te~* — 0 donc =
t t—4o00 t t—too

* La fonction ¢ — .

1 +o0 Jf +o0 e—txt
0 (p) . Comme / 77 converge et 2 = 2 0 alors / 7 dt converge.
£ €

+eo p—ut +00 p—U
* Le changement de variable u = at montre que I (¢) = / ?u—rxdu = / Tdu.
204 Ex

too p—at +00 o= Bt
(b) Soient &, 8 > 0. D’aprés 2-(a) les intégrales / dtet / —-——dt convergent donc
g

+oo p—at - —Bt
/ -——t—-d t converge et
£

+oo ,—at __ ,—pt +o00 ,—at 4o ,— Bt
/ e = / il / €t
€ t £ t £ t
+oo bt 400 e—u
= / —~—du— / —du (d’apres 2-(a))
Ex u

eﬁ —U +o0 —u +oo ,—U
- [ [T [
ep u

Eﬁ e"u

= —au

e U
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3. (a) Supposons que a < B. Pour tout u € [ex, ef], = = i < Donc
u

ef o—¢B £ o~ EB p—En
/ i du < / —-du / = du.
ex U e U e U

E ~T1
e~fln <é> < / ﬁ-e——du <e *In <é> .
X e U 44

Comme lime~fIn (‘g) lime™%*In (E) In (é) alors lim ﬁ._e_"_du - (é)

£—0 e—0 e—0 U

Par suite

Ex p—U
Si B < « alors hrn P —u—du =In (%) et par conséquent

gﬁ -U —U
/ B s | il sy ln< ).—-m(-ﬁ-),
e U g U =0 B i

. [Pe B
Donc, dans tous les cas, lim —du=1In{ = }.

e=+0tJew U &

) e—le = e—ﬁt 0, —at e—‘Bf B e~
(b) D’apres 2-(b), I'intégrale / ————t————dt converge et / ————t—~—-—dt = / —u—du.
g

01

De plus, d’aprés 3-,

S0 it i —u
g et i = e Eﬁf——du:ln(é).

e—=0+ Je t =0+t Jen U
+oo p,—at _ ,—pt +00 o —ut —Bt
Donc / E ¢ converge et / ————E—dt =16 p .
0 t t ®
4. On effectue le changement de variable # = —In(1 — ¢), on obtient

J= / ( n(i= t)) = /Om (1 _1e-u - %) e~y = /0 . <1 1 —:—u> 1f_":~udu.

5. (a) Les ¢, sont intégrables sur ]0,+oo[. En effet
Sur ]0,1] : ¢y (u ) ~ h (u) e 0 donc ¥y, est prolongeable par continuité en 0. Donc 1y,

est intégrable sur ]O 1]
1 Y, s U_ o=t _ o~ (n+1) : - 1
Sur [1,+oo[ : u 1/’ (1) = ule™™ — ue™™ — ye u u:iwo etdoncy,(u) = o <§7> ;

U—r+4c0
Comme 1 — Ef est intégrable sur [1,+co[ alors il en est de méme pour .
Donc ¢, est intégrable sur ]0,+oo[. (Autres justifications est possibles). De plus
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[T mide = [ v

+o0 — —U
= / Z___l__i__-e_e—nudu
0 u

+o0 —(n+l)u _ ,—nu
- / (ﬂ” 1.2 2 ) du
0 u

—nu

+oo T G L
— / e”””du—%—/ du
0 0

Uu
1 n
- Z+1n(n+1>
= ~4In(m)-In(m+1). (+)

€ g 5 G b 5 : _ i
T == L ¢~ (série géométrique de raisone ¥ et 0 < e <
—e n=1

(b) Pour tout u >0, on a

1), par suite

+00 —-U +oo T
=/ 1ie_uh(u)du=/0 (Etpn(u)du

D’autre part,
i) Pour tout n € IN*, 1, est cpm et intégrables sur ]0,+oo[.

ii) La série de fonctions ¥ ¢, converge simplement sur ]0,+oo[ et sa somme
>1
_—
— est cpm.

$:10,4[ = R, uHh(u)

n+1 1 = T

iii) Comme / [P (u)|du = = — 1n( ) ~ 7 donc la série }, i [ (u)] du
converge. )

D’aprés le théoréme d'intégration terme a terme on en déduit que

J o /+m Jiot,bn Ydu = E/+w¢n(u)du

+o0
= Zlﬂn ~In(n+1)=lm ): +lnn) In(n+1))
+con171
N+1
= =ik lim In{—=)=
N—hﬂw; In(N+1)=_lim gy-ln(—F=)="

Partie 3 : Développement en série entiére de

1. Soit x € [0,1].
Pourn=0,0na0<ug(x) =x<1=1.
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Soit 7 € IN et supposons que 0 < uy, (x) < = n+1 Alors

(1=l l—a] (n+1—x) 1 (n+1-x) 1
Uns1 (%) = (n+2)! = n (%) m¥2) —ndl (5 Snyz

_1
= n+1

OnaVx €[0,1] et Vn € N, 0 < s (x) < 717. Comme 11 ST 0 alors u, — 0 sur [0,1].

D’aprés le principe de récurrence, pour toutn € IN, 0 < uy (x) <

Autrement : pour tout k € {1,2,.n} 0<k—x <k donc x(l —x)...(n — x) < n! par suite
Uy (%) < 27 . ‘

2. Soitt€]—1,1[. Comme 1 —t > 0 alors la fonction x — (1 — £)* est continue sur le segment
1
[0,1]. Donc / (1 — t)* dx existe et
0

L gin(1~1) 1! ¢
1‘/0 (1—t)ydx=1- {mh:l-&-m:t@(t)

3. (a) Pour x € [0,1], un développement en série entiére donne : V¢ € |-1,1],

_ px(x=1) . (x—n+1)
(1-t)* = 1+}:( ~1) — "
+°°x 1-x)..(n—-1-x (i
= 1-), ( )n(' )t”=1—2un_1(x)t
n=1 : n=1

(b) Pourte]-1,1],

1 1 +o0 +00
/0 (1-t)%dx= /O (1 ~ n;lun_l (x) t”) dx=1- /01 (EHHH (x)) tdx.

On pose v, (x) = t"u, 1 (x), x € [0,1].

i) Les vy, sont continues sur [0,1].

ii) Pour tout x € [0,1], [vn (x)] = tg—1 (%) |t|" < |#|". Comme ¥ |¢|" converge alors la série
de fonctions } v, converge normalement et donc uniformément sur le segment [0,1].

1
On en déduit que la série ). vn (x)dx converge et
n>1

+oo 01 1+ 1
Y Ovn dx—/ Evn dx—l—/(1~t)xdx=t®(t).

1 1
D’autre part, pour tout n € ]N*,/O vy (x)dx = (/0 Uy—1(x) dx) t". donc

= m(/ 1 ( dx)t”~t2(/ i ( dx)t” 1—~t2(/ hn x)dx)

n=1
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+ 1

On en déduit que, pour £ # 0, @ (t) = ) ( / Up (x) dx) t" et par continuité le résultat
n=0 \/0

reste vrai pour { = 0. Donc

Vte]-1,1], CD(t)—Zant” ouan—/ Uy (x)dx.

n=0

+o0
4. La fonction @ est DSE sur |-1,1[ et Vt € |=1,1[, () = ) _ ant". Comme F:]-1,1[~ R,
n=0

t
br=s / ¢ (s)ds est une primitive de @ sur ]—1,1] alors F est aussi DSE sur ]—1,1] et
0

+00 n+1 40 f”+1
Vel FO=FO)+ Lon—g = Loy

n=_0

tﬂ—H

Posons, pour tout n € N, g, : |-1,1[ — R, t —> a,

: Gn
Pour tout 7, g, (¢ .
1) Pour oungn()-t-jn+1

ii) Pour tout t € |-1,1],

n+1

1
(n+1)*

lgn (£)] <

n+1

( dx <
n+
_l_
1

<

Comme la série Zf_:}l—)T converge alors la série de fonctions }_ g, converge normalement et
n
donc uniformément sur |—1,1[.
+00
an

i) et ii) permettent de conclure que F admet une limite en 1 donnée par %i_n}lxl-‘ =¥, T
n=0

Or im F (¢) =/01<I>(t)dt=]='y,donc

t—1
P

n=0n+1'

’Y:

Partie 4 : Formule de Taylor et applications
1. (a) Soit t € R*. Pour tout k € N,

()t

g k
ot _, (nteh)
< Aefn T
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k
(nteg)

k!

Comme la série )
k>0
converge absolument.

k
k\ (nt
converge (série exponentielle) alorsla série ) _ f <;> (7;(')
k>0 :

+ k (”t)k —nt
(b) Pour tout k € IN, on pose 1 : R ———>1R,t+—+f(z> = nt
i) Pour tout k, u; est continue sur R*.
i) Soit [2,b] C R*. Pour tout f € [a,b],
%
i (£)| = ‘f lf

Comme la série ) alors Z uy converge normalement et donc uniformé-

f()()

k>0
ment sur (g,b]. Donc }_u; converge umformement sur tout segment de R™,
+o0
D’aprés 1) et ii) la somme f; = ) _ u; de cette série de fonctions est continue sur R*.
k=0

2. (a) Soit n € N*. Comme Xj,..., X, sont indépendantes alors pour tout ¢ € [-1,1],
Gs, (t) = Gx, (t) x ... x Gx, (t) = (Gx, (1)".

Or, pour tout t € [-1,1],

(t)_z —x( ) ol N . —xz( (t 1)x

=0

Done, pour tout t € [-1,1],

(t) _ ( x(t— 1)) enx(t—l)

Donc S, suit la loi de Poisson de paramétre nx.

(b) Soit n € IN*. Comme S, suit la loi de Poisson de paramétre nx alors

E(—S—n-> = 1E(Sn) Ertx—x
n n

n
Donc
2 2
(O e I
n n n n n
k
(c) Soit n € N*. On pose g : R* — R, t+— f (£). Comme la série }_ g (k) (k') e =

k>0
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Z f (n) nx) * converge absolument alors la famille
k>0

k
(K)P(Sn=kK))gen = (g (k) (nkx’) e“’”‘) est sommable. D’aprés le théoreme de
' keN

transfert, g(S,) admet une espérance finie donnée par

(3 (5)) = 30 T eon "‘"Zf() )—fn(x)

Donc f ( —51—1’1) = ¢(5,) admet une espérance finie donnée par
S
(52 o0

3. (a) i) Comme f est continue au point x alors il existe x > 0 tel que, pour tout f € R,

t—x|<a=|f(t) - f(x)] <
Donc, pour tout ¢ € RY,

sit—x|<a alors |f()—f(x)|< E<E+24(t—x)%,

sift—x|>a alors |f()) —f(x)[< |f(O[+]f ()]

Donc il existe « > 0 tel que, pour tout t € R,

F)—f) <z +22<t—x>2

ii) Comme 32(Q)) C R+, donc ‘f (_s#) f(x)! £+24 (énll - x)z. Par suite
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=5 = B (%) - f)] <klr (2) - £a)
< §+2§2-]E(%1— >2
Autrement,

h@-r@l = Er(E

Il
gk

>¢.
1l
o

IA il
018 Tps
T e
N N SR
RN = N K=
R
~
|
\.'_‘
~~
p—
N
=~ 8
-
2,
|
=
oY

E
Il
o

IA
Nk
e

%:E((iﬁ—x)z) =I§(§~x>zp(5n=k),

(0 -l < 5 +25%

a2n

donc

(b) Soit ¢ > 0. D’aprés la question précédente, il existe a > 0 tel que,

Vn €N, Ifu () - (D) < § +25%.

. Donc

Nm

Ax : . Ax
Comme 242 n_:)m 0 alors il existe un rang ng tel que Vn > ny, 2;55 <

+

=E.

N ™

v 2o, |fa (x) = f (x)| <

Nl m
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On en déduit que f, (x) — _)erf(x)

k
4. On pose, pour tout k € N, vy : [0, +00] — R, x — f (%) (nkx') g
i) Pour tout k € IN, vy est cpm sur [0,+o0].
-+00
ii) Y vy converge simplement sur [0, 4] et sa somme f,; = E vk est cpm sur [0, 0.
=0

iii) Pour tout k € N, hm X0y (x) = xngwf(k) K k“_e“”" Ocarn>0.Doncy(x) =

PEEO
0 (}7) . Comme x — ;f est intégrable sur {1,400 alors vy est intégrable sur [1,+o0[ et
donc vy est aussi intégrable sur [0,+o0].

iv) Pour tout k € N,
et = Jp(5)] [0 e L (1)

< f(5)]

Comme la série ) f ( ) converge absolument alors Y ( f0+°° |k (x)]dx) converge.
k>0 k>0

1), ii), iii) et iv) permettent alors d’intervertir les symboles ¥ et I

O+wfn (x)dx /+°° (Jiovk ) dx = :Z:;[)m vy (x) dx

k=0
- Zf( )/er(”}:)k —nx g,

- <> /y’ydx

—~1"k+1) Kl
)

" =0

i rerm=ti(5)

S
=k!

Il

k k ;
. Pour tout %, , f (%)! < Aefk = A( é) . Comme la série ) (eg> converge (série géomé-
k>0

trique de raison eé €[0,1]) alors la série }_ f ( ) converge absolument.
k>0

. *On alimn(eé —1) = B donc pour e = ——g il existe ng tel que pour n >ngona:

donc n(eg -1)< g
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* Pour tout x e RT

£(5)

(nx)k € Ae—nx—‘::< é\k (nkx) AenA(eg

/

() <o

!
k=0 k! k=0

B
D’aprés la question précédente, pour tout n > ny, nx(en —1) < = ﬂx On en déduit que, pour

tout n > ng, e”x("'” 1) < oF ot par la suite

Wi > g, Yx € RT 1|y (x)| < AeF¥.

7. Vue la question 4-, il suffit de montrer que f0+°° fn(x)dx T f (x)dx.

n—)-}-oo
i) Comme f est continue sur R* alors, d’aprés la question 3-b), fn iy f sur R*.
ii) Les f, et f sont cpm sur R.
i) Vn > ng, Vx eR* 1 |, (x)| < Aexp <§x> =¢(x).

La fonction ¢ est intégrable sur R* car 8 < 0.
D’aprés le théoréme de la convergence dominée, on peut déduire que les f, et f sont inté-

grables sur RT et que fo fn (x) dx fo

+ = lim 1
Donc f est intégrable sur R etf f(x)dx= n_ﬂ@ }:f( )

“X

8. D’aprés les questions 4- et 5- de la partie 2, y =] = / 7 4 e_xh(x) dx,ou h(x)=1-
0 -
1—e*

. Soit f: RT — R définie par

h(x) =e’x<-ljle-_—x——%), six#0.

fla)={ 177

3 six=0.

On a f est continue sur R™, puisque limof(x) = 1 = f(0). Posons g (x) = e*f(x); ona g est
X}
continue sur R et lim g =1, donc g est bornée sur R™. Il vient que |g(x)| < M et par la
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suite |f(x)| =e™*|g(x)| £ Me™*. En utilisant la question 7-,

—+o0
[ flx)ax

. 138 Ik
- Jtim 2 17 ()

=0

+00
= - limi 1 -];—Q-ZE_%( 1_k~ze’§>

in K
e
=—1n(1—e'%)

= nLiI—{I}oo gm‘l-ln(l“e'%)) .




