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Notations

Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

— M, (C) désigne I'algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans C.

— GLy(C) est le groupe des matrices inversibles de M, (©).

— La matrice identité et la matrice nulle sont notées respectivement I, et 0pm,(C)-

— Pour tous &1, ..., &y € C, on note par diag (1, ..., #x) la matrice diagonale D = (d), <ij<n
telle que, pour touti € {1,..,n}, di = a;.

_ Pour toute matrice M € M, (C), on note respectivement ‘M, rg(M) et Sp (M) la
transposée de M, le rang de M et son spectre.

— Pour tout ensemble fini E, card (E) désigne le cardinal de E.
+o0

— Pour tout M € M, (C), on note exp (M) = ¥ 4 M* Iexponentielle de la matrice M.
k=0

— On pourra utiliser librement le résultat suivant :
VM € M, (C), VP € GLy(C) et Va €C,
a) exp (P~'MP) = P~lexp (M) P.
b) exp (M) = *(exp (M)).

c) exp (aln) = exp (&) In.
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Partie préliminaire

d e
Soit Ne My, (C),deN*et P= Eaka'e C[X]. On pose
k=0

¢:R— M, (C),t— iakt"N" etP: R — M, (C),t—rexp(p(t)).
k=0

d
1. Montrer que ¢ est de classe C* sur R et que, pourtoutt€R, ¢’ (1) = L kagt*—1NF,
k=1
2. Montrer, par récurrence sur d € IN*, que i est dérivable sur R et que, pour tout
teR,
Y () =9 (O)p(t).
3. Montrer que ¢ est deux fois dérivable sur R.

Partie I : L’image de M, (C) par la fonction
exponentielle
Dans cette partie on se propose de montrer que 'image directe de M, (C) par la fonc-
tion exponentielle est égale & GL, (C) ; c’est a dire exp (M, (C)) = GL, (C).
1. Montrer que, pour tout M € M, (C), la matrice exp (M) est inversible.
On vient ainsi de montrer que exp (M, (C)) C GL, (C).

Dans la suite de cette partie on veut montrer l'inclusion réciproque.

2. Soit N € M, (C) une matrice nilpot.enf.e et A=1I,+ N. On pose, pour tout t € R,

: T
o=y, S it
k=1

(a) Montrer ¢ est de classe C* sur R et que, pour tout ¢ € R, (I, + tN)¢' (t) = N.
(b) On pose, pour t € R, () =exp (¢ (t))-

i. Montrer que  est deux fois dérivable sur R et que, pour tout ¢ € R,
(I, + tN)Y/(t) = Np(t) et (I, + tN)yp" (t) = 0.
ii. Montrer que, pour tout t € R, " (t) =0.
iii. En déduire que, pour tout t € R, (t) = tN + I,.
(c) Montrer alors qu'il existe B € M, (C) telle que exp (B) = A.

3. Soit N € M, (C) une matrice nilpotente, A € C* et A = Al, + N.
En remarquant que A = A(I, + 1 N), montrer qu’il existe B € M, (C) telle que
exp (B) = A.
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4. Soit A € GL,(C). On rappelle qu'il existe P € GL,(C) telle que

(Al ', P \
0 A,
Aep-d ? P,
: 0
\0 cer 0 Ak)

ol les matrices A;, j € {1,...,k}, sont de la forme AjI,,f + Nj avec nj € N*,
N; € My, (C) est une matrice nilpotente et A; € C*.
En déduire qu’il existe B € M, (C) telle que exp (B) = A.

5. Montrer alors exp (M, (C)) = GL, (C).

Partie II : Une caractérisation du rang d’'une
matrice carrée

Pour tout M € M,, (C) et tout R € GL, (C), on pose og (M) = {A € C* : AR — M ¢ GL,,(C)}

1. Montrer que, pour tout M € M, (C) et tout R € GL,(C),on a
(a) og (M) =5Sp (R"IM) NC*.
(b) rg (R7IM) = rg(M).

2. Soit M € M, (C) et r =rg (M).

(a) Montrer que, pour tout R € GL, (C), og (M) est un ensemble fini et

card (og (M)) <.
(b) Montrer qu’il existe P,Q € GL, (C) telles que M = PDQ avec D =diag(1,2,...7,0,...0).
(¢) Montrer que card (0pg (M)) =r.

3. Montrer alors que, pour tout M € M, (C), rg(M) = = [C[;\LmaJEC) card (og (M)).
€

4. Soit M € M, (C) une matrice non inversible et r = rg (M).

(a) Montrer qu’il existe P,Q € GL, (C) telles que M = PNQ ou N = (n;)
avec

1<i,j<n

1l sij=i4+leti<r
n,‘j= .
0 sinon.

(b) Montrer que cpg (M) est vide.

5. Montrer que, pour tout M € M, (C), M¢GL, (C) < " r(r;il;rtc)card (or (M)) =0.
€
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Partie III : Conservation du rang VS conservation
de l'inversibilité

Soit U € £ (M, (C)) un endomorphisme de M (C).

On dit que U conserve le rang si et seulement si, pour tout M € My, (C),

rg (U (M)) =g (M).

On dit que U conserve l'inversibilité si et seulement si, pour tout M e GL, (C),

U (M) € GL4 (C).

Le but de cette partie est de montrer que

U conserve le rang si et seulement si U conserve l'inversibilité.

1. Montrer que si U conserve le rang alors LI conserve I'inversibilité.
Dans la suite de cette partie on suppose que U conserve I'inversibilité.

2. Soit M € M, (C) une matrice non inversible.
(a) Soit R € GL, (C) et A € C* tels que AR — M € GL, (C).

Montrer que AU (R) — U (M) € GL, (C).

(b) En déduire que U (M) est non invesible.

3. Montrer alors que, pour tout M € M, (C), M € GL, (C) <= U (M) € GL4 (C).

4. Soit M € ker U. En remarquant que, pour tout R € GL, (C) et tout A € C*,
U (AR — M) = AU(R), montrer que rg (M) = 0 puis que M =0.

5. Montrer que U est un automorphisme de M, (C).
6. Montrer que LI~! conserve P'inversibilité.
7. Soit M € M, (C) de rang r et S € GLy (C) telle que card (05 (M)) =r.

(a) Montrer que card (cru(s) (U(M))) =7.
(b) En déduire que rg (M) <rg(U(M)).

8. Montrer que rg (U (M)) =rg(M).
9. Conclure.

Partie IV : Endomorphismes de M, (C) qui
commutent avec ’exponentielle
Pour toutes matrices P, Q € GL,(C) on note ®p o et ¥p  les endomorphismes de M, (C)

définis par
VM € M, (C), ®p (M) = PMQ et ¥po(M) =P ‘MQ.

1. Montrer que ®p et ¥p g conservent le rang.
On admettra dans la suite, que la réciproque du dernier résultat est vraie :

Si un endomorphisme U de M, (C) conserve le rang alors il existe P,Q € GL» (C)
telles que

U=®pgoul="Tpg.
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. Montrer que l’andbmorphjame U de M, (C) conserve l'inversibilité si et seule-
ment si, il existe P,Q € GL, (C) telles que U = ®pg ou U =¥p .

On dit que I'endomorphisme LI de M, (C) commute avec Pexponentielle si et
seulement gi

VM € M, (C), U(exp (M)) =exp (U(M)).

. Vérifier que, pour tout P € GL, (C), ®pp-1 et ¥pp-1 commutent avec Pexponen-
tielle. B

. Soit U un endomorphisme de M, (C) qui commute avec exponentielle.

(a) Montrer que U conserve Pinversibilité.
(b) Montrer que U(I,) = I,. '
(c) En déduire qu'il existe P € GL, (C) telle que U = ®pp1 0u U=¥pp1.

. Déterminer alors tous les endomorphismes de M, (C) qui commutent avec I'ex-
ponentielle.

* Fin du sujet x
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i Partie préliminaire (10 pts) ]

d
Soit N € M, (C),de N* et P= ) 4 X* € C[X]. On pose
k=0

d
@:R— M, (C),t—r Zakt"N" et P: R — M, (C), t—>exp(g(t)).
k=0

d
1. (3 pts) Montrer que ¢ est de classe C* sur R et que, pour tout t € R, ¢/ (£) = ¥ kayt*~IN*,
k=1

Posons, pour tout k € N, Nk = (n(“.)

i, )1@_’}_5" .Alors, pour toutt € R, ¢ (t) = (‘p,‘,,- (t)) 1<ij<n ot ;;(t) =

d
) aktkngl . Comme les ¢;; sont des fonctions polynémiales alors elles sont de classe C*® sur R e,
k=0 '

d
pour tout t €N, ¢ (t) = L kakt"‘ln}?. Donc ¢ est de classe C* sur R et, pour tout £ € R,
’) k:l ’

; o 4 1 4, ik
(0] (f) = (¢i"i(f))‘l<fj<n = ;kaktk n,-”,. = Zkﬂkfk N*,
s V) =1

1<ij<n k=1

2. (5 pts) Montrer, par récurrence sur 4 € IN*, que ¢ est dérivable sur R et que, pour tout { € R,
P(t)=q" () p(t).

*¥)Pourd =1: P = ap+ a; X done, pour tout t € R,

Y(t) = exp(aply +aitN)
= exp(aoly)exp (a1tN) (car les matrices agl, et a;tN commutent)

e"exp (ta;N).
On en déduit que 1 est dérivable sur R et que, pour tout t € R,
¢’ (t) = e"a;Nexp (tayN) = a1 Ny (t) = ¢’ (1) ¢ (t).

Donc le résultat est vrai pourd = 1.
d+1

*#%) Soit d € IN* et supposons que le résultat est vrai pour d. Soit P = Z X eC [X], alors, pour
k=0

tout f € R,

d+1
Y = exp( ) aktka)
k=0
d
= exp Zakt"N“ F By 11 Nd“)

k=0

d d
= exp (Z akt"N") exp (ﬂdﬂtd“Nd“) (car ) at*N* et az 1t 'N“*! commutent).
k=0 k=0



d
D’aprés I'hypothése de récurrence i; : t —s exp (Eakrk N") est dérivable sur R et, pour tout
k=0
teR,

!P; (5= (Zd: kﬂkfk_lNk) exp (i ﬁktka) .
k=1 k=0

D'autre part I'application ¢ — ¢4+ est dérivable sur R et u — exp (ua;. N4+1) est dérivable
sur R donc, par compostion, I'application 1 : ¢ — exp (a4 N%*1) est dérivable sur R et sa
dérivée est I'application f +— (d + 1) 2, N exp (#4124 N¥11),

Comme, de plus, I'application (Mj, M) — M; M, est bilinéaire alors 'application t — 1 () (8) =
i (t) est dérivable sur R et

P = et + (D ()
= (ikaktk_lNk) exp (i akt"N") exp (fd+1ﬂd+1 Nd--i-l)

k=1 k=0

I

d
+exp (Zakt"N") (d+1)t%a3, N exp (td”adHNd“)
k=0

d d
_ (E ka < INK 4 (d+1) tdﬂdHNd-}-l) exp (Zﬂkkak) exp (td+1ad+INd+1)
k=1 =0

d+1 d
( ¥ kaktk“lNk) exp (Z at N + td“adHNd“) (ces matrices commutent)
k=1 -0

¢ (t)exp (@(1))

= @' (t)p(t).

donc le résultat est vrai pour I'ordre d + 1.
D’apres le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout 4 € N*.

Il

............................

D'aprés la question précédente, y est dérivable sur R et ¢’ = ¢'yp. Comme ¢/ est dérivable sur R
(car ¢ est de classe C* sur R) et ¢ est dérivable sur R et I'application (Mq,M3) —> M1 M, est
bilinéaire alors ¢’ = ¢'¢y est dérivable sur R. En d’autres termes ¢ est deux fois dérivable sur R.

Partie I : 'image de M, (C) par la fonction exponentielle (27 pts)

Dans cette partie on se propose de montrer que I'image de M, (C) par la fonction exponentielle est

égale a GL, (C) :
exp (M, (C)) =GL, (C).

1. (3 pts) Montrer que, pour tout M € M, (C), la matrice exp (M) est inversible; en déduire que
exp (Mn_ (C]) & GLr: (C) "
Soit M € M, (C). Comme M et —M commutent alors exp (M)exp(—M) = exp (M + (—M)) =
exp (OM,,(CJ) = I,. Donc exp (M) est inversible (son inverse est exp(—M)). On en déduit que

exp (M, (C)) C GL, (C).
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Dans la suite de cette partie on veut montrer l'inclusion réciproque.
2. Soit N € M, (C) une matrice nilpotente et A = I,, + N. On pose, pour tout t € R,

= i (_lﬁknlr‘w".

k=1

(a) (4 pts) Montrer ¢ est de classe C® sur R et que, pour tout t € R, (I, +tN)¢'(t) = N.

D’apres la question 1) de la partie préliminaire, la fonction ¢ est de classe C* sur R et, pour
n
tout t €R, ¢’ (£) = ¥ (—1)* 1 *~IN¥ Donc, pour tout ¢ € R,
k=1

(In + tN)@' (t) = (In+tN) ): =1yt Yk
k=1

(1)1 -1(, 4 iN)N*

i
Ma

k

]
A

( k 1k—1pgk _ (_I)ktkN"“)

Il
M::

—

—1)IHINT - (—1)" N (téléscopage)
. (N"™1 =0, () car N est nilpotente.)

27T T

(b) On pose, pour t € R, ¢:(f) =exp (¢ (t))
i. (3 pts) Montrer que 1P est deux fois dérivable sur R et que, pour tout { € R,

(I + EN)Y'(t) = Ny(t) et (I, + tN)yp" (t) = 0.

D’aprés les questions 2) et 3) de la partie préliminaire, la fonction ¢ est deux fois dé-
rivable et, pour tout ¢t € R, ¢/ (t) = ¢’ (¢) ¢ (t). En utilisant la question 1) de la partie
préliminaire, on obtient, pour tout ¢t € R,

(I + EN)Y' () = (I + IN) ¢’ (£)  (£) = N (¢).

En dérivant cette derniére relation, il vient que, pour tout t € R, (L, + tN)y" (t) + Ny'(t) =
N/ (t). Donc, pour tout t € R, (I, + tN)yp"(t) =0

.............................

Pour t =0ona I, + tN = I, est inversible.

Pour ¢ # 0 on a det (I, + tN) = t"det (11, + N) = t"Py (—1) o Py désigne le polynéme ca-
ractéristique de N. Comme N est nilpotente alors Py = X" doncdet (I, + tN) =t (—1)" =
(—1)" # 0 par suite I, +tN est inversible.

On a alors, pour tout ¢ € R, (I, + tN) " (t) =0 avec I, + tN inversible, donc ¢"(t) = 0.
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iii. (2pts) En déduire que, pour tout f € R, ¢(t) = tN + I,
On a, pour tout t € R, ¢ (t) = 0 donc il existe C;,C; € M, (C) telles que, pour tout t € R,
() = tCy + Co. Comme ¢ (0) = exp (¢ (0)) =exp (UMN r_c)) = Iy alors G = I,. D'autre part,
pour tout { € R, (I, + tN)¢/(¢) = Ny(t) done, pour ¢ = 0, il vient que ¢'(0) = Ny(0) =N
donc C; = N. On en déduit alors que, pour tout t € R, ((t) = (N + I,,.

............................

(c) (2 pts) Montrer alors qu'il existe B € M,, (C) telle que exp (B) = A.

On a, pour tout ¢ € R, () = tN + I,. Donc A = I, + N = ¢ (1) = exp (@ (1)) = exp (B) avec
B:tp(l) EMH(C}

3. (3 pts) Soit N € M, (C) une matrice nilpotente, A € C* et A = A, + N. En remarquant que
A= MI, + 1N), montrer qu'il existe B € M, (C) telle que exp (B) = A.
Ona A = A(I, + £N). Comme la matrice +N est nilpotente alors, d’aprés la question précédente,
il existe B; € M, (C) telle que I, + 1N = exp (B;). D’autre part A € C* done il existe 6 € R tel que
A= |A|exp (i) = exp (In|A| +i8). On en déduit que

A = exp(In|A|+if)exp(B;)

exp (in|A] + i8) ) exp (By)

exp ((In|A| +i6) I, + By) , car les matrices (In|A| + i6) I, et B, commutent.
= exp(B) avec B=(In|A| +i8) I, + B; € M, (C).

4. (4 pts) Soit A € GL, (C). On rappelle qu'il existe P € GL,(C) telle que

(40 0 )

0 A W
A=p-1 4 P.

P 0

KU o 0 Ak)

o1 k € IN*, les matrices Aj, je{1,..,k}, sont de la forme Ajly, + Nj avec n; € N*, N; € M, (C) est
une matrice nilpotente et A; € C*.
En déduire qu'il existe B € M, (C) telle que exp (B) = A.

Soit j € (1,k); comme A; = A;l, 4 N, avee N; € M, (C) est nilpotente et A; € C* alors, d’aprés la
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question précédente, il existe B; € M, (C) telle que A; = exp (B;). Donec

(exp(Bl) 0 e 0 \
0 exp (B
A = p PR p
0
\0 0 exp(Bk)}
(/310 0\\ ( (310 o ) )
0 By ™. 0 B;
=P lexp P=exp | P! P
o o a)) L o womn))
(Bl 0 0 \
0 B . :
On déduit alors que A =exp (B) ot B = P~! Pe M, (C).
L
\ 0 0 B,,)

...............................

..............................

*) D’aprés la question 1) de cette partie exp (M, (C)) C GL, (C).
**) D’apreés la question 4) de cette partie GL, (C) C exp (M, (C)).
Donc exp (M, (C)) =GL, (C).

[Partia II : Une caractérisation du rang d’'une matrice carrée (20 pts) I

Pour tout M € M, (C) et tout R € GL, (C), on pose
or (M) ={A €C*: AR — M ¢GL, (C)}.
1. (2 pts) Montrer que, pour tout M € M, (C) et tout R € GL,,(C),on a
(a) o (M) =Sp (R"1M) NC".
(b) rg (R7'M) =1g(M).

Soient M € M, (C) et R € GL, (C).
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(a) Ona
or(M) = {A€C*:AR—M¢gGL,(C)}
= {AEC*:R(AL,—R"‘M)eGL"(C)}
= {AEC“:M,,—R_IMsEGL"(C)}

= Sp (R']M) ncC*.

(b) Comme R~ est inversible alors rg (R~'M) = rg (M).

..........................

2. Soit M€ M, (C)etr=rg(M).
(a) (3 pts) Montrer que, pour tout R € GL, (C), o (M) est un ensemble fini et card (g (M)) <r.

.........................

Soit R € GL, (C).
Si og (M) =@ alors card (o (M)) =0<r.

Siog (M) # @ alors og (M) =Sp (R™TM) N C* = {Ay,.., As} 0t Ay, ..., As sont les valeurs propres
non nulles de R~ M. Soient m;, ..., m. leurs multilicités respectives. On note aussi mg la multi-
plicité de 0 comme valeur propre de R~'M, (g =0 si 0 n’est pas une valeur propre de R ' M).
Alors

card (o (M)) =s <mj+...+mg=n—my <n—dim (ker (R'lM)) =1g (R‘lM) =rg(M).

.......................

Comme rg (D) = r = rg (M) alors il existe P,Q € GL, (C) telles que M = PDQ.

(c) (2 pts) Montrer que card (cpg (M)) =r.

Pour tout A € C*,
APQ — M¢GL, (C) <= P(AL,—D)Q¢GLy, (C)
— )lln = D e GLH (C)
< diag(A-1L,A—-2,.,A—7A,..A) ¢GL, (C)

= AE {1,'2,-..,r}.

3. (3 pts) Montrer alors que, pour tout M € M, (C),
M) = d (or (M)).
rg(M) = max_card (7e (1))

Page 6




Soit M e M, (C).

*) D’aprés la question 1) de cette partie, card (g (M)) < rg (M), pour tout R € GL, (C).

*¥) D’apres la question 2) de cette partie, il existe R € GL, (C) telle que card (og (M)) =rg(M).
*) et **¥) donnent le résultat voulu : rg (M) = Rergaq card (o (M)).

4. Soit M € M, (C) une matrice non inversible et r =rg (M).
(a) (2 pts) Montrer qu'il existe P,Q € GL, (C) telles que M = PNQou N = ("U)Hf;‘m avec

1 sij=it+leti<r

n,-j:
0 sinon.
( (r+1)€’ﬂ‘|8 \
o1 0 - 0 0 - 0
G %y A, 0 0 :
OnaN = ,donc rg(N) =r =rg(M).On en
0 v 0 1 0 0. P
0 0 0 0
Q s 0 g = P

déduit qu’il existe P,Q € GL, (C) telles que M = PDQ.

(b) (2pts) Montrer que opg (M) est vide.

Pour tout A € C*,
(’; 1 0 0 0 0\
0 A
A 0 0
APQ-M=P(AL,-N)Q=P| o ... .1 0 0 |QeGL,(C)
0 .0 0]
\ 0 0 0 - ;L)

Donc, opg (M) est vide.
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5. (4 pts) Montrer que, pour tout M € M, (C),

M i d M)) =0.
QGL"(C)‘::?RG%“{I}C)CM (o (M))

n

Soit M € M, (C).

—) Supposons que M ¢ GL, (C). D’aprés b) de cette question, il existe R € GL, (C) telle que

card (og (M)) = 0. Comme de plus, pour tout R € GL, (C), card (¢ (M)) > 0 alors ” %Ertc} card (er (M))
€GLy

0. |
<=) Supposons que i rélll;rkc)card (o (M)) =0. Donc il existe R € GLy (C) telle que card (0g (M)) =
£

0. Done Sp (R"!M) NC* = 0g (M) = @. En d'autres termes Sp (R~'M) C {0}. Comme Sp (R™'M) #
@ (car C est algébrique clos) alors Sp (R~!M) = {0}. En particulier la matrice R™'M n'est pas
inversible, et donc M n’est pas inversible (car R~! est inversible). Donc M ¢ GL, (C).

‘ Partie ITI ;: Conservation du rang VS conservation de 'inversibilité (27 pts) |

Soit U € £ (M, (C)) un endomorphisme de M, (C).

On dit que U conserve le rang si et seulement si, pour tout M € M, (C), rg (U (M)) =rg(M).
On dit que U conserve l'inversibilité si et seulement si, pour tout M € GL, (C), U (M) € GL, (C).
On veut montrer le résultat suivant :

U conserve le rang si seulement si LI conserve I'inversibilité.

1. (3pts) Montrer que si LI conserve le rang alors U conserve l'inversibilité.

Supposons que U conserve le rang. Pour tout M € GL, (C),

rg(U(M)) = rg(M) (car U conserve le rang)
= n(car M € GL,(C)).

Donc, pour tout M € GL, (C), U (M) € GL, (C). Cela signifie que U conserve Pinversibilité.

Dans la suite de cette partie on suppose que U conserve l'inversibilité.
2. Soit M € M, (C) une matrice non inversible.

(a) (2 pts) Soit R € GL, (C) et A € C* tels que AR ~ M € GL, (C). Montrer que AU (R) — U (M) €
GL, (C). -

Comme U conserve l'inversibilité et AR — M € GL, (C) alors U (AR — M) € GL, (C). Or, par
linéarité de U, U (AR — M) = AU (R) — U (M), donc AU (R) — U (M) € GL, (C).

(b) (8 pts) En déduire que U (M) est non inversible.

Comme M ¢ GL, (C) alors il existe R; € GL, (C) telle que, pour tout A € C*, ARy —M €
GLy (C). D’aprés a) de cette question, pour tout A € C*, AU(Ry) — U(M) € GLx (C). Etant
donné que U (R;) € GL, (C), on peut écrire oy g,y (U(M)) =D et, par conséquent,
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. I(I;EI}CJ card (o (U(M))) = 0. D’aprés la question 4) de la partie II) on peut conclure que
[ €] :

U (M) est non inversible.

------------------------

.......................

Soit M € M, (C).
=) Puisque U conserve l'inversibilité alors on a I'implication : M € GL, (C) = U (M) € GL, (C).
=) D’apres la question précédente, on a I'implication : M ¢ GL, (C) = U (M) ¢ GL, (C). Par
contraposition, on obtient I'implication U (M) € GL, (C) = M € GL, (C).
Donc on a ’équivalence voulue.

4. (3pts) Soit M € ker . En remarquant que, pour tout R € GL,, (C) et tout A € C*, U(AR— M) =
AU(R), montrer que rg (M) = 0 puis que M = 0,y (¢)-

........................

Pour tout R € GL, (C) et tout A € C*, U (AR — M) = AU(R) € GL, (C). Dong, pour tout R € GL, (C)
et tout A € C*, AR — M € GL,, (C). Par conséquent, pour tout R € GL, (C), or (M) = @. On en déduit

que

rg(M) = = {card (o (M))} = o {0} =0.

Comme toute matrice de rang 0 est nulle alors M =0, (¢

5. (2 pts) Montrer que U est un automorphisme de M, (C).

.......................

D’apres la question précédente, ker U = {0 M,(€) } et donc U est un endomorphisme injectif. Comme
M, (C) est de dimension finie alors U est un automorphisme de M, (C).

6. (2pts) Montrer que U~! conserve I'inversibilité.

Soit M € GL, (C), alors U (U™ (M)) = M € GL,, (C). D’apres la question 3) de cette partie U " (M) €
GL, (C). Donc U~! conserve l'inversibilité.

......................

7. Soit M € M, (C) de rang r et S € GL, (C) telle que card (o5 (M)) =r.

(a) (2 pts) Montrer que card (au(s) um ))) =¥

....................

ous) (U (M) = {AeC*:AU(S) — U(M)¢GL, (C)}
= {AeC*:AS—-M¢GL,(C)}
= lTs(M).

Donc card (cru(s) (U(M))) = card (o5 (M)) =r.
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(b) (3 pts) En déduire que rg(M) <rg(U(M)).

D’aprés la question précédente, il existe R € GL, (C) (on prend par exemple R = U (S)) telle
que card (og (U(M))) = r. Donc

rg(U(M)) = RE%I[TECJ {card (og (U(M)))} =2 r =rg(M).

8. (8 pts) Montrer que, pour tout M € M, (C), rg(U(M)) = rg(M).
Soit M € M, (C). On vient de prouver que rg (U (M)) > rg(M) (1).
Comme, d’aprés la question 6) de cette partie, U ! conserve l'inversibilité alors rg (U~ (N)) >
rg (N), pour tout N € M, (C). En particulier si N = U (M) on obtient rg (M) > rg (U (M)) (2).
(1) et (2) donnent bien I'égalité demandée.

9. (2 pts) Conclure.
Dans la question 1) on a montré que si U conserve le rang alors U conserve 'inversibilité.
De la question 2) a la question 8) on a montré que si LI conserve l'inversibilité alors U conserve
le rang.
En conclusion, on vient de montrer que U conserve le rang si et seulement si U conserve I'inver-
sibilité.

Partie IV : Endomorphismes de M, (C) qui commutent avec Fexponentielle (16 pts)

Pour toutes matrices P,Q € GL,(C) on note ®p o et ¥p o les endomorphismes de M, (C) définis par
YM € My (C), ®po(M) = PMQ et ¥po(M) = P 'MQ.
1. (2pts) Montrer que ®p g et ¥p o conservent le rang.
*) Pour tout M € M, (C), rg(Pp,o(M)) =rg(PMQ)) = rg (M) car P et Q sont inversibles. Donc

Pp o conserve le rang.
**) Pour tout M € M, (C),

1g(¥po(M)) =rg (P MQ)) =g (‘M) =rg(M),
donc ¥p g conserve le rang. |

On admettra, dans la suite, que la réciproque du dernier résultat est vrai, c’est a dire :
Si un endomorphisme U de M, (C) conserve le rang alors il existe P,Q € GL, (C) telles que U =
Ppooul=Y¥pg.

2. (2pts) Montrer que 'endomorphisme U de M, (C) conserve I'inversibilité si et seulement si il
existe P,Q € GL, (C) telles que U= ®pgou U =¥pg.

D’aprés la partie III) U conserve Iinversibilité si et seulement si U conserve le rang.
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D’aprés la question précédente et le résultat admis, U conserve le rang si et seulement si il existe
P,Q € GL, (C) telles que U = $pg ou U= Y¥p .

Donc U conserve I'inversibilité si et seulement il existe P,Q € GL, (C) telles que U = ®p ou
u = IYP'Q.

...........................

On dit que 'endomorphisme U de M, (C) commute avec I'exponentielle si et seulement si
YM e M, (C), U(exp(M)) =exp(U(M)).

3. (2 pts) Vérifier que, pour tout P € GL, (C), ®p p-1 et ¥p p-» commutent avec I'exponentielle.
Soit P € GL, (C).
Pour tout M € M,, (C),

pp-1 (exp (M) = Pexp (M) P! =exp (PMP 1) = exp (®p,p1 (M)).

et
¥pp1(exp(M)) =P'(exp(M)) P! =P(exp('M)) P 1 =exp (P rMP_l) =exp (¥pp1(M)).

Donc @p p-1 et ¥p p. 1 commutent avec 'exponentielle.

4. Soit U un endomorphisme de M, (C) qui commute avec 'exponentielle.
(a) (3 pts) Montrer que U conserve I'inversibilité.

Soit M € GL, (C). D’aprés la partie I) il existe N € M,, (C) telle que M = exp(N). Donc
U(M) =U(exp(N)) =exp(U(N)) € GL, (C). Par suite U conserve I'inversibilité.

........................

(L) =U (exp (OM..{C))) =exp (U (OM"(Q)) = exp (OM,,{C)) = Iy,

(c) (3pts) En déduire qu'il existe P € GL, (C) telle que U= ®pp1 ou U=¥pp 1.
D’apres a) de cette question U conserve l'inversibilité donc, en utilisant la question 2) de
cette partie, il existe P,Q € GL, (C) telles que U = ®pg ou U = ¥p .
D’apres b) de cette question U (I,) = I, done
Si U = Ppg alors $p g (Is) = PI[,Q = PQ = I, donc Q = P ! par suite U = Pp p
SiU =Y¥pgalors ¥pq(In) =P '1,Q = PI,Q = PQ = I, donc Q = P~ par suite U=¥pp 1.
Donc il existe P € GL, (C) telle que U =®pp1 ou U =Fpp1.

5. (2pts) Déterminer alors tous les endomorphisme de M, (C) qui commutent avec 'exponentielle.

On déduit des questions précédentes que les endomorphismes de M, (C) qui commutent avec
I'exponentielles sont les endomorphismes ®p p-1 ou ¥ p-1 avec P € GL, (C).
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