A gill &y ) gganll
aladl Caldly ) addadl) 35139
Jsaall Ak ) it el
Cretigeall (g 58 Jad pa
20225 )32

REPUBLIQUE TUNISIENNE
Ministére de 'Enseignement Supérienr,
de la Recherche Scientifique
Concours Nationaux d’Eutrée
aux Cycles de Formation d'Ingénieurs
Session 2022

Concours Mathématiques et Physique
Epreuve de Mathématiques I

Date : Mercredi 01 Juin 2022 Heure : 8H Durée : 4H Nbre pages : 5

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans 'appré-
ciation des copies.

Documents et calculatrices non autorisés.
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Notations, Définitions et objectifs.

» Pour z € C, on désigne par Z, Re(z) et Im(z) le conjugé, la partie réelle et la partie imaginaire
de z. Si R €]0,+0o[ on note D(0,R) = {z € C: |z| < R}.
e Une fonction f : C — C est dite DSER (resp DSE ) &'il existe une suite de nombres complexes

(an)nen telle que f(z) = ) a,z" pour tout z € D(0,R) (resp pour tout z € C).

n=0
00 N1
Par exemple, la fonction z — exp(z) =¢* = § %? est DSE .
n=0"""
On rappelle que |¢?| = e®®) pour tout z € C.

e Soit f : [— C une fonction continue sur un intervalle I et k € N. On dit que f admet un
moment d’ordre k, noté my(f), si la fonction # — f(t) est intégrable sur I et on pose

mi(f) = [#f (Bt

* On rappelle qu'une variable aléatoire discréte réelle X définie sur ((},.4, P) admet un moment
d’ordre k € N si la variable aléatoire X* est d’espérance finie et on note dans ce cas le moment
d’ordre k de X le nombre
mi(X) = E (x") = ¥ #p(x=x)
xeX(0)

La problématique est d’étudier la validité des affirmations suivantes :
P, Siles fonctions f,g: I — R vérifient mi(f) = my(g) pour tout k € N alors f = g.

P, Siles variables aléatoires discrétes réelles X, Y vérifient my(X) = my(Y) pour tout k € N
alors X et Y suivent la méme loi.
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Préliminaires
Les questions 1, 2,3 et 4 suivantes sont indépendantes.

1. Soit # € R. Calculer lim . f ¢**dx. (On distinguera le cas a nul).
T—+00 2T J_T

2. Soit f : R — C une fonction continue admettant un moment d’ordre k pour tout k € N.
Montrer que f : x — fn f(t)e~™dt est de classe C* sur R.

Exprimer, pour tout entier &, f{") (0) en fonction de my(f).

e

R

8ix>0;
3. Soit G la fonction définie sur R par G(x) =

0 8i non.
(a) Montrer que pour tout entier k € N, il existe une fonction polynémiale Py vérifiant
GH®(x) = Pk(%)e:il pour tout x > 0..

(b) En déduire que la fonction G est de classe C*® sur R et que G®)(0) = 0 pour tout k € N.
(c) La fonction G est elle DSEx pour un certain R > 0?

[=-]
4. Soit R €]0,+co[ et f:z+> }_ a,z" une fonction DSEp.
. n=0

(a) Soit  €]0,R[ et fy : t —> anr"e™ pour n € N.
Montrer que la série de fonctions ) f, converge uniformément sur R.
n=0

2T
(b) Soit n,p € N deux entiers non nécessairement distincts. Que vaut 'intégrale fo én=rtgp
(c) En déduire que pour tout réel r € 10,R[ et pour tout p € N, on a la formule

8= 2# /u ” f(re)ePtas,
Caractérisation de la fonction exp

o0
5. Soit f:z+— ) a,2" une fonction DSE . On suppose que f est bornée sur C et on note

n=(0 _
K =sup|f(z)|.
zeC

(a) Soit n € N*. Montrer que lan| < rEﬂ pour tout réel r > 0.
(b) En déduire que a, = 0 pour tout n € N* et que f est une fonction constante.

6. Soit g une fonction DSE, telle que g(0) = 1. On suppose qu'il existe un réel M vérifiant
Ig(2)| < MeRé®) pour tout z € C.

(a) Justifier que la fonction f : z s e7?g(2) est DSE .
(b) En déduire que g(z) = ¢* pour tout z € C.
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P, Cas des fonctions continues sur un segment

On considére P'espace C([a,b],R) des fonctions continues de [2,b] dans R muni de la norme de

la convergence uniforme définie par |||, = sup |¢(t)|, pour tout ¢ € C([a,5],R).
te(a,b]

b
7. Soit f une fonctionde C([a,b], R) vérifiant m(f) = 0 pour tout k € N, ot m(f) =/ £ (t)dt.
a

b
(a) Justifier que f f(t)Q(t)dt = 0 pour toute fonction polynémiale Q.

(b) Montrer qu’il existe une suite de fonctions polynémiales (P, ),cn telle que la suite de
fonctions (Pyf)nen converge uniformément vers la fonction f2 sur [a,b].

b
(c) En déduire que / F2(t)dt =0, puis que f est nulle.
8. Montrer que P, est vraie si f,g € C([a,b],R).
9. Montrer que P; est vraie si f,g € C([a,b],C).

P, Cas des fonctions dans H

Soit H I'espace des fonctions /2 : R — C de classe C* et vérifiant la propriété suivante :
Pour tout réel strictement positif « la fonction ¢ — h(t)e* est bornée sur R*.

+00
On munit H de la norme ||.||; définie par ||h||; = /D |h(t)|dt pour tout h € H.

10. Seit f € H. Montrer que pour tout z € C, la fonction ¢ — f(t)e~'# est intégrable sur R+,
Ainsi la fonction f: z —» /'S . f(t)e~#dt est bien définie sur C.
11. On veut montrer que fest DSE . On fixe z € C.
(a) Montrer qu'’il existe un réel C vérifiant :

7 Izl <Cet

28—

pour tout t € R™ et tout n € IN.
(On pourra observer que la fonction ¢ — f(#)e?+1)! egt bornée sur R).

+o0 non
(b) En déduire que / (t)t Z lat< ;

(c) Montrer alors que f est DSE et que pour tout z€ C on a :

); )"“‘"U)z” ot () = /0+°°t"f(t)dt.

12. On suppose maintenant que f € H et que m,(f) = 0 pour tout n € N. On se propose de
démontrer que f est nulle. On fixe un réel 2 > 0 et on pose :

F(z) = /0 F(#)e~=(=3)dt pour tout z € C.

Il est clair que F est DSE (on ne demande pas de démontrer ce résultat).
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(a) Vériﬁer que si Im(z) > 0 alors on a I'inégalité suivante :
[F(2)] < [I£llx- | ®

(b) Justifier que f est nulle sur C, puis établir que pour tout z € C,

F(z) = - /a T F(t)e =t g¢.

(c) Déduire que I'inégalité (1) reste vraie pour tout z € C.
(d) Montrer que Lm F (in) = 0, puis déduire que F est nulle sur C.

a
(e) Montrer alors que ./; f(#)dt = 0 puis conclure que f est nulle.
13. Montrer que P; est vraie si f,g € H.

Un contre-exemple

14. Soit ¢ la fonction définie par ¢(x) = G(x — 1)G(2 — x) pour tout x € R, ot G est la fonction
définie dans la question 3. -
(a) Montrer que ¢ est de classe C*, que ¢ est strictement positive sur |1,2[, et qu’elle est
nulle en déhors de cet intervalle.
2 .
On pose §(x) = E%/I ¢(t)e**dt pour tout x € R.
(b) Montrer que pour toutn € Nona :

I‘ﬂ

p(x) = /1 oMetra,  x 0.

T 27xn

En déduire que la fonction x — x"p(x) est bornée sur R.

15 Montrer alors que la fonction ¢ admet un moment d'ordre k pour tout k € N.
On admet que (x) = ¢(x) pour tout x € R.

16. Montrer que pour tout k € N, my () = 0, ot my(¢p) = / p(t)dt.
R
(On pourra utiliser la question 2).
17. Montrer que P; n’est pas vraie en général.

P, Cas de variables aléatoires bornées
Soit (0),.A,P) un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires considérées sont réelles,

définies sur () telles que X((2) soit dénombrable. On fixe une telle variable aléatoire X et on
note X(Q)) = {x, : n € N} avec x, # xp, 8i n # m. On définit 1a fonction @y par la formule

oo
Px(t)= ), " P(X=x,), tER.
n=0

18. Montrer que ®x est continue et bornée sur R.
19. Montrer que si X admet une espérance finie alors ®x est de classe C! sur R.
20. Déterminer explicitement ®y si X suit la loi de Poisson de paramétre A > 0.
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21. Soitz € R.
(a) Montrer que

T . +00 T .
f Dx(t)e dt = EP(X:::,,) f Te"(xﬂ“‘)dt.

(b) En déduire que P(X = W)= lim o / D (t)e~ " at.

(c) Montrer que si Y est une variable aléatoire discréte telle que @y =Dy alors X et Y
ont la méme loi. '

22. On suppose maintenant que X est bornée, c’est-a-dire il existe un réel M tels que |x:| <M
pour tout x, € X(02).

(a) Montrer que X admet un moment d’ordre k pour tout k.
(b) Montrer que pour tout z € C, la série EP(X = x,,)e"x"z est convergente.

On prolonge la fonction ‘1’){ sur C en posant ®x(z) = E P(X = x,)e*2,
n=0

(c) Montrer que, pour tout z € C, la famille (P(X = x,)—%— xkzk)(n Jene est sommable.

En déduire que
+09 ;

' Px(z) = ZikT—'l—}’:'(—X)zk pour tout z € C.

: k=0 "

23. Montrer que P, est vraie si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes bornées.

Un contre-exemple
Soit X une variable aléatoire définie sur 2 dont 1a loi est donnée par

e E 2
P(X=e8”)=—a—pourtoutnez,oﬁa= E e,

H=—00

24. Soit k € N. Montrer que la famille (e‘”z"’s’"’),,ez est sommable et que

+e0
—16K> —n?+8kn
e e =
22
En déduire que X admet un moment d’ordre k et calculer m(X).
25. On définit 1a fonction 6 sur Z par 6(2k) =0, 0(4k+1) = = et f(4k—1) =

(2) Montrer que 6(n +4) = 6(n) et 6(—n) = —6(n) pour tout neZ.

H

+-00
(b) Montrer que, pour toutk €N, ) 6(1‘1)'6'""2"'8’IIC =0.
A=—00

. (c) Soit Y une variable aléatoire dont la loi est définie par .

2 -
P(Y =¢f") = 97(1 — 6(n)) pour tout n € Z,

Montrer que m(Y) = m(X), puis déduire que la propriété P, n’est pas vraie dans le
cas géneral.

* Fin du sujet %
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Corrigé ' CN 202022

Partie 1: Préliminaires

1 T _iaz : - 1 T iar 1 sinaT 1
1. —--2Tf_Te dt = 1sia=0. Sia#0 ona szf__Te do| = |1dnef| < = Donc
T oz .
& m-l]_mﬁf_,re”‘ dﬂ:-—[}

2. Comme |f(t)e | = | f(t)| qui est intégrable sur R, donc f est est bien définie sur R.
Soit g(t,z) = f(t)e .

(a) t — g(t,z) est cpm et intégrable sur R, pour tout z € R.
(b) = — g(t, ) est de classe C* sur R pour tout ¢t € R et pour tout n € N,

79 t,2) = (i) e f(t)e

Th

99 4, 2)

. < |#"f(t)| qui est intégrable.

(c) Pour tout z € R,

Par suite la fonction [ est de classe C*° et fi)(z) = Jg(—=9)"t" f(t)e~**dt. En particulier pour
z =0, f™(0) = (=i)"ma(f).

3. Soit G la fonction définie sur R par

1 .
eTzsiz>0

G(I)={ 0siz<0

(a) On procede par récurrence sur k. Pour £k = 0 on a Py(X) = 1. Supposons que le
polynéme P, existe. Pour £ > 0 on a

2|

1
;1 1 1. —— 1. =
Pk(E) -+ ;EP;,;(E))G T = Pk+1(E)6

1
k .
G( +l](5‘3) = (—x—z

onu .Pk+1 = Xz("-.Fk +Pk)

(b) Soit k € N, On a G est de classe C* sur R* pour tout 0 <7 < k et
lim G%(z) = P(X)e*=0= lim GY(X)

lim
z—0+ X—doo z—s0~

par croissance comparées. D'aprés le théoréme du prolongement de classe C¥, on en
déduit que G est C* pour tout &, par suite G est C* sur R et G*)(0) = 0 pour tout

k € N.
2 GM(0) ,
(¢) Supposons que G est DSEp alors G coincide avec sa série de Taylor Sg(z) = 5 i
k=0 K
sur un intervalle ouvert de type |—R, R, donc G est nulle sur cet intervalle, ce qui est
absurde.



(a) Soit 0 < r < R.
On a, pour tout ¢ € R, |fa(t)| = |an|r™ le terme général d’une série convergente, puisque
r < R. Ce qui montre la convergence normale donc uniforme de la série sur R.

(b) Sin=palors [}" ei*Pidt = foz" dt = 27. Sin # p alors [;" =Pt = =L (giln—pam _

1) =0.
(c) On a
27 ) ) 2r @ o o 2 .
f(re®)e *Ptdt = / 3 aurne Pt = 3 grn / et = Ima P,
0 0 n=0 n=0 0

La permutation des signes série et intégrale sont justifiés par la continuité de f, : t —
anr"e' " P et la convergence uniforme de la série 3 £, sur le segment [0, 27].

Caractérisation de la fonction exp.
5. (a) En utilisant la formule obtenu dans la question 4, ¢ on a pour tout r > 0 :

. - . K
anl < 5 27 1F(ret)e ! dt < 2 27 flo dt =

2mrn — 2rm 'f'_"‘

K
(b) Pourn > 1, on a |a,| = r_lirilm lan| < rAIEm = 0 ce qui montre que a, = 0 pour tout
entier n > 1. Donc f(z) = ap pour tout z € C.

6. (a) Comme la fonction 2 — e~* est DSE de rayon de convergence +oc alors g est la somme
du la série produit de Cauchy de deux séries définissant f et 2 — e~*. Comme les deux
séries ont un rayon de convergence infinie, alors la rayon de leur produit est cc.

(b) Par hypothése, on a |g(z)| = |e~*||f(2)| < e ®®) |f(2)| < M pour tout z € C. D'aprés
la question 5.b, on en déduit que g est constante. Donc f(z) = g(0)e* = €* pour tout
zeC.

P1 :Cas des fonctions continues sur un segment.
7. Soit f une fonction de €([a,b],R) vérifiant m,(f) = 0 pour tout n € N.

(a) Ona [, f(£)t"dt = 0 pour tout n € N, par linéarité de l'intégralc on obtient le résultat.

(b) Comme f est continue sur la compact [a,b] alors d’aprés le Théoréme de Weirstrass,
il existe une suite des fonctions polynomiales (P,)nen qui converge uniformément vers
la fonction f. Commel||P.f — f2|| = ||f(Pa = Il = IFI I(Px = £)|| on en déduit que
(Puf)n converge uniformément vers f2.

(c) Ona0 = [, P,(t)f(t)dt — [, f? par convergence uniforme donc f, f* = 0. La continuité
et la positivité de f? montre que f = 0.

8. Si f,g € €([a, ], R) telles que mn(f) = my(g) alors mu(f — g) = 0 pour tout n et par suite
f = g. Donc P, est vraie sur les fonctions de €([a, ], R).

2




9. Si fetge €a,b],C), on écrit f = fi+ify et g = g1+ gs oules f; et les g; sont dans
€([a,8] ,R), 1 £ i £ 2. Comme mn(f) = mn(g) alors ma(f1) = mn(f2) et donc f; = f, par 8.
De méme ¢; = g». Donc f = g.
P;: Cas des fonctions dans H .

10. Soit f € H. Soit z =z +1y € C. On a f(t)e ™ = |f(t)| e¥* pour tout t € R*. 1l existe C' tel
que |f(t)| < Ce~ W+t donc

| £(£)e?| < |£(8)] Mt < Celttiltelult — Cet mo( :

Donc t — f(t)e¥* est intégrable sur R*. Par suite t — f(t)e™** est intégrable.

11. On fixe f dans H et z € C.

(a) il existe un réel C vérifiant : |f()| < Ce4#te~t donc

" |z]" | g 27" 2"
| £(¢ < Ce 2|z ff____.____
£t T .
7l | In
On conclut alors avec —— < eIt pour tout t € R* et tout n € N.
00 {*z* B c
(b) O+ f(t) nl f+m tdt - 211 .

(©) Ona flz) = [ fltyeietds = [ fi) 5 L2t

n=0 n!

dt

(i)

nl

Soit z € C. On pose g,(t) = f(t)t" pout tout t € R*.

e g, est cpm sur R* et intégrable car |f(¢)|t" = O(e~*").
e La série ) g, converge simplement sur R vers la fonction t — f(¢)e™*** qui est CPM.

e La question b assure que la série ) f;m | f| converge.
Le théoréme d’intégration terme & terme montre que

f(z) = 2) f (t)t"dt)z" pour tout z € C. Montrer alors que fest DSE,, et que

Z( )"mn(f)2z" pour tout z € C.
n=0

12. (a) SiIm(z) > 0 alors

()| < /U |F(B)e )| dt = / 7(B)] @2y < fn 01 < 11,



(b) Comme m,,,(f) = 0 pour tout n € N alors d’aprés 11 on a f( ) = 0 pour tout z € C puis
0=f(z) = +f+°° f(t)e~ =9 dt donc

+00

F(z)=— flt)e =g,
Si Imz < 0 alors

+00 +oo +oo
rmmsf wa*ﬂﬁ=/ mm@WHWg/ @)1 < 11,

a

(¢) lim F(in) = lim [ f(t)e"*=*)dt = O par application de Théoréme de convergence dom-
1'111:lzr;m::m lim f (t)e"**) = 0 pour tout ¢ € )0, [ et | f (t)em=9)| < |£(#)| qui est intégrable
sur |0, af.

(d) La fonction F'est DSE yest elle est bornée sur C, d’aprés la question 5.b, F est constante.
Comme Mim Fo(in) = 0, donc F,(z) = 0 pour tout z € C.

(e) On a pour tout a € R, F(0) fu t)dt = 0. On en déduit par dérivation que f nulle

13. Si on a deux fonctions f,g de H qui ont la méme moment alors ma(f — g) = 0 pour tout
n € N et par suite f = g.

Un contre exemple.
14. Soit ¢ la fonction définie par ¢(z) = G(x — 1)G(2 — z) pour tout z € R.

(a) ¢ est le produit de deux fonctions C* donc elle est de classe C*. De plus si z € 11,2
alors G(z—1) >0 et G(2—z) > 0 donc p(z) > 0. Siz < 1 ouz > 2 alors Glz—3)=0
ou G(2—-1z)=0.

On pose 9¥(z) = +°° (t)e**dt pour tout z € R+.
(b) Montrer, par récurence, que pour tout entier £ € Non a :

Pour k = 0 le résultat est évident. Supposons que %{z) f 2 %) (t)ei=dt Par une
intégration par parties, on a

R e 1 a4 (K) (4 P % ey 1 % ki) it
P ()™ dt = | —ep™ ()| - 5l P () dt = e T (e dt
0 .

0 T 0

Car ¢*) est nulle en déhors de [1,2].
Comme pour tout k € N, ¢®) est bornée sur [1, 2], on pose M; = SUPe1 2 |©™® (¢)]. Alors
(@)l < & 2 [® ()] dt < 2.

/790 Soit n € N, Comme ¥(z) = O(z57) alors 2™)(z) = O(Z5) par suite 2 — 2™)(z) est
intégrable sur R.

On admet qu’il existe un réel )\ tel que @(:r) = A¢(z) pour tout z € R.




16. Comme % admet un moment a tous orfires, d’aprés la question 1,

1 A
= L

37(0) = —e™(0) =0

min (%) =

car ¢ est nulle sur |—oo, 1].

17. 9 et la fonction nulle ont la méme suite des moments et 1) est non nulle car @ non nulle.
L’affirmation P; n’est pas vrai.

Partie 5 Cas discrétes.

+oo
&x(t) = ) " P(X =1z,), teR.

n=0

18. Comme |e“"P(X = z,)| = P(X = z,) et lasérie 3 P(X = z,) converge on en déduit que la
série de fonctions }° e'**» P(X = 1,,) converge normalement donc uniformément. De plus pour
tout n € Nt — e**»P(X = z,,) est continue par suite ®x est continue et on a [x(t)] < 1.

19. Supposons que X admet une espérance finie

On pose gn(t)e"™ P(X = z,) pour tout t € R. On a g, est de classe C! sur R et gnl(t) =
iZne™ P(X = x,). Donc |g}(t)| < |za| P(X = z,) et la série T |zn| P(X = z,) converge.
Par suite Y g, converge uniformément sur R.

Conclusion ®y est de classe C*.

20. Exemple.

— ; )\ﬂ hoe (/\Bit)n it
@X(t) . Z etm?e—h - e--)l. Z - e—z\+As
= :

n=0
21 Soit X une variable aléatoire dont X(2) = {z,:n € N} et a € R.
+o0 )
(a) Comme la série Y P(X = z,)e*~% converge normalement donc uniformément sur

n=0

[T, T] on peut écrie

1 T 1 T +o0 ( )
ik X —tta = = it(zn—a =
5T .['r Qx(t)e " dt o7 L ngzo P(X =z,)e dt

+o0 1 T ) ( )
—P(X = gz, / gttlen=a)j¢
; 2T ( ) =¥

(b) Soit a € R.

1 T A i +0oa 1 T 'g( )
. —ita p— : P == UNTn—0
T_.hn—|1-m 2T | o Px (t)e o T_-_-.hlg-oc e 2T (X -2311,) [T c o



En appliquant le théoréme de la double limite en effet limr__. ;o0 7:P(X = z;,) [ jT eitlzn=a) gy
0sias#z, et imp .00 5 P(X = ) f_?T ¢ten—0ldt = P(X = z,) si a = z,.

D’autre part la série ) 5=P(X = z,) | _IT e'(#n=4) converge uniformément par rapport a
T sur |0, +oo|

Sia ¢ X(Q) alors limp_, E}TITT Py (t)e edt =0 = P(X = a)
Sia =z, € X(Q) alors limp_, ;o 5 f_T Ox(t)e edt = P(X = z3) = P(X = a)
(c) Si ®x = @y alors P(X = a) = P(Y = a) pour tout a € R donc X et Y suivent la méme

loi.

22. On considére dans cette question une variable aléatoire réelle X boniée, c’est-a-dire il existe
un réel M tels que |z,| < M pour tout z,, € X(Q).

(a) Pour tout k, | X|* < M donc E(|X|*) existe.
(b) Seit 2 € C,
= P(X = z,)e” =)

P(X = xﬂ)e]hznzﬂl
P(X = xn)elImz[M

<
<

dont la série converge.

+o0
On prolonge la fonction ®@x sur C en posant $x(z) = E PIX = z,)e™=,
z*| |2 k| |k
(c) Pour toutn € NlaserleZP(X = ) [—‘L]—-lconverge et S, = Z P(X = z,) ‘T“L!G | =
P(X = z,)el*lizl gt 1a sérle Y. P(X = 2,)el® Il converge d’a.prés 1a. question précédente.
On a
+0d +00 Zk.rk k
dy(2) = ZP(X—J: et =" " P(X = z,)—2— =
n=0 k=0
+o0 400 Z .2‘
= §(ZU PLX = mn).rf;)i"ﬂ = §ikmk(k’)ﬂ

23. Simp(X) = my(Y) alors @5 = @y done X et Y suivent la méme loi.

Contre exemple

Soit X une variable aléatoire définie sur 2 dont la loi est donnée par

—n?

P(X =é") = pour tout n € Z,



—n2 — —
24. On pose u, = e~ " pour tout n €.Z. La série Y u, ct la série Y u_, convergent car
neh nEN®

e — (L) et e 84" = o(L) donc la famille est sommable. On a

+00 +00 +oo
sl < 2 2 2 i
2 : e +8kn _ E : e (n+dk) E2161'|: — elﬁk E : e
n=—0oo n==—0a n=-—od

car l'application n — n + 4k est une permutation de Z.

Soit £ € N, X admet un moment d’ordre k si et seulement si (ae““2+s’m)(n]k)eﬁ est som-

mable. Or la série 3 ae ™ %" et la série 3. ae™™~3" convergent car e~ ¥ = (L) et
neN neM*

e~ ~8n = 5(L) donc la famille est sommable. On a

l +00 1 +00 <00
L D e R P L 1 ee Y e = ol
o o o
n=—o00 n=—oo n=-ooc
car 'application n — n + 4k est une permutation de Z.
2
mx(X) = e,

25. On définit la fonction 6 sur Z par 6(2k) =0, 6(4dk + 1) = 1 et 6(dk — 1) = —1.

(a) Sin paire alors n+ 4 et —n sont pairs par suite 8(n) = f(n+4) = —8(n) =0
Si n congru & 1 mod [4] alors n + 4 congru & 1mod [4] et donc f(n +4) = 6(n) et —n
congru & —1mod [4] donc §(—n) = —8(n). De méme si n congru a —1 [4].

(b) Montrer que, pour tout & € N,

+co
Z G(H)e—n=+8nk — 816!.:2 Z g(n)e—(n+4k}2 — elﬁk.2 Z B(n - 4.1.3)6—"2

n=-co nez nel
e (N dn—dk)e™ + Y 6(n - 4k)e™)
n=1[4) n=—1[4]
_ . l16k? 1 —n? —n?y __
= e (5( Z e — Z e )=0
n=1[4] n=-1[4]

Car 30 e™= ¥ et = ¥ ¢,

n=—1[4 n=1[4] n=1[4]
(c) Soit Y une variable aléatoire dont la loi est définie par

—n?

P(Y =€) = te—(l —6(n)) pour tout n € Z,

&)
La loi de la variable Y est bien définie puisque
n=c0 _n.2 n=co _n2
e e
]. — 9 L — =
Zm —(1-6(n)) ;,, — =0
On amg(Y) = nzzm i‘e_”2+8kn(1 —8(n)) = im ée‘“”"“ = m(X).
n=—-o0o n=-0a

26. L’affirmation P, n'est pas vrai puisque m(Y) = my(X) et X et Y n'ont pas la méme loi.
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