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Si, au cours de 1’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et

poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené & prendre.

I L'usage de la calculatrice et de tout dispositif électronique est interdit. }

Le but de ce probleme est de démontrer la formule de Stirling a 'aide d'un développement asymptotique
d’une fonction intégrale et de donner quelques applications. Les parties III, IV et V sont indépendantes.

On pourra utiliser les résultats suivants :
2

+o0 o
® / e ZTdx = V2m.

—o0
e Pour tout z € C, |€?| = eR¢(2).
Notations

e Onnote C[0,1] = {9 : [0,1] — C, ¢ est continue} qu’on munit de la norme

ol = sup |@(t)|, ¢€CI0,1].
te[0,1]

e Onnote Cp(R*) = {9 : R™ — C continue, lim; ¢ = 0} qu’on munit de la norme

Neo(9) = sap lp(H)l, ¢ € Co(RY).

e On désigne par P l'espace des fonctions polynomiales. Par abus de language, la locution
“fonction polynomiale" est parfois remplacée par polynéme.

e Si E est un espace vectoriel normé et F une partie de E, 'adhérence de F sera notée F.




* On rappelle que si X est une variable aléatoire & valeurs dans N, sa fonction génératrice
(e o]
Gx estdéfiniepar: Gx (t) = ¥ P(X =n)t", t € [~1,1]. Cette série converge pour tout
n=0

nombre complexe z de module < 1 et on peut donc définir

Gx(z) =) P(X=mn)z", pourtoutz e C tel que |z| < 1.
n=0

Partie I : Préliminaires

; ; T o : 2
Q.1> Montrer que la fonction x — sin x est concave sur [O, E} . En déduire que sinx > X pour
s
tout x € [O, 5]'

Dans la suite, on désigne par f la fonction de R dans C définie par
f(t)=¢*—1—it pourtoutréel t.

t2
Q.2 > Montrer qu’au voisinage de Oona: f(t) ~ e

Q.3 > Montrer que pour toutx € Rtett ¢ R, |e*f (t)‘ = ¢~ 2xsin’(3),

Q.4 > En déduire que pour x € Rt ett € [—7, 7],

0
exf(t)l S e _7?7

Q.5 > Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN. Montrer que pour tout entier k € N,

PX=K) = — [ Gx(et)e—*at
( ) 271, - Xe)e :

Q.6 > Soit E un espace vectoriel normé et F est un sous espace vectoriel de E. Montrer que F est
un sous espace vectoriel de E.

Partie II : Une preuve de la formule de Stirling

On désigne par @ la fonction de R* dans C définie par

7T
D) == / efOdt  pour tout x € R™,

—7T

ou f est la fonction définie plus haut.

Q.7 > Montrer que @ est continue sur Rt et qu’elle vérifie

% —Zx% +
|P(x)| < e “n2dt, pourtoutx € RT.

== T

En déduire que ® € Co(R™).
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On se propose de déterminer un équivalent de ® en +oo.

Q.8 > Montrer que pour x > Oona:

A S |u] < +/xm,
0 si |ul > /xr.

VED(x) = /_ :ohx(u)du, ot hx(u)—{

2
Q.9 > Montrer que pour toutréel u, lim h,(u) = e~ T,
X—>+00

Q.10 > En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer qu’au voisinage de +ocoona:

27
D(x) ~ 4/ —.
() ~ 4/ Z
On se propose dans la suite de cette partie de démontrer la formule de Stirling. Soit X une variable

aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre n € IN*.

Q.11 > Expliciter la fonction génératrice Gx de X.
n,—n

1'e 1
Q.12 > Montrer alors que : ok Ed)(n).

Q.13 > En déduire la formule de Stirling : n! ~ «/2rnne™™".

Partie III : Un exemple d’une partie dense

Soit F = {g € C[0,1] : g(0) = 0} et on désigne par P l'espace des fonctions polynomiales.
Q.14 > Montrer que F est un hyperplan fermé de C [0, 1].
Indication : On pourra utiliser I'application g — g (0).

Onnote Py =FNP={f€P : f(0)=0}etonfixeg € F.

Q.15 > Justifier qu'il existe une suite de fonctions polyndmiales (P,),en qui converge uniformé-
ment vers g sur [0, 1]. |
En déduire que la suite (Qy)nen définie par Q, = P, — P,(0) pour tout n € IN, converge
uniformément vers g sur [0, 1] et que Py = F.

On fixe h € Co(R™) eton pose g (t) = h(—Int), t€]0,1].

Q.16 > Justifier que g se prolonge en une fonction continue sur [0, 1], notée encore par g, et qui
appartient a F. Comparer N, (h) et ||g|| -

Q.17 > En déduire qu’il existe une suite de fonctions polynomiales (Py),en telle que la suite de
fonctions (x — e *Py(e7*))en converge uniformément sur R vers h.

Soit D le sous-espace vectoriel de Co(R™*) formé des fonctions de la forme h(x) = e *P(x)
ot P € P. On souhaite montrer dans la suite que D est une partie dense de Co(R™"). On pose
e {x) = e xeRt, keN*.
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n—1 (—l)k
Q.18 > Pourn € IN*, on pose A,(x) = ) | =
k=0

x¥. Justifier 'inégalité suivante :

—2x —x x"e”*
‘e —~e An(x)‘ % !

——  pourtoutx € R™.

Indication : On pourra utiliser 'inégalité de Taylor-Lagrange.

Q.19 > Montrer que pour tout x € R™, x"e™* < n"e™™. En déduire quee; € D.

Soit n un entier > 2 tel que e, € D. On se propose de démontrer que e,,1 € D. On fixe ¢ > 0, il
résulte de la question Q.18 qu'il existe un polynéme P € P vérifiant

’e_QV - e_yP(y)' < %, pour tout y > 0.
On pose M = sup |e *P(x)|.
x€RT

Q.20 > Justifier qu’il existe un polynéme B, vérifiant

}e-(nﬂ)x — g mx/2,—2/2p (x)’ < pour tout x € RY.

N m

Q.21 > Montrer qu'il existe un polynéme Q vérifiant

€
2M+1

‘e—nx/Z 5 e—x/zQ (x)‘ < pour tout x € R*.

Indication : Remarquer que e, € D.

Q.22> En déduire qu'il existe ¢ € D tel que ‘e“("“)x - (x)l < ¢ pour tout x € R™ et conclure
quee,.1 € D.

Q.23 > Monter alors que D est dense dans Cp(R™).

Partie IV : Application a une marche aléatoire

Soit (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi définie par :

P(Xy=1)=P(X, =—-1) =

N =

Pour tout n € IN* on pose S, = X; + Xp + - - - + X, et on prend Sp = 0.

Q.24 > Déterminer 1'espérance et la variance de Sy,.

Q.25 > Soient € > 0 et n € IN*. Montrer que

P(-S—" >£> Sl‘z“

n ne

26 tifi IN* P(S52, =0) = L En dédui P(Son =0) ~ L
Q.26 > Justifier que pour n € N* ona P(Sy, = )—2Tn , |- Endéduire que P(Szn = T

Page 4 sur 5




Q.27 > Pour n € IN*, on désigne par &, la probabilité conditionnelle P (( I énﬂ' > 8) |S2 = O). Mon-

trer que lim &, = 0.
n—oo

Dans la suite, on considere la série entiere Y P(Sp, = 0)x*" et on désigne par H sa somme.
n>0

Q.28 > Déterminer le rayon de convergence R de cette série. A-t-on convergence au point x = R?

Q.29 > Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parametres (211, %) Expliciter la

fonction génératrice Gy de Y.

Q.30 > En utilisant la question Q.5, montrer que
1y- 7% t 2 (%
P(S2, =0)=P(Y=n)= ¥ /_ncoszn <§) dt = ;/0 cos? (u)du.

Q.31 > En déduire que, pour tout x € |—R,R|,

2 r% du
Hi{ = ;/0 1— x2cos?(u)

Q.32 > Montrer que pour tout x € |—R, R|,

Partie V : Une Série de fonctions

Pour tout réel x € R on pose

Te® e *
S(x)= Y (-1)"'In| 1+ 7
n=1 2n sin (?Z-e—x)

Q.33 > Montrer que S est bien définie sur R* et que pour tout entier n > 1, on a

Jf( 1)1 | 1 i <1 (1 = >
Y e <In{1+———).
k=n 2k sin (-g—e*x) (n+1)m

Q.34 > En déduire que S est continue sur R*.

n k+1 24n(n!)4
_1yk-1 =
Q35> Montrer que Y, (~1) 1“( - ) m((znz)(znﬂ)!)'

En déduire que

lim $(x)=In (5) .

X— 00 2

* Fin de 1"épreuve x
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Le but de ce probleme est de démontrer la formule de Stirling a l'aide d’un développement asymptotique d'une fonction intégrale
et de donner quelques applications. Les parties III, IV et V sont indépendantes.

On pourra utiliser les résultats suivants :

+
o/ e"“zz"dxzx/27t.

—00

e Pourtout z € C, |¢*| = eRé(z).

Notations

Onnote C[0,1] = {¢: [0,1] — C, @ est continue} qu’on munit de la norme

ol = sup o), e@e€C[0,1].
te[0,1]

On note Co(R*) = {¢ : R* — C continue, lim ¢ = 0} qu'on munit de la norme

Noo(@) = sup |p(t)], ¢ € Co(RT).
teR+

On désigne par P V'espace des fonctions polynomiales. Par abus de language, la locution “fonction polyno-
miale" est parfois remplacée par polyndme.

Si E est un espace vectoriel normé et F une partie de E, I'adhérence de F sera notée F.

On rappelle que si X est une variable aléatoire a valeurs dans IN, sa fonction génératrice Gx est définie par :
o]
Gx(t) = L P(X=n)t", te [-1,1]. Cettesérie converge pour tout nombre complexe z de module < 1 et
n==
on peut donc définir

o
Gx(z) = Y. P(X=mn)z", pourtoutz € Ctelque|z| <1.
n=0
Partie I : Préliminaires

. . U1 ) : 2
Q.1> Montrer que la fonction x — sinx est concave sur [0, E]' En déduire que sinx 2> =% pour tout

X € [0,%].



La fonction sin est C? sur [0, 7t/2] dont la dérivée seconde est négative, donc sin est concave. Tout x €
[0, 5], sécrit x = 2x- Z + (1~ 2x)0. D’o par concavité on obtient
2 4 2 2
s 2o TT 1- 2 6in0< 2,
sinx > nxsm(2)+( nx) sin0 —x

On pourra aussi utiliser la position de la courbe y = sinx par rapport 2 la corde passant par les deux
points (0,0) et (17/2,1).
Dans la suite, on désigne par f la fonction de R dans C définie par

f(t) =¢€*—1—it pour tout réel t.

2
Q.2 > Montrer qu’au voisinage deOona: f(t) ~ ——%.

En utilisant le devéloppement limité de la fonction exp on obtient : £ = 1 + ix + Q—ELZ + o(x?).

Q.3 > Montrer que pour tout x € R* ett € R,

exf(t)l . e—szinz(i).

Ona:

exf(t)l = eRe(xf(t) — gxRe(f()) — px(cost—1) _ ,—2xsin’(})

Q4> Endéduire que pour x € Rt ett € [—m, 7],

ex_f(t)| < e—Zx%.

sin(£) > £ etl'inégalité s’ensuit.

Q.5> Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN. Montrer que pour tout entier k € N,

t ' N
P(X = k) = 51;'(_ /_.n Gx(e’t)e"’ktdt.

Pourk € N,ona:
Gx(e*)e * = Z P(X = n)el" 1t pour tout réel £.

Comme la suite de fonctions t — P(X = n)e!("~%)! est continue sur [, 71] ; la série 7% P(X =

n)e!"=k)t converge normalement sur [z, 71] (puisque |P (X= ")ei("_k)tl < P(X = n)); la série

Y. P(X = n) converge et le fait que [" _¢/"~%)*dt = §,, on peut écrie

[ ox(eear = 2 P(x=n) [" éRiat = P(x = )
- ~7

\
Pour t € [-7, 7|, ona || € [0,%]. Comme sin?(%) = sin?(|£|) et sin(|£]) > 1 |¢| > 0, on obtient

Q.6 > Soit E un espace vectoriel normé et F est un sous espace vectoriel de E. Montrer que F est un sous
espace vectoriel de E.

Ona0 e F.Six,y € FetA € C, il existe deux suites d’élements de F, (x,) et (y,) qui convergent
vers x et y respectivement. La suite (x, + Ay,) € FN et converge vers x + Ay ce qui montre que F

est un sous-espace vectoriel.
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Partie I : Une preuve de la formule de Stirling

On désigne par @ la fonction de R™ dans C définie par
9
®(x) = / e/Odt  pour tout x € R,

ol f estla fonction définie plus haut.
Q.7 > Montrer que ® est continue sur R et qu’elle vérifie
T oyl
|®(x)| < / e “xdt, pourtoutx € Rt
=TT

En déduire que ® € Co(R).

Soit k : (x,t) — e*f() définie sur Rt x [, 7t].

On a t — h(x,t) est continue par morceaux sur [—7, 7t] pour tout x € R*. x — h(x,t) est
continie sur R pour tout ¢ € [—, 7t]. Pour tout (x,t) € RT x [—7, 7], ona |h(x,t)| < e_zx% <1
et la fonction ¢ — 1 est intégrable sur [—7, 7). Le théoréme de continuité sous le signe intégral
s’applique.

2
Ona |®(x)| < [™ |ef® l < [ e 2w dt d’apres Q4.

2 2
Ona lim e % = 0pourtouttet |e "= | < 1 qui est intégrable. Le TCD montre que lim ®(x) =
P q gr que im

X—r00

0. Par suite ® € Co(R*). De plus on a |®(x)| < 27 = |®(0)| donc Neo(P) = 271.

On se propose de déterminer un équivalent de ® en +co.

Q.8 > Montrer que pour x > Oona:

+o0 PAT lu] < xm,

\/Eq)(x) =/ hx(u)du, ol hx(u) = {0 si lul 2> \/ET[-

En utilisant le changement de variable bijectif # = 1/xt on obtient

1 71'\/; xf( u ) 1 +o00
= vE = — .
q)(x) \/.’E Ln’ﬁe o \/—E [~oo hx(u)du

2
Q.9 > Montrer que pour tout réel u, lim hy(u) =e™ 7.
X—>r+00

Soit u € R. Il existe a > 0 tel que pour tout x > 4, |u| < /x7 donc hx(u) = SR pour x assez

grand. D’aprés Q.2, f (%) ~ ——% donc limy, 40 Xf (—\}‘;) = ——“—22. Par composition des limites,
u
x—hﬂwh"(u) =€ 2.

Q.10 > En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer qu’au voisinage de +ooona:

21
<P(x) ~ 7.
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- . I‘z
On a u — h.(u) est continue par morceaux et intégrable sur R. 111_{1 hy(u) = e~ 7 pour tout u et
x—+o0 »

ul u L u_\2
u — e est continue par morceaux. Pour tout (x,1) € Rt x R, |hy ()| < 'exf(v;) g ¢ PR =

e 2 et urs 2 est intégrable sur R. Par TCD on obtient

w2
XHIBW\/ECD(x) == /Re Tdu = 2m.

On se propose dans la suite de cette partie de démontrer la formule de Stirling. Soit X une variable aléatoire
qui suit la loi de Poisson de parametre n € IN*.

Q.11 > Expliciter la fonction génératrice Gx de X.

On a Gx(t) = "t~V pour tout t € R.

ny—n

n"e 1
Q.12 > Montrer alors que : = Zr-d>(n).

D’apres la question Q.5on a

n"e”" U W it ,—int
. —P(x—n)—zn/_nGx(e Je~ gt

AL n(et—1—it) 7, _ 1
= /_ne dt = —(n).

Q.13 > En déduire la formule de Stirling : n! ~ v/27tnn"e™".

’ . 1 1 . nyn
D’apres la question Q.10 on a Z—f@(n) o % = 3= Parsuiteona: n! ~ v/27n (;) :

Partie III : Un exemple d’une partie dense

Soit F = {g € C[0,1] : g(0) = 0} et on désigne par P l'espace des fonctions polynomiales.

Q.14 > Montrer que F est un hyperplan fermé de C [0, 1].
Indication : On pourra utiliser ’application g — g (0).

La forme linéaire sur C [0,1], ¢ : g — g (0) est continue puisque |(g)| < ||gl|,, et F = ker g donc

F est fermé comme étant image réciproque d"un fermé par une application continue.

Onnote Py =FNP ={f€P : f(0) =0}etonfixeg € F.
Q.15 > Justifier qu'il existe une suite de fonctions polynomiales (P, )zen qui converge uniformément vers g
sur [0,1].
En déduire que la suite (Qn)nen définie par Q, = P, — P»(0) pour tout n € N, converge uniformé-
ment vers g sur [0,1] et que Pp = F.

Comme g est continue sur [0, 1], le théoréme de Weirstrass montre l'existence de (Py)nen-

Soite > 0, il existe N tq pour toutn > N, ||P, — gl < £ en particulier |P,(0)| = |P»(0) — g(0)| < 5.
Par suite pour tout . > N, ||Qn — &l < [|Pn — &lle + |P2(0)] < €. Ce qui montre la convergence de
(Qn). Comme (Q,) € P, alors g € P,.

On a donc montré que F C Py. Or Py C F donc Py C F (car F est fermé).
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On fixeh € Cy(R*) etonpose g (t) = h(—Int), ¢t €]0,1].

Q.16 > Justifier que g se prolonge en une fonction continue sur [0, 1], notée encore par g, et qui appartient a
F. Comparer N, (h) et ||g]| -

La fonction / est continue sur 0, 1] comme étant composée de deux fonctions continues. Par compo-

sition de la limiteona lim g(t) = lim h(x) = 0, donc g se prolonge en une fonction continue
t— 400 X—>—+00

sur [0,1] avec g(0) = 0 par suite g € F.

Ona |g(t)| = |k (—Int)| < Ne(h) donc ||g]|o, < Neo(h). De méme si x € R*.

Q.17 > En déduire qu'il existe une suite de fonctions polynomiales (P,)cn telle que la suite de fonctions
q polyn q
(x > e *Pp(e7*))nenN converge uniformément sur R* vers h.

D’apres la question Q.15 il existe une suite de polyndmes (Q,) € Py telle que |Qn — g, — 0. Or
Qn s’ecrit XP,(X).Ona

Noo(e™*Pa(e™) —h) = | XPy — 8|, |1Qn — glloco — O

Soit D le sous-espace vectoriel de Co(R*) formé des fonctions de la forme h(x)=e *P(x)

oi1 P € P. On souhaite montrer dans la suite que D est une partie dense de Co(IR*). On pose ¢ (x) = e ¥,

x € RY, keN*
o e . ) "
Q18> Pourn € N*, on pose An(x) = ) S r Justifier I'inégalité suivante :
k=0 i

x"e~*
n!

]e’z" —e*A, (x)| = 3 pour tout x € R*.

Indication : On pourra utiliser 1'inégalité de Taylor-Lagrange.

On pose f : x = e7%, f est de classe C" et I fl0 (x)’ = ¢™* < 1 pour tout x € R*. De l'inégalité de
n

Taylor-Lagrange on en déduit que |e™ — Py(x)| < %T Le resultat s’ensuit en multipliant par e™*.

Q.19 > Montrer que pour tout x € R*, x"¢~* < n"e¢~". En déduire que e, € D.

Une étude de fonction montre que x"e™* < n"e™". Donc

n,—n
e — e *P,(x)| < .  ®eRF,
n!

n,—n

Par la formule de Stirling e o

uniformément vers e;. Par suite e; € D.

~ T=21 — — 0, ce qui montre que la suite (e7*P,(x)) converge

Soit n un entier > 2 tel que e, € D. On se propose de démontrer que e,.1 € D. On fixe ¢ > 0, il résulte de
la question Q.18 qu'il existe un polynéme P € P vérifiant

e — e YP(y)| < %’ pour tout y > 0.
On pose M = sup |e"*P(x)|.
xeRT
Q.20 > Justifier qu'il existe un polynéme B, vérifiant

le—("“)x — e "*{2,~x/2p (x)l < -;— pour tout x € R*.
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11 suffit de remplacer y par (n + 1) § et de prendre B,(x) = P((n+1) 3).

Q.21 > Montrer qu’il existe un polynéme Q vérifiant

Q.22

Q.23 >

'e—nx/Z - e—X/ZQ(x)| < pour tout x € R*.

M+1

Indication : Remarquer que e, € D.

Comme e, € D, alors il existe un polyndme R vérifiant

le™ —e YR (y)| < MpourtoutyelR+

1 suffit de remplacer y par x/2 et de poser Q = R(x/2).

En déduire qu'il existe ¢ € D tel que ]e‘("“)" - (p(x)’ < & pour tout x € R et conclure que
en+1 € _ﬁ.
En multipliant 'inégalité

‘ e nx/2 _ ‘x/zQ(x)‘ pour tout x € R*.

par e */2P,(x) on obtient

/2
—nx/2,—x/2 e 4 ]e - P"(x)l f
Ie e *“Py(x) —e Pn(x)Q(x)I ——~—-——2M 5
En utilisant la derniére inégalité et 1'inégalité triangulaire, on obtient
le‘("“)" - e"‘Pn(x)Q(x)’ <, pourtoutx € Rt.
Soit ¢ : x —> e *P,(x)Q(x) € D. Alors

’e'("“)x - (p(x)l < ¢ pour tout x € R*.

Ce qui montre que e, € D.

Monter alors que D est dense dans Co(R).

Comme ¢, € D pour tout k > 1 alors pour tout polynéme P on a x — e *P(e™) € D. Soit
h € Co(Rt), d’apres la question Q.17, pour tout ¢ > 0 il existe P € P tel que |h(x) —e™*P(x)| <
par suite h € D = D. Donc D = Cy(R).

Partie IV : Application a une marche aléatoire

Soit (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi définie par :

P(Xn = 1) = P(Xn — —]_) E—

Pour tout n € N* on pose S, = X3 + Xz + -+ - + Xy et on prend Sp =
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Q.24 > Déterminer 'espérance et la variance de Sy,.
Ona E(X;,) = 0 et V(X,) = 1. Par linéarité de I'espérance on a E(S,) = 0. Par indépendance on
n
obtient V(S,) = )_ V(Xi) = n.
k=1

Q.25 > Soient ¢ > 0 et n € IN*. Montrer que

Sn 1

P( >E)5"'E'
n ne

Comme S, admet une variance. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’écrit

Sn

p(|%

VS, 1

n2e2 ne’

> s) = P (|Sn — E(S»)| > ne) <

" . 1 (m , B 1
Q.26 > Justifier que pour n € IN* ona P(Sz, =0) = 7 ( i ) . En déduire que P(Sz, = 0) T
Soit I'événement
Swm=0= |J Kx=LkeA)N(Xi=-LicA).
Ac{1.2,..n}
card(A)=n
Pour chaque sous ensemble d’indices A, P((Xx = 1,k € A)N(X; = —Li € A%)) = (3)*. Par
o-additivité on obtient P(Sy, = 0) = 2% (2::)
Méthode 2 : On écrit X, = 2Y, — 1 ot Yy ~ B(3).
Par la formule de Stirling on a

@z ” z,m(_'el)zn — Jan’

(211) (2 V 4""(2'82)2" 2%

n

1
Q.27> Pour n € IN¥, on désigne par &, la probabilité conditionnelle P (( %1 > e) |S2n = 0) . Montrer que
lim an = 0.
n-—roo
Ona
(0150 e gy P((E]> 065 =0)
Ky = ((—rT >€)|2n—)" P(52n=0)
P>
P n|” ¢ B 1 . Vmn _ VL
= "P(S2n=0)  ne?P(S; =0) = ne¢  /ne
D’olt lim «, = 0.
n—»o0

Dans la suite, on considere la série entigre ) P(Szn = 0)x?" et on désigne par H sa somme.
n>0
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Q.28 > Déterminer le rayon de convergence R de cette série. A-t-on convergence au point x = R?

D’apres la question 14, P(Sz, = 0) ~ \/—_:t: Donc, par application de la régle de d’Alembert, le

rayon de convergence de la série ) —\/—__——xz” est R = 1. Comme la série Z \/_ diverge donc la
série ) _ P(Sy, = 0) diverge par comparaison des séries A termes positifs.
n>0

Q29> Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parametres (21, }). Expliciter la fonction
génératrice Gy de Y.

Ona Gy(t) = (3t + 1) = (41)>.

Q.30 > En utilisant la question Q.5, montrer que

T iy
P(S2p =0)=P(Y =n) = -2}7; /_” cos®” (%) dt = 727/07 cos™ (u)du.

OnaP(Sy, =0)=P(Y=n) = >on (2 ) D’apres la question Q.5
— — 1 T eit+1 2n —int 35 1 T ei§+e_i% 2n
P(Y‘")‘ﬂr/_n(_—z e dt—ﬁf_ﬂ(—————z y2ndt
=17 cos(hy _l/" tyan -
= /_ncos(z) dt = i cos(z) dt (Par parité)

= —Zn: / ? cos? (u)du (Par le changement de variable u = %)
0

Q.31> En déduire que, pour tout x € |—R, R|,

3 du
Higt) = ;/() 1—x2cos?(u)

On écrit

7[

Z P(Szn = 0)x*" = —72; Y / cos? (u)dux®"

= ——/ Z cos?™ (u)x*"du = Th ———12—du.
— Jo 1—cos?(u)x?

Q.32 > Montrer que pour tout x € |—R, R|,
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En calculant fog ﬁoglf(—uj;zdu al’aide du changement de variable bijectif ¢ = tg(u), on obtient

/% 1 P dt
0 1—cos?(u)x2~ Jo 1—x2+1¢#2

1 /w dt
T 1 42 t

1 X 0 1+(7ﬁ=5)

1
1—x2

~_~7'L’
)

\/ ~x/0 1+‘02

Par suite H(x) = —1\/1_-—;—7

Partie V : Une Série de fonctions

Pour tout réel x € R* on pose

Q.33 >

Q.34 1>

Q.35

= e
S(x) =Y (-1 'In{ 14+ ——m—
n=1 2nsin (Ee—x)

Montrer que S est bien définie sur R et que pour tout entiern > 1, on a

¥ ) 1+ —" | <147
1)k 1+ < ( e -———)
k=n+1 2k sin (%e‘x) 2(n+1)

X
Soit f, ¢ x — (=1)"" 11“(”2%1:8(77) pour tout x € R*. On a [fu(x)] < |fara(¥)] et

limy— 4 |fn(x)| = 0. Donc la série définissant S converge simplement comme une série alternée
vérifiant CSSA. On a donc

5| < ol =1n (14 5o ) <in (14 5.5
et JRVEN S U 2(n + 1) sin (Ze) 2(n+1)
car, —7258"‘ € [0, %] pour tout x > 0, donc sin ($e™*) > %g —% — =%

En déduire que S est continue sur R*.

Pour tout n, f, est continue sur R*.
La série ¥ f, converge uniformément sur R, car pour tout x € R™,

+00

Y. filx)

k=n+1 °

20 +1)) — 0.

<1n(1+

Par le théoréme de continuité sous le signe somme, S est continue sur R*.

» k+1 241 (nt1)*
Montrerquekz_:( ~1)* 1ln( T ) —ln(m>
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En déduire que
: T
xl_1)111°°5(x) = In (——2) .

La formule s’établit directement, ou par récurrence.
La formule est valable pour n = 1. Supposons que le résultat est vrai pourn > 1.Ona

2n42 3 k+1) 24 (n1)t 2n+2 2n+3
k;(—l)" 11n<—7;—) _m(m) +1“(2n+1) ”m(zn+2)
I 241 (n1)t (2n+2)* 1
B ((2n!)(2n+1)! 2n+1 (2n+2)2(2n+3)

24+ (4 1)1
n ((2n+3)!(2n+2)!) :

Ii

Par la formule de Stirling

24n (n!)4 N Ee n 2n R E
@n) (2n+1)1 ~ 2 \1+2n 3

Tl reste 2 appliquer le théoréme d’interversion série-limite en l'infini : il y a convergence uniforme et

_qyn-1 me”* _q\n-1 1
(-1) m(1+2nsin(12f—e—’f)>_>( 1) In(1+n quand x — +00
. e me™* ]

ar ~oo
2nsin (e~*) ° 2n(Fe™¥)

* Fin de I'épreuve *
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