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Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la présentation. Il est

rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pas été démontré.

L'usage de la calculatrice et de tout dispositif électronique est interditj

Notations

K désigne le corps des nombres réels R ou le corps des nombres complexes C.

M3(K) est la K-algebre des matrices carrées de taille 3 & coefficients dans K.

GLs (K) est le groupe des matrices inversibles dans M3(K).

S3(R) est le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de M3(R).

Pour tout M € M3(KK), on note xp son polyndme caractéristique, Sp (M) son spectre et
rg (M) son rang.

5] 0 0
e Pour a7, 1y, a3 € K, la matrice diagonale | 0 &, 0 | seranotée diag (aq, 2, a3).
0 0 ®3

Une matrice M € M3(K) est dite une matrice scalaire si M = alz avecu € Ket I3 =
diag (1,1,1) la matrice identité.

Partie I

I-A Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et f, g deux endomorphismes
diagonalisables de E tels que fo g = go f.
Q.11> Montrer que les sous-espaces propres de g sont stables par f.

Q.2 > Montrer que I'endomorphisme induit par f sur chaque sous-espace propre de g est
diagonalisable.




Q.3 1> En déduire V'existence d’une base de E formée par des vectetirs propres communs a f
etg.

I-B Soit P = X3 4+ aX?+ bX + ¢ € C[X]. On consideére le déterminant

c 0 b 0 O
b c 2a b 0
D(P)=|a b 3 22 b|.
1a 0 3 2
01 0 0 3

Q.4> Onnote B; = (1, X, X2 X% X*) la base canonique de C4 [X]. Montrer que D(P) est le
déterminant dans la base B; de la famille (P, XP, P, XP/, X2P'), c’est-a-dire

D (P) = dets, (P, XP, P/, XP, X2P').

v Onsuppose ici que D (P) = 0.
Q.5 > Justifier que la famille (P, XP, P/, XP/, X2P') est li¢e.

Q.61> En déduire qu'il existe U, V € C [X] non nuls tels que degU < 1,degV < 2 et
UP+ VP =0.

Q.7 > Montrer que P admet une racine multiple.

Q.8 > Montrer que
D (P) = 443 — 18abc + 4b° — a?b* 4 27¢7.

I-C On considere les deux matrices

100 B Leal
A=10 20 et B=|1 3 -2
000 11 0

Q91> A-t-on AB = BA?
Q.10 > Montrer que, pour tout z € C, le polynome caractéristique de zA + B est

Xears = X (X — (2+2)) (X - (3+22)).

Q.11 Soitz € C\ {~1, -3, —2}. Montrer que zA + B est diagonalisable.
Q.12 1> Montrer que —A + B n’est pas diagonalisable.

I-D Soient A, B € M3 (C) deux matrices diagonalisables.

Q.13 > Montrer que

AB = BA <= 3P € GL3 (C) telle que P"'AP et P~!BP soient diagonales.
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Q.14 > Montrer que si AB = BA alors A + B est diagonalisable. Que peut-on dire de la réci-
proque? :

Q.15 > Montrer que si AB = BA alors, pour tout x,y € C, la matrice xA + yB est diagonali-
sable.

Partie 11

Dans toute cette partie on considére deux matrices A, B € M3 (C) telles que, pour tout x,y € C,
la matrice xA + yB soit diagonalisable et on se propose de montrer que AB = BA.

II-A On suppose qu'il existe xo, o € C non tous deux nuls tels que xoA + yoB admet une valeur
propre triple.

Q.16 > Montrer que xpA + yoB est une matrice scalaire.

Q.17 > En déduire que AB = BA.

II-B On suppose que A = diag (0,0,1) et que B = (bj), ; <3

Q.18 > Montrer que, pour tout z € C, le polyndme caractéristique x4 de la matrice zA + B
est donné par

Xza+B = XB — 2X% + 2 (b11 + b)) X — z (bunb — bi2bn1),
ol 3 est le polyndme caractéristique de B.

II-C On suppose que A = diag (0,0,1) et que B = (b;;), <ij<a Vérifie g (B) =1etB*=B.

Q.19 > Montrer que xp = X° — X? et que by1by — bioby = 0.

Q.20 > En déduire que, pour tout z € C, le polynéme caractéristique x4+ de la matrice
zA + B est donné par

XzA+B = X (Xz —_ (Z - 1) X+ (bn + bzz) Z) .

Q.21 > Montrer que si b1 + by = 0 alors AB = BA.

Indication : On pourra remarquer que X—a+8 = X°.
¥  Onsuppose que by; + by # 0.
Q.22 > Montrer qu'il existe zg € C* tel que zpA + B admette une valeur propre double
Ag € C*.
Q.23 > Montrer que rg (20A + B — Agl3) = 1.
Q.24 > En déduire que by3 = bps = bz = bay = 0 puis que AB = BA.
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II-D On suppose maintenant que A et B admettent chacune une valeur propre double et une
valeur propre simple. ’

On pose Sp (A) = {a,B} et Sp(B) = {A, u}, ot « est la valeur propre double de A et B sa
valeur propre simple; A est la valeur propre double de B et u sa valeur propre simple.

Q.25 > Montrer qu’il existe P € GL3 (C) telle que P~ AP = diag («, &, B). On pose

| =1 1 =1
— = — A P.
ﬁ—ap (A (XI;;)P et B ]«l—)\P (B A 3)

Q.26 > Montrer que A; = diag(0,0,1).
Q.27 > Montrer que (B;)? = By etrg (B;) = 1.

Q.28 > Montrer que, pour tout x,y € C, xA; + yB; est diagonalisable. En déduire que A1B; =
B1A;.

Q.29 > Montrer que AB = BA.

II-E On suppose ici que A = diag (0,0,1) et que B = (bz-j) vérifie by1byy — biaby; = 0. On

1<i,j<3
pose xg = X° + a,X? + a1 X + ag, le polyndme caractéristique de B.

Q.30 > Montrer que, pour tout z € C, le polynéme caractéristique x,44p de la matrice zA + B
est donné par

XzA+B = X34 (a3 — z) 3 4 (a1 + z (b11 + b)) X + ao.

Y  Onsuppose que by + by = 0.

Q.31 > Montrer que sia; = ag = 0 alors AB = BA.

Indication : On pourra considérer la matrice a, A + B.
¥  Onsuppose que a; # 0 ouag # 0.
Q.32 > Montrer que D (),4+3) est une fonction polynomiale en z de degré strictement
positif.
Indication : Utiliser le résultat de la question Q.8.

Q.33 > En déduire qu'il existe zg € C tel que z9A + B admet une valeur propre mul-
tiple Ag.

Q.34 > Montrer que zpA + B commute avec A puis que AB = BA. On discutera sui-
vant la multiplicité de la valeur propre A,.

V¥V Onsuppose que by + by # 0.

Q.35 > Montrer que D (x,4+5) est une fonction polynomiale en z de degré 4.
Q.36 > En déduire qu'il existe zg € C tel que zpA + B admet une valeur propre multiple.

Q.37 > Montrer que zgA + B commute avec A puis que AB = BA.
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II-F On suppose que A admet une valeur propre double « et une valeur propre simple .

Q.38 > Montrer qu'il existe P € GL3 (C) telle que B—};P“l (A —al3) P = diag (0,0,1).

Q.39 > On pose P~1BP = (b’.. - Montrer qu’il existe t € C tel que

’J) 1<i,j<3
(b1y — t) (b — t) — bt = 0.
Q.40 > Montrer que diag (0,0,1) et P'BP — tI; commutent. En déduire que AB = BA.

II-G On suppose ici que A = diag (0,1,u), avec u € C*\ {1}.
On admet qu'il existe by, by, b3, by, bs, bg € C tels que, pour tout z € C, le polynéme caracté-
ristique X, 4+p de la matrice zA + B est donné par la formule

Xea+ =X — @2 (2) X2+ @1 (z) X + @0 (2),

olt @3 (2) = (u+1)z+ by, 91 (2) = uz? + byz + bz et @y (z) = byz* + bsz + bs.
Q.41 > Montrer que D (x;4+p) est une fonction polynomiale de degré 6 en z.

Q.42 > Montrer alors qu'il existe z; € C tel que z1A + B admet une valeur propre multiple.

Q.43 > Montrer que z1 A + B commute avec A. En déduire que AB = BA.

II-H
Q.44 > En distinguant les trois cas suivants :
e A ou B admet une valeur propre triple;
o A et B admettent chacune une valeur propre double et une valeur propre simple;
e A ou B admet 3 valeurs propres simples,

montrer que AB = BA.

Partie ITI

Q.45 1> Soient A, B € S3 (IR). Montrer que, pour tout x,y € R, xA + yB est diagonalisable.

Q.46 > Soient A, B € M3 (R) telles que, pour tout x,y € R, la matrice xA + yB soit diagonalisable.
A-t-on AB = BA? Justifier votre réponse.

* Fin de I'épreuve *
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Notations

K désigne le corps des nombres réels R ou le corps des nombres complexes C.

M;3(K) est la K-algebre des matrices carrées de taille 3 & coefficients dans K.

GL3 (K) est le groupe des matrices inversibles dans M;(K).

S3(R) est le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de M3(R).

Pour tout M € M3(K), on note x» son polyndme caractéristique, Sp (M) son spectre et 1g (M) son rang,

&1 0 0
e Pour a1, &, a3 € K, la matrice diagonale | 0 &, 0 | seranotée diag (21,22, a3).
\ 0 0 &3

Une matrice M € M3(K) est dite une matrice scalaire si M = alz avec & € K et I3 = diag (1,1, 1) la matrice
identité.

Partie I

I-A Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et f, g deux endomorphismes diagonalisables de
Etelsque fog=gof.

Q.1> Montrer que les sous-espaces propres de g sont stables par f.

l Comme f et g commutent alors les sous-espaces propres de g sont stables par f.

Q.21> Montrer que 'endomorphisme induit par f sur chaque sous-espace propre de g est diagonalisable.

Soit F un sous espace propre de g. Comme f est diagonalisable et F est stable par f alors f induit sur F
un endomorphisme diagonalisable.

Q.3 En déduire I'existence d’une base de E formée par des vecteurs propres communs a f et g.

Pour tout A € Sp (g), 'endomorphisme f; induit par f sur E, (g) est diagonalisable. Donc, pour tout
A € Sp(g), E (g) admet une base B), formée par des vecteurs propres de f et donc de f. Par suite B, est
une base de E, (g) formée par des vecteurs propres communs a f et g. D'autre part, g est diagonalisable

doncE= @ Ej(g), etparconséquent B = |J B, estune base de E formée par des vecteurs
A€Sp(g) : A€Sp(g)
propres communs a f et g.




I-B Soit P = X® +aX? + bX + ¢ € C [X]. On considere le déterminant

c 0b 0 O
b c 22 b 0
D(P)=|a b 3 2a b]|.
1 a 0 3 2a
01 0 0 3

Q40> Onnote B, = (1, X, X2, X3, X*) la base canonique de C4 [X]. Montrer que D(P) est le déterminant dans la
base B, de la famille (P, XP, P/, XP', X?P'), 'est-a-dire

D (P) = detg, (P, XP,P', XP, XZP') .

P=c+bX+aX?+ X3 +0X4,
XP =0+ cX +bX? +aX? 4+ X4,
Ona{ P’ =b+2aX +3%X2 +0X% +0X4,
XP' =0+ bX +2aX? +3X3 + 0X*4,
X2P' =0+ 0X +bX? 4 2aX3 + 3X%.
Donc la matrice de la famille (P, XP, P/, XP', X2P') dans la base conanonique est donnée par

c 0 b 0 O
b c 2 b 0
Mg, (P,XP,P’,XP’,XZP’) =|a .3 2 3
124 0 3 2
01 0 0 3
Par suite
¢ 0 b 0 0
b ¢ 22 b 0O
dets, (P,xp,p',xpxxzp')= a b 3 2 b|=D(P).
124 0 3 22
[o 10 0 3

¥ Onsuppose ici que D (P) = 0.
Q.50 Justifier que la famille (P, XP, P/, XP/, X2P') est liée.
Comme detg, (P, XP, P, XP',X?P') = D (P) = 0 alors la famille (P, XP, P/, XP/, X2P') est liée.

Q.6> En déduire qu'il existe U, V € C [X] non nuls tels que deg U < 1,degV < 2et UP+ VP' =0.
La famille (P, XP, P/, XF', X2P') est liée, donc il existe ag, a1, &2, 23, 44 € € non tous nuls tels que

aoP + a1 XP + apP’ + asXP' + a4 X?P' = 0.

Onpose U = ag+ay X et V = ap + a3X +ayX? alors U,V € C[X], degl < 1,degV < 2et
UP + VP’ = 0. Comme les &; ne sont pas tous nuls alors U # 0 ou V # 0.5i U = 0 alors VP = O et
comme P’ # 0, on obtient V = 0, ce qui est absurde. Donc U # 0. De la méme fagon on prouve que
V #0.

Q.7 > Montrer que P admet une racine multiple.

Si P admet 3 racines simples x;, x; et x3 alors, pour touti € {1,2,3}, P(x;) = Oet P'(x;) # 0.
En utilisant la relation UP + VP’ = 0, on obtient, pour tout i € {1,2,3}, V (x;) P’ (x;) = 0. Donc,
pour tout i € {1,2,3}, V (x;) = 0, ce qui est absurde car V non nul, deg V' < 2 et admet 3 racines
distinctes. Donc P admet une racine multiple.
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Q.8 > Montrer que
D (P) = 4a3c — 18abc + 4b® — a?b* + 27¢%.

Ona
c 0 b 0 O c 0 b O 0
b ¢ 2a b 0 b ¢ 22 b -3
DP)=a b 3 2 BTy b 3 2 -
1 ¢ 0 3 2a 1 a 0 3 -—a
01 0 0 3 0 1 0 O 0
b 0 0 ¢ b -3¢ ac
. b 22 b —3c| (CeC3-3Cy, Cy~Cy+4aCy) _ b 2a -2b -3c+ab
a 3 2a -2 a 3 —a -2b+a?
0 3 -—a |1 0 0 0
b =3¢ ac e tes b -3 0
— &
=122 -2 -3c+abl ° = |2a -2b -3c+%
3 -2 -2b+a? 3 -a -2B+%
b - ab 5 ab |
b 2 3c-4-3—2 +3C2a 31:~1—-3-2
-a -2b+ % 3 -2b+%
2
=b{4b2—4g—£+a 30+ab +3c m4ab+4?-3--—3 3c+ab>)
\ 3 3 3
b2 2b2
= 4b° — 4~3—— — 3abc + S s 12abc + 43¢ + 27¢* — 3abc
= 4g3¢c — 18abc + 4b° — 2%V + 2722,

I-C On considere les detix matrices

100 21 1)\
A=10 2 0 e¢e B=:11 3 -21.
0 0 0 11 0
Q9> A-t-on AB = BA?
Ona .
21 2 20
AB=12 6 -4}l etBA=_1 6 §
0 0 0 \1 2 0
donc AB # BA.

Q.10 > Montrer que, pour tout z € C, le polyndéme caractéristique de zA + B est

Xza+B = X (X —(2+2)) (X - (3+22)).
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Q.11

Qi2p

Soitz € C.On a, pour tout A € C,

K= D ] ~1
Xza+B(A) =] -1 A=B=02 2
| =i A
=(A_2_Z))L~—3——22 2| |-1 2| |-1 A-3-22
- | Al l=1 Al =i -1 |

=(A-2-2)(A-3-22)A+2)—A+2—1—(A—3—2)
=(A-2-2) (M- (3+22)A+2) ~ 24 +4+2
=(A-2-2) (/\2—(3+22)/\+2—2)
=AA—-(24+2))(A-(3+22)).

Donc xza+8 = X (X — (2+2)) (X — (3+ 22)).

Soit z € C\ {—~1, — %, —2}. Montrer que zA + B est diagonalisable.

Size C\{~1,-3,—2}alors2+2z # 0,3+2z # 0et2+z # 3+ 22, donc x 4B est scindé 2 racines
simples par suite zA + B est diagonalisable.

Montrer que —A -+ B n’est pas diagonalisable.

X-a+8 = X (X —1)® donc 1 est une valeur propre double de —A + B. D’autre part

y+2=0 2
(FA+B)X=X&=>(x—22=0 &= y=—zetx=2z24=> X € Vect | -1
x+y—z=0 1

Donc dim E; (—A + B) = 1 3 2 la multiplicité de 1 comme valeur propre de —A + B. Donc —A + B n’est
pas diagonalisable.

I-D Soient A, B € M3 (C) deux matrices diagonalisables.

Q13>

Montrer que

AB = BA < 3P € GL3 (C) telle que P~ AP et P! BP soient diagonales.

+=) Supposons qu’il existe P € GL3(C) telle que P~*AP et P~'BP soient diagonales. Donc
(P~1AP) (P~1BP) = (P~'BP) (P~!AP), puis P ABP = P"'BAP etenfin AB = BA.

==) Supposons que AB = BA.Onnote f et g les endomorphismes de M 3 (C) canoniquement associés
A A et B respectivement. Alors f et g sont diagonalisables et f o g = g o f. D’apres la partie I-A, My 3 (©)
admet une base B formée par des vecteurs propres communs 2 f et g. Donc Mg (f) et M (g) sont deux
matrices diagonales. Notons P la matrice de passage de la base canonique B; de M3 (C) 2 la base B.
Alors P € GL3 (C) et

Mg (f) = P"'Mjp, (f) P = P~ AP et Mg (g) = P"*Mj, (g) P = P"'BP.

Donc il existe P € GL3 (C) telle que P~ AP et P~ BP soient diagonales.
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Q.14 > Montrer que si AB = BA alors A + B est diagonalisable. Que peut-on dire de la réciproque?

Comme AB = BA alors il existe P € GL3(C) telle que P~ AP et P~ BP soient diagonales. Alors
P~1(A+B)P = P~1AP + P~1BP est diagonale. Donc A + B est diagonalisable.

La réciproque est fausse : Les matrices A et B de la partie I-C sont diagonalisables telles que A + B est
diagonalisable sans que AB = BA.

Q15> Montrer que si AB = BA alors, pour tout x,y € C, la matrice xA + yB est diagonalisable.

Comme AB = BA alors il existe P € GL3 (C) telle que P~ AP et P~1BP soient diagonales. Donc, pour
toutx,y € C, P~! (xA + yB) P = xP~1 AP + yP~1BP est diagonale, par suite xA + yB est diagonalisable.

Partie I1

Dans toute cette partie on considére deux matrices A, B € Mj (C) telles que, pour tout x,y € C, la matrice xA +yB
soit diagonalisable et on se propose de montrer que AB = BA.

II-A On suppose qu'il existe xg, yp € C non tous deux nuls tels que xgA + yoB admet une valeur propre triple.

Q.16 > Montrer que xpA + yoB est une matrice scalaire.

Comme xpA + yoB est diagonalisable et admet une valeur propre triple « alors
x9A +yoB = P! diag (¢,4,4) P = P! (a3) P = aP™'P = al;.

Donc %9 A + yoB est une matrice scalaire.
Q.17 > En déduire que AB = BA.

Comme x0A + yoB est scalaire alors elle commute avec A et avec B : (xpA + yoB) A = A (xpA + yoB) et
(x0A +yoB) B = B (x9A + yoB) . Donc yoBA = ygAB et xgAB = xoBA. Puisque xg # 0 ou yp # O onen
déduit que AB = BA.

II-B On suppose que A = diag (0,0,1) et que B = (bii)1<=‘j<3'

Q.18 > Montrer que, pour tout z € C, le polyn6me caractéristique x.4+p de la matrice zA + B est donné par
XzA+B = XB — 2X% + 2 (b11 + b)) X — z (brybay — bizbn),

ou xp est le polynoéme caractéristique de B.

Soit z € C. Alors, pour tout A € C,

A-bn b —~b3
Xzea+B (A) =| —bun  A—byp —by3
—byy  —bn A-bp-—z
A—=buy by [ —bis 0
=i —b21 /\ el b22 ~b23 + 0
—-b31 —b32 A— b33 2
A—by  —bp  —bss A-bn -b2 O
=| —byy A—bp —bys |+| —=byy A—bp O
—bs —bx A-—ba —ba —bp -z
‘ A-b —b
=xs(W)-z| "
=by A-bn

=x8(A)~z (/\2 = (b11 + b22) A + by — blzbzl) .

Donc x,4+8 = xg — 2X2 +z (b11 + baz) X — z (bi1ba — b1abn).
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II-C On suppose que A = diag (0,0,1) et que B = (b,-,-)K!.].<3 vérifie rg (B) = 1et B2 = B.

Q.19 > Montrer que xp = X3 — X2 et que by1ba — biaby = 0.

Ona B2 — B = 0 donc Sp(B) C {0,1}. Comme rg(B) = 1 alors dimKer (B) = 2 par suite 0 est une
valeur propre double et 1 et une valeur propre simple (car B est diagonalisable) donc xp = X2(X-1)=
X3 - X2

On a rg(B) = 1 donc les matrices d’ordre 2 extraites de B ne sont pas inversibles, en particulier
biy bz
by bz

by

= by1byy — biob21 = 0.
bn

b
12) n’est ps inversible et son déterminant est donc nul :

Q201> En déduire que, pour tout z € C, le polyndme caractéristique x4+p de la matrice zA + B est donné par

Xza+8 =X (XZ ~(z+1) X+ (b11 + ba) Z) .

A laide de la question Q.18, pour tout z € C,
XzA+B = xB — 2X2 + 2 (b1 + b22) X
= X3—X2~ZX2+Z(b11+b22)X
= X(Xz—— (z+1D) X+ (b11+b22)z) ;

Q.21 > Montrer que si by + by = O alors AB = BA.
Indication : On pourra remarquer que X—a+3 = X°.

Supposons que by + by = 0. Alors xz448 = X (X2 — (z+ 1) X) et en particulier x_a4p = X3. Donc
— A + B admet une valeur propre triple 0. D’aprés la question Q.17, AB = BA.

¥ Onsuppose que by + by # 0.

Q.22 1> Montrer qu'il existe zg € C* tel que zpA + B admette une valeur propre double A € C*.

Pour tout z € C, xzars = X (X2 — (z+1) X+ (b11 + bp) z). Comme le discriminant A(z) =
(z+1)% — 4 (b1 + by) z est une fonction polynomiale de degré 2enzet A(0) =1 # 0 alors il
existe zg € C* tel que A (z9) = 0. Donc le trindme de second degré X2 — (zp+1) X + (b1 + b)) 2o
admet une racine double Ay € C. Comme 0 n’est pas une racine de ce trindme alors Ag # 0. Donc
Xzpa+B = X (X% — (20 + 1) X + (b11 + bx2) 29) admet une valeur propre double Ag € C*.

Q.23 > Montrer que rg (20A + B — Aol3) = 1.

On a zpA + B est diagonalisable et Ag est une valeur propre double de zpA + B donc
dim Ker (zgA + B — Aols) = 2. On en déduit que

rg(20A+B—Apl3) =3-2=1.
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Q.24 > En déduire que by3 = byz = b33 = bsp = 0 puis que AB = BA.

bi1 — Ao b12 b13
On a zgA+ B — Aplz = by by — Ag bos de rang 1, donc les déterminants
b bz  29+bas—Ag

b -

d’ordre 2 extraits de zgA + B — Agl3 sont nuils. Donc b21 bnb Ao = 0, ¢’est & dire by b3y — b31bs +
31 32
bs1Ag = 0. Or by1bay — ba1by = :21 ZZ2 = 0 (car B est de rang 1) donc b3jAg = 0 puis b3y = 0 (car
31 932
Ag #0).
De la méme fagon by3 = byz = b3y = 0.
by by O [0 0 0
DoncB= | by by 0 |puisAB=}]0 0 0 | =BA.
0 0 b 0 0 b3

II-D On suppose maintenant que A et B admettent chacune une valeur propre double et une valeur propre simple.
On pose Sp (A) = {a, B} et Sp (B) = {A, u}, ot1 « est la valeur propre double de A et § sa valeur propre simple;
A est la valeur propre double de B et u sa valeur propre simple.

.25 1> Montrer qu'il existe P € GL3 (C) telle que P~ AP = diag (, &, 8). On pose

1
Al:mpl(A-als)P et By =

i

e AP"‘ (B — AL)P.

La matrice A est diagonalisable avec & comme valeur propre double et f comme valeur propre simple,
donc A est semblable a la matrice diag(#,&,B). Donc il existe P € GL3(C) telle que P71AP =

diag (a, 2, B).
Q.26 > Montrer que A; = diag (0,0,1).
Ona
PRI (A—alz) P
1= 8% 3
~ 1 (pap_
—p=z (P1aP - a)
i, 1 s
= 3% (diag (a, &, B) —al3) = B a diag (0,0, — ) = diag (0,0,1).

Q.27 Montrer que (B;)? = By etrg (B;) = L.
By = F_I:XP“I (B—AR)P = P‘lﬁx (B = ALz) P. Donc B; est semblable a la matrice ';T}TX (B—Alz).
Comme Sp (B) = {A,u} alors Sp (F%W (B~ Alg)) = {0,1}. Puisque B est diagonalisable alors B; est

diagonalisable et donc le polynéme X (X — 1) annule B;. On en déduit que (B; )? = B,.
Comme A est une valeur propre double de B alors 0 est une valeur propre double de B;. Donc
dimKerB; = 2etrg(B;) =3 —dimKerB; = 1.
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Q.28 > Montrer que, pour tout x,y € C, xA; + yB; est diagonalisable. En déduire que A;B; = B1A;.
Soit x,y € C. Alors

1
xA1+yBl=x(ﬁ_aP 1(A—a13)P)+y(mP 1(B~AI3)P)

i <ﬁia(A—a13)+;%7(B—Alg))P

_p-1f_* Yy p_[_x= yA
=P (ﬁ-—-aA+]l—-/\B (ﬁ—-u+;4—-/\)13)P'

Comme gZ; A + 7Ly B est diagonalisable alors z%; A+ 7B — (72 + £ ) I est aussi diagonalisable.
Par similitude, xA1 + yB, est aussi diagonalisable.

On a A; = diag(0,0,1), (B;)* = By, rg(B;) = 1 et, pour tout x,y € C, xA; + yB; est diagonalisable
donc, d’aprés la partie Ii-C, A1B1 = B1A;.

Q.29 > Montrer que AB = BA.

On pose A; = F—lTEP_l (A—al)P et By = V—}XP‘I (B—AL)P et A1By = BiA;, donc
(A —al3) (B— Alz) = (B — Alg) (A — al3). En développant, on obtient AB — aB — AA + aAl; = BA —
#B — AA + aAl; puis AB = BA.

II-E On suppose ici que A = diag (0,0,1) et que B = (b;;)
X2 + a1 X + ag, le polyndme caractéristique de B.

1<ij<3 vérifie by1byy — b1aby = 0. On pose xp = X3+

Q.30 > Montrer que, pour tout z € C, le polyndme caractéristique X, de la matrice zA + B est donné par

Xza+ = X° + (a2 — 2) X2 + (a1 + 2 (bus + b2)) X -+ ap.

AYaide de la question Q.18, pour toutz € C,

XzA+B = XB —zX? +z(b11 +b22)X
= X3+ a;X? + m X + a9 — 2X? + 2 (b1 + b2) X
= X% + (82 — z) X* + (a1 + 2 (b1 + b)) X + ap.

¥  Onsuppose que b3 + bp = 0.

Q.31 > Montrer que si a; = 4p = 0 alors AB = BA.
Indication : On pourra considérer la matrice 4o A + B.

Supposons que a; = ag = 0. Donc, pour tout z € C, xz4+5 = X° + (a2 — 2) X2 et, en particulier pour
Z =08y, Xa,A4B = X3. Donc a3A + B admet 0 comme valeur propre triple. D’apres la question Q.17,
AB = BA.

¥ Onsuppose que a; # 0ouagp # 0.

Q.32> Montrer que D ()x,4+5) est une fonction polynomiale en z de degré strictement positif.
Indication : Utiliser le résultat de la question Q.8.

Ona,pourz € C, x4+ = X3 + (ag — z) X* + a1 X + ag dong, & l'aide de la question Q.8,
3 3 2 2 2
D (x24+8) = 4ag (az — 2)° — 18agay (a2 — z) + 4 (a1)” — (a1)" (a2 — 2)° +27 (a0)".

Siag # 0 alors D (x,4+8) est une fonction polynomiale en z de degré 3.

Siag = O alors a; # 0 et D (xz4+8) = 4 (a1)® — (a1)? (a2 — 2)? est une fonction polynomiale en z
de degré 2.

Done D (x,4+8) est une fonction polynomiale en z de degré strictement positif.
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Q.33 > En déduire qu'il existe zg € C tel que zgA + B admet une valeur propre multiple Ag.

Comme D (x;a+B) est une fonction polynomiale en z de degré strictement positif alors
D (xza+B) admet une racine zg dans C. Par suite D (xz,4+5) = 0. D’aprés la question Q.7, le
polynéme x, 4+p admet une racine muitiple Ag. Donc la matrice z9pA + B admet une valeur
propre multiple Ag.

Q.34 > Montrer que zpA + B commute avec A puis que AB = BA. On discutera suivant la multiplicité de
la valeur propre Ay.

Si Ag est une valeur propre triple de z9A + B alors AB = BA d’apres la question Q.17.
Supposons maintenant que Ag est une valeur propre double de zgA + B et By = zpA + B. Alors,
pour tout x,y € C, xA+yB; = xA+y(z0A+ B) = (x+yzp) A + yB est diagonalisable avec
A = diag(0,0,1) admet une valeur propre double 0 et une valeur propre simple 1 et B; =
2pA + B admet une valeur propre double Ag et une valeur propre simple. D’aprés la question
Q.23, ABy = BiA. 1l s’ensuit que A (2zpA + B) = (2zpA + B) A et en développant on obtient
AB = BA.

v Onsuppose que by + by # 0.

Q.35 > Montrer que D (x,4+8) est une fonction polynomiale en z de degré 4.

Q.36 > En déduire qu'il existe zp € C tel que zgA + B admet une valeur propre multiple.

Q.37 > Montrer que zpA + B commute avec A puis que AB = BA.

Ona, pourz € C, X448 = X° + (a2 — 2) X2 + (a1 + z (by1 + b)) X + ap. Donc

D (xza+p) = 4ag (42 — 2)3 —18ap (a1 + z (b1 + b)) (ay — 2)
+4 (a1 +2 (b1 + b))’ — (82 — 2)° (a1 + 2 (b1 + ba))” +27 (a0)?.

Le terme (a2 — z)? (a1 + z (b1 + bx))? est de degré 4 et tous les autres termes ont des degrés stricte-
ment inférieurs a 4, donc D (x,4+p) est une fonction polynomiale en z de degré 4.

Comme D (xz4.+8) est une fonction polynomiale en z de degré 4 strictement positif alors D (x;4+5)
admet une racine zg dans C. Par suite D ( Xzg At B) = 0. D’aprés la question Q.7, le polyndéme x,,44 B
admet une racine multiple Ay. Donc la matrice zpA + B admet une valeur propre multiple.

SizpA + B admet une valeur propre triple alors AB = BA d’apreés la question Q.17.

Supposons que zpA + B admet une valeur propre double. Alors, pour tout x,y € C, xA +
¥ (20A + B) = (x +yzp) A+ yB est diagonalisable avec A = diag (0,0, 1) admet une valeur propre
double et une valeur propre simple et zpA + B admet une valeur propre double et une valeur
propre simple. D’aprés la question Q.29, A (29A + B) = (2pA + B) A et en développant on obtient
AB = BA.

II-F On suppose que A admet une valeur propre double « et une valeur propre simple g.

Q.38 > Montrer qu'il existe P € GL3 (C) telle que B—l-aP‘l (A —al3) P = diag (0,0,1).

La matrice A est diagonalisable avec # comme valeur propre double et B comme valeur propre simple,
donc A est semblable a la matrice diag («,«,B). Donc il existe P € GL3(C) telle que P~1AP =
diag (a, 2, B). Donc

) _ 1 ~1ap
B-_—';P (A = lXIg) Pl ETE (P AP lx13)

- ﬁ%nx (diag (a, &, B) — al3) = B 1 a

diag (0,0, — &) = diag (0,0,1).
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Q.39 > Onpose P71BP = (b ]) — Montrer qu'il existe ¢ € C tel que

(b1 — 1) (b2 — #) — bigby =0.

L'équation (b}, — t) (b, — t) — bj,bj; = 0 d'inconnue t € C est une équation de second degré, donc elle
admet au moins une solution. Donc il existe ¢ € C tel que (b}, — t) (b, — t) — b),b}, = 0.

Q.40 > Montrer que diag (0,0,1) et P~*BP — ¢I3 commutent. En déduire que AB = BA.
*) Pour tout x,y € C,

xdiag (0,0,1) +y (PBP - th) =

xﬂi N (A—DLI3)P+y(P_]BP—-t13\)

= =1 _x_. - ._.xL i

P (ﬁ_aAJf-yB (ﬁ-—cx yt)Ig)P.

Comme B_A + yB est diagonalisable alors =z A +yB - (B_ yt) I3 est diagonalisable. Comme
x diag (0,0,1) +y (P~'BP — tI3) est semblable a FaA+yB— (F_? - yt) I3 alors elle est aussi diagona-

lisable.
n—t by bis

“)OnaP~'BP—tlh=| by, b,—t by |avec(b},—t)(Bhy—1t)— by =0.
b3 by byt

Donc, d’apres la partie II-E, diag (0,0,1) et P~!BP — tI; commutent. Il vient que Pdiag (0,0,1) P! =
L (A—al3)etP (P~'BP — tI3) P~! = B — tI; commutent, et on en déduit facilement que AB = BA.
P ?

II-G On suppose ici que A = diag (0,1,u), avecu € C*\ {1}.
On admet qu'il existe by, by, b3, by, bs, bg € C tels que, pour tout z € C, le polynéme caractéristique x,4+p dela
matrice zA + B est donné par la formule

Xza+8 = X2 — @2(2) X% + ¢1(2)X + 90(2),

olt @2(z) = (u+1)z+ by, @1(z) = uz? + boz + by et @o(2) = bgz? + bsz + bg.

Q41> Montrer que D (x;4+p) est une fonction polynomiale de degré 6 en z.

Pourtouiz € C,
D (Xz+8) = 4(( + 1)z +01)° (baz? + boz + bs) ~ 18 ((u+ 1)z + by) (42 + byz + by ) (baz? + bsz + b
3 2 2
+4 (uz2 + bz + b3) — ((w+ 1)z +b)? (uz2 +b;;_z+b3) 427 (b4z2 + bsz+b5) .

Tous les termes de cette somme sont des fonctions polynormales de degrés strictement inférieurs a 6 sauf
peut étre 4 (uz? + byz + b';) - ((+1)z+b)? (uz? + bzz + b3) qui a un degré inférieur ou égal 3 6. Le
coefficient de z6 dans ce terme est 44° — (u +1)%u? = u? (4u— (u+1)?) = —12 (u— 1) # 0, caru # 0
etu # 1. Donc D (x,42) est une fonction polynomiale de degré 6 en z.

Q.42 > Montrer alors qu'il existe z; € C tel que z; A + B admet une valeur propre multiple.

Comme D (x,4+8) est une fonction polynomiale en z de degré strictement positif alors il existe z; € C tel
que D ( Xz A+ B) = 0. Donc Xz, 4+ admet une racine multiple ou, de fagon équivalente, z; A + B admet
une valeur propre multiple.
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Q.43 > Montrer que z; A + B commute avec A. En déduire que AB = BA.

Si 21 A + B admet une valeur propre triple alors, d’apres la partie II-A, AB = BA.
Supposons que z; A + B admet une valeur propre double. On a,

*) pourtoutx,y € C, x (z1A + B) + yA = (xz1 + y) A + xB est diagonalisable;
*) la matrice z; A + B admet une valeur propre double.

D’apres la question Q.40, z; A + B commute avec A.
Ona (z)A+ B) A = A(21A + B) donc 21 A% + BA = 2, A% + AB par suite AB = BA.

II-H
Q.44 > En distinguant les trois cas suivants
¢ A ou B admet une valeur propre triple;
o A et B admettent chacune une valeur propre double et une valeur propre simple;
o A ou B admet 3 valeurs propres simples,
montrer que AB = BA.

e Premier cas : A ou B admet une valeur propre triple alors, d’apreés la partie II-A, AB = BA.

® Deuxidme cas : A et B admettent chacune une valeur propre double et une valeur propre simple
alors, d’aprés la partie II-D, AB = BA.

e Troisiéme cas : A ou B admet 3 valeurs propres simples. Comme A et B jouent des roles symétriques,
on peut supposer sans perdre de généralité que la matrice A admet 3 valeurs propres simples &, § et
7. Comme A est diagonalisable alors il existe P € GLg (C) telle que P~1AP = diag (, 8,7) . Donc
B&;P“l (A=al3)P = Bl_E (P~1AP - al3) = diag(0,1,4) aveca = Fos #Oeta# l(cary #aet
7 # B
Observons maintenant que, pour tout xy € €, xdiag(0,1,4) + yP"1BP =
p1 (Ff—“A +yB— 2{_%;13) P est diagonalisable. D’aprés la partie II-G, diag(0,1,2) et P"!BP
commutent. Donc P! (A—~aL)P et P~1BP commutent aussi et, par similitude A — al; et B
comumutent. On en déduit que AB = BA.

Partie 111

Q451> Soient A, B € 83 (R). Montrer que, pour tout x,y € R, xA + yB est diagonalisable.
[Soient x,¥ € R. La matrice xA + yB est symétrique réelle donc elle est diagonalisable.

Q46> Soient A, B € M3 (R) telles que, pour tout ¥,y € R, la matrice xA + yB soit diagonalisable. A-t-on AB = BA?

Justifier votre réponse.
La réponse est “Non”.
100 1 5 1
SoientA= {0 2 0|etB=|5 2 —2
000 1 -2 0
*) Comme 4, B € 83 (R) alors, pour tout x,y € R, xA + yB est diagonalisable.
1 &5 1 1 10 0
")AB= |10 4 —4|etBA=|5 4 0] doncAB # BA.
60 0 0 1 -4 0

* Fin de I’épreuve x
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