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- Probleme 1

'Partie I
1/ 2 points
vz,ye R, <z/Jy > el e Jyier — TN, yie; >.= i — B Ty

2/ a)

i) — ii) 1 point

1l suffit de prendre z = y.

ii) — iii) 5 points _ AT I

Notons M =t AJA - J.

vze RY, < Az/JAz > = < z/*AJAz > . Alors, Yz € B, <z/Mz>=0.
En particulier, Vz,y.€ RY, <z +y,M(z+y) >=0.

D’ou, Vz,y € RY, <z,My>=0.

.On conclut que M = 0.

iii) — i) 2 points
vr,y € R, <A;r/JAy>—<:z:/‘AJAy> cxfJy> .

b) 4

Gv={A€ M(N IR)/A verzfze la praprzete (’P)} v
| -i) 1 point -
“Soit A € Gy, on a ]gd(‘AJA)l = ldet(J)[ Donc ldet(A)l2 = D’ou, Idet(A)l =1.
1) 4 pomts ey A A _

*SmentABGGN Ona




" AB)J(AB) = B*AJAB =" BJB = J Donc, AB < Gy.

“* Soit 4 = Gy. Comme !detAl = 1. alors 4~} existe.
Ona‘dJ4d =, Dou. J ={t4)"1J4-t =t 7 4~y 741
Done, A~ 2 Gy.

On conciut que Gy est un sous-groupe de “L(N. R) pour

!a muitiplication des

matrices.

Partie IT On prend NV = 2.

1/ a) 5 points

Soit _
— , a €0 _ e = - , 3
g =i jcesi—id. a0 Ret a

it 9 ea |/
= Il est clair que £ C G,
* Soir 4 = o = I
I y a4 ] T T°
5 P a~ —h ac—ad
0 A " Av.2 = | A s

ac—hd c— —1-

Alors. 4 = Go sl et seulement st “4/4 = 7 -e qu! est vral si

{ c-—h = i 1_1_,.
J’ ac =bd (2)
| @2=¢c =1 (3).
. ba

. (2) implique alors que ¢ =

a
De (3), on déduit que a* = 4°. D’ou. le résultat.
3

(@3

o)

points

,

9]

€2 € {—1. 1}.
En posant. €3 = €¢,, on obtient le résultat.

§) = {/ ch(t)
T sh(e)

\

2/ Gy = f A(
{

S{th)); t € IR}.
ch(t)
a) 2 points

* Gy C Go.

** Il est clair que Vs, t € R A(t)A(s) = A(t +5) € G5 et
(A(t))~! = A(—t) € Gs.

D’ou, G, est un sous-groupe de Gs.

b) 3 points
Soit ¢ € Rfixé. Le polyndme caractéristique de A(t) est:

olent a.6 € Rtelque a®* -5’ =1letee {-1.1}. On a a® = ¥
existe alors ¢ € Rtel que a® = cA?(t). D'ott. @ = eichit), e; € {—1,1

|
A 1

=4y,

seuiement s:




xae)(X) = X2 = (2ch(t))X+1 = (X —et)(X — ).
* Ker(A(t) — e'l;) = vect <e; +ep >.
* Ker(A(t) —e ') = vect <e; —ep >.

(1 +1)
Onprenda.lors,P-(1 _1/.

c) 1 point
Soxt l’ phcatxon
3 0: R~ :Gy
t — A(b).

I] est clair que:
* © est un morphisme de groupes

“* Ker{p} = {0}.
<p est surjective.

(p est donc un 1somorphxsme de groupa

2 RS B y = 0 1 - ‘1 s
9/ a) T pomt ' :

Ona B2=1,. Donc, Vp GN sz = 12 et 321”+1 B.

b) 3 pomts s
On a‘TEsrel s |
t@k b S | (e e
Vit € ]R _lim Z = lm - lim ( st b 7. = (t22l;+1) = ( sii(t; chét)
" Lok=0 (2k+l)! k=0 2k)! i

'Partle ITT On prend N=3.

1/ 3 points
: a sh(t) 0
‘Soit M=| b ch(t) O
c 0 -1 o
2 -t -2 a sh(t) —bch(t) —c
On atMJM = | ash(t)—bch(t) —1 =0
—C 20 -1
D A-p=1 (@)
*M € Gy si et seulement si { ¢ =0, " (2)
e TE L clas® Zeenw. ()

ch’(t) Il{e)aste alors € E { o 1} tel que a=e ch(t)

€ ch‘(t) zsh(t) 0 i
€ sh(t) “ch(t) 0] ELE

ST M= gor
FIN0 sEeT0 () IR
- 3




2/ 3 points

' 10
D={0 -1 0

00

: (04
P-1X(t) = | Bet

0

3/ a) 1 point

1 0
‘4JA -1 0

00

010 z(t)
Soit H=|1 0 0 |et X(¢t)=
.0 0 0 z(t)
X'(t) = HX().
- On a H(e; + € = e +ey, Hler—e) = -(Cvl — e3), Hles)
: ' 11 0
diagonalisable. Si on pose P = ( 1
00 1

). Donc, (P~1X)'(t) = D(P~'X)(t). 1l exste alors.

| ae” + fe "
)‘ Do, X(t) = 3

aet — fet
v

) _D'od, A € Ga.

b) 5 polints

Le polynéme caractéristique de A est donné par:

xa(X) =

(X ~D{(—X2+6X - 1.

Les valeurs propres de A sont doné:
AM=1=3-2V2 A3 =3+2V2.
Les espaces propres correspondants sont:

E\, = vect < e; — e3 >, Ey, = vect < — —V/2e; + €3 + €3 >,

E,\,—vect<\/_el+e2+e3>

On pose a.Iors P= (

-2 V2 )
1 1 :
-11 1
g 1.0 0
P*‘AP:"(O 8=04/2 0
- 00 3+2f

y(t) ) On veut alors résoudre l'équation:

H est alors

-1 0 ),onaP‘lHPzD. ou
(l.."}."," (= IR;[

a.3.ve R




Donc. pour tout p € N

10 0
A”:P( 0 (3—2v2)? 0 | P
\oo (34 2V2)P !

" ¢) 1 point
Soit V' = (a,b.c); a.b,c N On a

<V/JV >=a?-b -

Pour avoir < V/JV >= 0, il suffit de prendre V" = (1.1.0}.

d) 2 points
- Soit S ={A*V,n€N}. On a,
‘VneN < A™WV/JA™IY >=< A™V/JA™V >.
Dou, vn e N < A®V/JA™V >=0.
Comme A est a coefficients dans N A™ est aussi a coefficients dans IN Il reste alors
a montrer que ’ensemble S est infini. Pour ceci. on démontre que

Vm,ne Nm#n,A"v = A™v.

Supposons qu’il existe m < n dans Ntel que A"v = A™y. Comme A est inversible.
on alors, A" ™v = v. v est donc un vecteur propre de A"™™ associé a la valeur
propre 1, i.e. v € E), ce qui est faux. D’ou la contradiction.

Probléeme 2

Partie I

1/ a) 3 points

Sachant que ug est une fonction continue 2 valeurs réelles, de classe C! par morceaux,
impaire et 2m-périodique, telle que up(0) = wuo(m) = 0, le théoréme de Dirichlet
implique que:

. Vze R u(z)=Y besin(kz), on by == / uo(z)sin(kz) dx.
S o k=1 wJo -

b) 2 points ¥
D’apres le théoreme de Bessel, la série 3 |bx|? converge, d’ou limg__.,o0obr = 0.

2/ a) 2 points



3 J - Soient a >0etpeN On a Iimk_.oo'k_?e"("’“)" =0, et limg_.oo b = 0.

- Dou, Img_ oo FPhee” & 71 = 0.

BY(Z F I F 3 + 2) points 4 iR
: 4Notons, pour k N, ui(z,t) = bke‘("z“)‘sm(kz) ot (z,t) € [0, 7] x [0, +oc!.
' On_aa.lors Vk €N, Vp,qe N, ¥(z,t) € [0,7] x [0, +oc],

5 e aﬂ,(x t) = 1)P(k~+ 1)Pk0bke-<'=’+”‘sm(kx+q§).
“.‘R'ou Vk GN Vp,qE N,Va >. O V(z,t) € [0,7] x [0, +o0,
Aras T i (z, ¢ ey
; ;? LT l———a xq';,(tp )( t)i < ve = (K2 + 1)PK%bele 5+ D

D a.pres a),ona hmk_.«, kzvk = 0. Ceci montre la converaence normale { et donc

umforme) de la série Zk gﬂ-qaz;

. "dérivées partielles & tout ordre. continues sur [0.7]x]0, +oo[. Donc. u est de classe
= sur [0, 7]x]0, +oo{

sur (O 7] x [0, +cci. D'ol, u = T 32, ux admet des

/€) 2 points -

5 17

@(:‘C"t)‘ Zzg(l' t) + u(z, t) “;(%— a;u: +U-k) (z.t) =0,

V:: = [O x], Vt>O0. Pa.r ailleurs, il est ewdent que u(z,0) = ug(z), Vz € [0. 7]

| = > et que u(0, t) =u(m,t) =0, Vt>0.

3/ Soit v une fonction contmue sur [O 7] x [0, +oo[, a valeurs réelles, de classe C*
sur [0 1r]x]0 +oo[ On pose

BT e 0 [ e

RN

SOl o 8

a) 3 pomts AT :
. ¥ }La fonctlon v? étant continue sur [0 W]XE +00|, d’apreés le théoreme de continuité

2% 3G est de classe C? sur ]0, +°°[

% b) On suppose que v venﬁe

2 (e, t)_ - -a?(x, t) +v(z,t) =0, Vz € [0,7], ¥t >0,
v(0,t) = v(m,t) =0, Vi > 0.

sousle signe mtegra.le G' est continue sur [0, +oc[. De méme, comme v? est de classe -
5 C"’ sur [0, 7] x]O, +oo[ le theoreme de denvatxon sous le signe mtegrale implique que_

‘,,<
Lk (RS



i) 3 points
Yt >0.,0na

[

I5 v(z,t )Z-Z(I t) dr = [u(z, t) (1: ) — /O(Z—j(z: }) dz

= = f (%)2(2:,15) dz.

0~

ii) 3 points
Yt >0, on a

G'(t) = 2f"v(:z: t) (1: t)
= 2}'0 v(z, t)(azz(:t: t) —v(z.t)) dz .

 =._2]0 ( +(_§£) )(:.t) dz <0

‘‘‘‘‘

2 Comme G est continue sur [0, +oc[, G est a.lors décroissante sur 0. +oof.

c) 2 points -
Si v vérifie en plus, la condition initiale Vz € [0.7], v(z,0) = 0. alors G(0) = 0.

Comme la fonction G(t) est positiveet décroissante, on déduit que G(t) =0, ¥t > 0.

La fonction v?(z,t) étant continue, posmve ceci implique que v est identiquement

nulle sur [0, 7] x [0, +ool.

-d) 2 points

Soit w une fonction a valeurs réelles, continue sur [0, 7] x [0, +oc], de classe C? sur

[0,7]x]0, +oo[ et solution du systéme (S).

On pose v = u —w. D’aprés ce qui précéde, v = 0 sur [0, 7] x [0, +cof. D'ot. u = w.

Partie II
i
Soit N ti itif. O = .
oi un entier posi n pose NEi

_Soit A la matnce carrée d’ordre N, définie par:

(22105, . . 0 0
-12 -10. . . 0




(o

1/ 3 points
On pose z; =ih,1 € {0,... N + 1}.
Soit u une fonction de classe C? sur [0, 7]x]0, +oc[. D’apres ia formule de Tavior.
appliquée au point z;, ¢ € {1...., N}, on a

u h? 3%u h3 ou’® .
w(z,i.t) = u(zy, t) + h—{z;,t) + ——=(z;,t) + —— — h’¢;(h}.
(Zes1.8) = ulz,t) PRl 231:2( T 6 83 o

ou lim},_.g 61([7.) =)

du h* Pu h3 ou® : ‘
( = — i t\—-——- Il X PP Y-
uf\z:,.._l,t) u(z,, t) haz,x,, e azz(x,,t) =5 h’es{h).
ou limy__ge€x(h) =0. ;
D'ou.
2 A . o -
u u(zii1,t) — 2ulz;, t) + uizi—y, t) L
2t > 0. aq(z,.t)z L) ,’ )T WL helh,
% = J

avec limp__ge(h) = 0. ‘

2/ Pourp € {1.2...., NJ. on considere le vecteur [? € IR". dont la 7™ composante.
1 <7< NV, est: '

/ pIT_.

N+1"

uf = sin(

a) 2 points
On pose uf =u}y.; =0. Pour j € {1.2,...,N}.ona

. —ul, +2uf —uf_; = —sin(p(j + 1)k) + 2sin(pjh) — sin(p(; — 1)h)
= 2sin(pjh)(1 — cos(ph))
o, Ph
= 4sin(p7h) sin‘(%-).
b) 3 points

Pour p € {1,2,..., N}, en appliquant la matrice Ay, au vecteur U?, on déduit de ce
qui précede que UP est un vecteur propre de Ay associé a la valeur propre

4 _ , ph
/\p = FSInz(?)-

c) 2 pc;ints
Il est clair que la matrice Ay est symétrique. Ay est définie, positive, car toutes ses
valeurs propres sont strictement positives.

d) 2 points
Comme les espaces propres d’une matrice symétrique sont deux a deux orthogonaux, «”
et que les N valeurs propres de Ay sont distinctes, on déduit que les vecteurs U?,
1 < p < N, forment une base orthogonale de R".

8




Ut
io@t claxr que a,, “est solgt’;{ofl

X
A

&t svnieiinque et que

Tk E

it (2 + 3) pomts
H

ANL P=

S

= A UP;




