Concours en Physique et Chimie

Exercice
1)
1-a) .
W) - , .
Qn+1 — An = —a; < 0, la suite est décroissante.

onal < ayg < 1. Supposons que 0 < a, < 1,on a alors0 <1—a, <1 et
0 < an(l —an) =ans < 1. Ainsi pour tout n > 0,0 < a, < 1.
1-b)

(an) est décroissante minorée par 0 donc convergente. Sa limite [/ vérifie
l=1-1¥doncl=0. =
2)

2-a)

n

n
2
Sp = Zak = Zak — Qg41 = Qg — Qpy1 — Qp-
k=0 k=0 :

+00

La série ) a2 est alors convergente, et Y a2 = aq.

n>0 n=0

2-b)

log(an+1) = log(an — a}) = log(ay) + log(1 — a;) =

Vn > 0,log(l — a,) = log(ans+1) — log(a,).

> log(l—a) = log(aks1) — log(ax) = log(ant1) — log(ag) — —oo,
k=0

k=0
la série Z log(1 — a,) est alors divergente.
n>0
D’autre part log(1 — a,) ~ —a,, donc la série Z a, est divergente.
n>0 e
3)

~ e A

U " . : T s .
Vz € R, l—':e " <e II—I’— qui est le terme général d’une série conver- -
n! n!

s Qn _ ;
gente, d’ou E —T;e Tz™ converge absolument pour tout z réel.
n!
n>0




4) -

La suite (a,) étant décroissante et z > 0, on a alors :

+00 +00 n

0<G(z) - Gn(z) = Z In p=zpn <ansi1e” " Z %SaNH.

|
n=N+1 n. n=N+1

Endéduireque sup |G(z) — Gn(z)] < anvii — N0 Oet Z B~z m .

z€[0,+00( n>0
sur [0, 1].

. An _
On a en plus IHE —7'16 z™ = 0 pour tout n € IV.
r—r+oo !

T.D.L. montre que E}rg Gilz) =0

Ona lim #%el~Vt =0 et lim G(st) =0 d’ou lim #2~V!G(st) = 0.
t—+00 —+00 t—r+00
En plus le théoreme de contmmte montre que G est continue sur [0, +-00|.

D’oli I’application t — e*"VtG (st) est intégrable sur [0, +ool.

6)

+00 oo T
/ eC~DG (st)dt = / @e—ts"t"dt
0

Le théoreme de permutation série intégrale donne alors :
/ G (st)dt = § =" / e~'t"dt =) ans”
0 n=0

Probléme
Partie1 |3

1)

L’égalité cos((n + 1)8) + cos((n — 1)8) = 2 cos(f) cos(nf) donne :
fr1 (&) + faa(2) = 2eos(p(@)) fa ).

2)

- s <

L’égalité cos((m + n)d) + cos((m — n)f) = 2cos(mb) cbs(nﬁ) fournit la
relation :

fm+n($) i fm—n(x) = 2fm(1‘)fn(1')-




3)

Pour tout z € [—1, 1], on a cos(arccos(z)) = z et sin(arccos(z)) = V1 — z2,
d’ou :

einarccos(:r) _ (I . Zm zn: Clc -k \/——i)kxn k.
k=0

1)

E(3)

T,-,(.’II) _ Ré(einarccos(z)) _ Ré(z C:Zk( /1 _ $2)k$n—k) — Z Cerk(l.?_l)kIn—Zk.

k=0 k=0

-

5)

T, est un polynome de degré n qui possede la parité de n.

Partie 2
1) o

La question 1) de la partie I donne :
Tapalz) 4+ T i(z) = 227, ().

To(z) = cos(0) = 1, et T1(z) = cos(arccos(z)) = z.
2) R

i - 2To(z) + Ti(z) \ 5
%To(l') - $§:1 (z) + %Tg(z:) 0
(My, — 21) Vi (z) = 271(z) —‘z 2($)+ 3 13(x) _ 0
LT, 3(z) — 2Thoa(z) + 1T () 0

%Tﬂ;?(:‘-) — 23n (%) —%Tn(x)‘

3)

To(zkn) = cos(§ + km) = 0, => T, est une racine de T,,.
Les (Zk,n)o<k<n—1 forment n racines deux a deux distirictes du polynéme 7, de
degré n, ¢a fournit donc toutes les racines de T,,.




4)

(= =]

(M, — T n1n) Valzkn) = : =0
0
—%Tn(xk,n)
5)

Pour tout 0 < k < n —1, Vo (zkn) # 0. Les (Zk,n)o<k<n—1 forment alors n
valeurs propres de la matrice M, ¢a fournit donc toutes les valeurs propres de
M,. - —

Va(zk,n) est le vecteur propre associé a la valeur propre zj ,.

6)

La matrice M, admet n valeurs propres deux a deux distinctes, donc diag-
onalisable.

Partie 3

1)

On fait le changement de variable § = arccos(z) on obtient :

9 rm
< fg> = ;/0 f(cos(8))g(cos(8))db .

2)

Pour m # n,

< T, T, > = % [ Tnlcos(6) Tu(cos(8))as = : [ cos(mt) cos(mt)ds = o.

s
Pour n > 1,
2 2w 2 <
S A —/ (cos(—) . (cos(8))de = —/ (cos(nf))?df =T.
4 7 Jo mJo .
- Pour n =0,

2 ™
<T0,T0>:—/ 1d9 = 2.
mJo




3)

(Ty, T4, ..., T,,) forme une famille de n + 1 vecteurs de IR,[X] deux a deux
orthogonaux, donc c’est une base.
4)

an(g) = 1/07r 9(0) cos(nf)db = = /Ow f(cos(8))T,(cos(0))dd =< f, T, > .

™

A = N ;
%ao(g)+'z an(g) cos(nf) = = < £, Ty > + 3 < f,Tp > Ta(cos(8)) = Sn(f)(cos(8)) -

n=1 n=1

&2
(SR

6)

Si f est continue et C' par morceaux sur [—1,1], il en est de méme de
g:60 — f(cos(8)) sur R.
On en déduit que la série de Fourier de g converge normalement vers g sur IR,

ce qui entraine la convergence absolue de ) an(g).
n>1

D’autre part , | < f,Tn > Tu(z)| < | < f,Tn > | = |an(9)|-

Il s’ensuit que la série »_ < f,T,, > T}, converge normalement sur [—1,1].
n>1

Enfin on a pour tout 6 € IR,

%ao(g) + ian(g) cos(nf) = g(6) = f(cos(f))

donc pour tout z € [—1,1], en posant z = cos(f), on obtient :

+00

1
5 </To>+) <fTa>Tu(z) = f(=)
n=1
7)
7-a)
—_— J‘ — =
On a
sup |anTn(z)] < ||
z€[-1,1]
.o , . O ey
La série Z |cr, | est convergente donc la série — + Z a,T,, converge normale-
n>1 n=1

ment sur [—1, 1].




7-b)

o +00
Soit f = 5 + Z an, T, Pour tout entier n :

n=1

S >_—/ 2\/%_1_;+Zaw)dx

S VI- 22
1+oo
-2 <11, >+/ 1 (f)dx
-z
Lilz) Ty
On pose hg(z) = ak%.

hi est intégrable sur | — 1, 1].

> hi converge simplement sur ] — 1, 1].
k>1

+00

) hy est continue sur | — 1, 1.

k= 1

/ |hi(z)|dz < 7|ak|. La série Z/ |hi(z)|dz est alors convergente.
k>1
Le théoreme de permutation somme intégrale donne alors :

< f, T, >_7<T0,T >+Zak<Tk,T >=ay,

k=1
Partie 4

1)

1-a)

1By~ —at T oo S

Vn e N, a, = 2 [ 0 cos(nf)df
On trouve ay = 7 et pour tout entier n > 1 :
2 6 2 (7 2
Gp = —[— sin(nf)]g — — [ sin(nf)df = —;[cos(nd)]5-
n

nmwJo



4

™2’

Si n est pair alors a, = 0. Si n est impair alors a, =

Ainsi la série de Fourier de h est donnée par

o 3

iy

cos((2n +1)6).
n>0
1-c)

L’application A est continue sur /R et de classe C'! par morceaux . Sa série
de Fourier converge donc normalement sue /R, et a pour somme h
1-d) :

Ainsi pour tout 8 € [0, ]

h(f) =8 = -g - Zo:o cos((2n +1)8).
2) ¥

On pose k(z) = arccos(z) + arcsin(z)

k est continue sur [—1, 1] dérivable sur | — 1,1[ et Vz €] — 1, 1[, £¥'(z) = 0 donc
k est constante sur [—1, 1]

Ainsi Vz € [-1,1],k(z) = k( )
3) L

—

Vz € [-1,1],8 = arccos(z)

€ [0,7] =
(z) T 4+Z°:o cos((2n + 1) arccos(z))
arccos(z) = — — — n ¥
2 &= (n+1e
SR @)

= 5 7rn_0 (27L+ 1)2 2n+1
et .

4% 1

arcsin ( ) = g — arccos(z) = - ; n—
4) - .

Pour tout n € IN,7,(1) = 1 donc

4' +00
aresin(1) =

" "/ )-/((‘.4///]

“¢,




