Partie I :

A)

1.
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a) Pour z € R\ Z, ZrenE G = donc f est bien définie sur R \ Z. De plus

+0 +oo

1 1. .
f(—z) = Z rral Z T Donc f est paire.

n=-—o00 n=-o0c

+00 +00

1 1
4—1 = -_— = —_— _NoTr 3 i
flz+1) E PR E A Donc f est 1-périodique

n=-00 n=-—o0o |

b) Il suffit de montrer que f est continue sur ]0, 1[. De plus il suffit de montrer que la série
+oc

1
Z Grn? converge uniformément sur tout intervalle [a,b] C]0,1[. Pour z € [a,b],

z+n)
n=-—o0
1 1 1 1 .
———3 < S, pourn > 1et = , pour n < —1. Donc la série
(z +n)? (z +n)? (n —a)?

1 : : :
Z e converge uniformément sur [a,b] et f est continue sur R\ Z.
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fk'Z) _X: (J:~+-‘2n)2’f( 2 ) Z (z+2n+1)?
n=—>x n=-—oc
z 1+
Donc 4f(x) = f(;) + f( 5 ).
+oo
3. a) Pour |z! > 1, la série Z( . - 1 ) converge uniformément sur tout
' T At = n)?2  (z+n)?
. : 1 L ‘
intervalle [—a.a], avec 0 < a < 1. Donc f(z) — — se prolonge par continuité sur | —1.1].
-
o1 i 2 2
De plus lim — — —— = —+—. Donc l'application g: z — f(z) — — ~— se prolonge
=01 sin“7r '3 sin“ 7x
par continuité en 0.
b) Comme g est 1—périodique, alors g se prolonge sur R en une application A continue
bornée sur R.
4. a) Pour r € R\ Z, I'application z — S(z) = - vérifie la méme relation que f a

sin® 7z



1+z
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savoir 4S(z) = ( )+S( 2 )DoncpourtouthR\Z 4hz)—h(2)+h( ).

Le résultat est obtenu par passage a la limite car h est continue sur R.

B)

b) Soit zq € [0,1] tel que |h(zo)| = Sup,cg |h(z)| = M. Alors d’apres la relation préce-
dente appliquée au point zy, on aura 4M < 2M, donc M = 0. Donc A est identiquement

nulle sur R et
2 +00 1

72
=y 1 vier\z
sin® 7z Zoo (z +n)? ‘ \

- Tz TJ)_x
(=1)"2zsinwz
7(z? — n?)
Comme la fonction F est continue et de classe C' par morceaux, alors pour tout t €
[=m. 7],

1 [7 2si 1 ["
1. a) ag = ;/ cos(tz)dt = b {4 pour n > 1, a, = —/ costz cosntdt =

costt =

sin Tz X (=1)"2z2
kil (1+Z£__)—.

- cos nt)
T 72 —n?

n=1

b) On applique la relation précédente pour ¢t = 0, on aura pour z & Z:
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1 1)"2z

sinTz I Z —n?’
n=1

On applique la relation au point t = 7, on aura:

8

n=1
absolument sur | — 1, 1[.
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meotgmr = — + - ]
° z z° —n?
n=1
K /s £ | weotg “,‘ V2
2. On calcule les deux sommes précédentes pour z = ¥>=,onaura: Z [ —on? = 5 5
n=1 o
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a) Pour z €] — 1,1, log(1 — =) = , donc la série ZIO —5) converge
n?’ nstoo n2 n
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On pose ®(z) = Zlog(l - %) pour z €] — 1, 1].

n=1
+0oo I2 +oo o1
b) ®(0) = 0. Comme la série Zl log(1 — F) converge sur | — 1, 1[ et la série }:l P
n= n= -

converge uniformément sur tout [a,b] C] — 1, 1], alors et ®'(z) = mcotg(rz) — —» pour

z €] - 1,1[\{0}.

c) Il en résulte que ®(z) = log(¥L2Z), pour z €] — 1, 1[\{0}, et la relation se prolonge

Tz

en 0. |

C)

n ) .

T SIn T

d) 1L 1-2)=e®@® = "=
) Jim H( )= —

. Au voisinage de 0, t*~te™" x~ t*~! qui est intégrable ssi z > 0, et pour tout z > 0,

lims_, 1o t*t*"'e™" = 0. Donc au voisinage de +oo, t*"le~* = o(%). Il en résulte que la
fonction t — ¢*~'e~* est intégrable sur |0, +oo[, pour tout z > 0.

. a) Par une intégration par parties, dans

F(z+1) :/I tTe~dt,
0

b) Comme ['(1) = 1, alors I'(n) = (n — 1)!, pour n € N*.

. L'application t — f(z,t) = t*"'e~ est de classe C* sur ]0.+o0[x]0, +oc[. De plus

o f N

= (z.6)] = |(ogt)£(z,8)| < (1), avec
In

o(t) = |logt|™t®~!, pour t < 1 et o(t) = |logt|"tb~le~, pour ¢t > 1, qui est intégrable

+00
sur 0. +oc. Donc I est de classe C* sur |0, +oc[ et T™(z) = / (logt)"t*te~'dt.
0

pour tout z € [a.b] C]0, +oc[ et tout n € N,

. a) D’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout 0 < u < 1, il existe 0 < ¢ < u

tel que log(l —u) = -+ < —u.

l—c —




17 S
b) Pour n € N*, f,(t) = xa(t)(1 — =)*t*"!, avec xn(t) la fonction caractéristique de
n

I'intervalle [0, n]. La fonction f, est continue par morceaux sur |0, +oo[ et la suite (fn)n

—t.zl

converge simplement vers la fonction f définie par: f(t) = e™“ De plus f,(t) <
e~*t*~! qui est une fonction intégrable. Donc d’aprés le théoreme de convergence dominée

n

C(z)= lim | (1-5)eld, vz>0

n—-+o0 0 n

1

1 1

¢) Pour n =1, / (1-¢t)ldt = L donc la formule est vraie
i -

z+1 r(:r+1)

pour n = 1. On suppose la relatxon est vraie pour n. Par une mtegratlon par partie
1
l —
/ (1—grip-ig =" ha / (1 —t)"t*dt, donc pour tout n € N*, / (1-t)"t* ldt =
o - 0

z 0
n!

z(z+1)...(z+n)

n E 1
d) Avec le changement de variable t = nu, / (1—-=)"t*"ldt = n’/ (1 — )= 'dt.
0 n 0

Donc :
n*n!
[(z)= i ., ¥z >0.
(z) otz +1)... (z+n)

. Pour tout z €0, 1],

ncn! nl=%n!

1

1
[(z)[(1-z) = lim = lim - lim

n—too [T2_o(z + k) [Toe olk+1—2) notoozx n—+oo JT0_ (1 —

2 - .
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k_z) SIN 7T
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On fait le changement de variable z? = 2t dans 'intégrale. / e dzx, on aura:
0

—

)
/_;e’dz—\/_/ t7 etdt = V2I(5) = V2r.

l\)

a) Par une intégration par partie dans l'intégrale définissant I, on aura: Ix+1 = (2k +

1)1,.




(2k)! 2k)!
b) L = &L, = 22/27.
Partie II :

A)

a) Soient f,g € E, d’apres 1”inégalité de Cauchy-Schwarz

+o0

(/_m F@g(@)leFdz) < e fz(l‘)e_%dx/_ ¢*(z)e” T dz.

oC —0o0 oo

Donc la fonction z —» f (z) g(x')e“%z’ est intégrable sur R.

b) E # 0 car il contlent I’application nulle De plus si f g€ Eet A €R, alors (f(z) +

Ag(z))%e = = fY(z)e" 7T FL g*(z)e” T +2/\f(x) (z)e™T qui est intégrable sur R. Donc
E est un sous-espace vectoriel de C*°(R, R).

(W]

L’application (f,g) — (f, g) définie sur E x E est une forme bilinéaire symétrique.

+oc +oo 22
Si f € E, alors ! f(z)e _2d:1: > 0 et ———/ fiz)e~7dz = 0 <

) V27r —oo \/...’T
fAz)eT =0, Vz € R — f(z) =0, ¥z € R. Donc { , ) définit un produit scalaire
sur E.

3. a) L’application ¢: E — R définie par: ¢(f) = f(0) est une forme linéaire non nulle,
donc Kery> = F ost un hyperplan de E.
Toute fonction qui n’est pas dans F engendre un supplémentaire de F'. Il suffit de prendre
'application constante 1.

b) i) Soit f € F+. L appllcatlon 9 définie par: g(z) = figf(r) est dans C*=(R,R).

Lk
g(0) =0 et g*(x)e ‘“<f( Je~ 7. Donc g*(z)e ~T est intégrable sur Ret g € F.

+00 2 5
ii)Onal0=(f.g) = \/_/ :El—{_g— ~%dzr,donczf(z) =0. Yz € R= f(z)0, Vz €

R. Donc F- = {0}.

iii) La décomposition E = F @ F+ n’est plus valable car F # E et F+ = {.




c) Soit ¥ la forme linéaire sur E définie par ¥ (f) = f(0).

i) Supposons qu'il existe une fonction g € E telle que ¥(f) = (f,g). Donc Vn € N,

U(fa) = (fa,g). D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 1 = |f.(0)|® < |IfalI? llgl]° =
llglf?

v1+4n’

¥n € N, ce qui est absurde.

ii) Soit Q(X) = aX? +bX + c tel que.y(P) = (P,Q), VP € R,[X]. Alors pour P = 1,
on aura: a+c = 1, pour P(X) = X, on aura: b =0 et pour P(X) = X?, on aura:

-1
3a +c=0. Le polyndme Q est donné par: Q(X) = TXz + 3"

z2

B) On consideére la fonction h sur R par: h(z) =e 7.

1. a) K'(z) = —Ih( ). On suppose qu'il existe un polynéme P, tel que ~(™ (z) = P,(z)h(z).
Alors A"*1)(z) = (P.(z) — zP.(z))h(z). Donc pour tout n € N, il existe un polynéme
P, tel que h‘" ( ) = P,(z)h(z) et la suite (P,), vérifie P,4;(X) = Pi(X) — X P,(X).

b) Bhb=1,P=-X,P,=X?-1et P=—<X3+3X.

c¢) Le degré de P, est 0. Si deg P, = n, alors comme P, ,(X) = Pi(X) — XP,(X),
donc deg P,.; = n + 1. Le coefficient de plus haut degré de Py est 1. On suppose que le
coefficient de plus haut degré de P, est (—1)", alors comme P,,,(X) = P.(X)—X Pa(X),
alors le coefficient de plus haut degré de P,.; est (—1)**1.

le polynéme P, est pair. Si P, a la méme parité que n, alors P, a la méme parité que
n+ 1. Comme P, (X) = P.(X) — XP,(X), alors P,.; a la méme parité que n + 1.

"(z) — 2zP!(z) + (2% — 1) P,(z))h(z). D’autre part:

[SV]
&
5
=]
~
Il
)

A D(r) = (~zh(2)™) = —(zA*D + (0 + DA = —(@Pani (2)h(z) + (0 + 1) Pa(2)h(z))
= —(z(~zPu(2) + P4(x)) - (n + 1) Pa(2))h(z).

On en déduit que P, (z) — 2zP!(x) + (2% — 1)Pu(z) = 2P, — zP.(z) — (n + 1) Pa(2).
Donc P, (z) — zP.(z) + nP,(z) =0

b) Pour n € N7,
Py(z) = (Py_y(z) — zPay(z)) = P,_,(z) — =P,

n—1

(I) - Pn—l(r) = —‘TIPn_l.
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3. Soit N > 2 un entier naturel. On consideére l'espace Ry[X] muni de la base canonique

B={1,X,...,XN}. Soit 1: Ry[X] — Ry[X] définie par: ¢(P)=P" — XP".
a) ¥ est linéaire et si P € Ry[X], alors deg (P — XP') < N, donc % est un endomor-
phisme de Ry[X].

(O 0 0 0

0 -1 0 0

: k(k—-1) 0

i N =S 0 0

b) La matrice de ¥ dans Best | 0 0 ... -k 0
0 0 0 N(N -1) :

0 0 0

\0 0 0 N

c) Les valeurs propres de 9 sont {—k; 0 < k < N} et elles sont simples. Donc ¥ est
diagonalisable.

-

1 +0oo _ﬁ
W(P)Q) = —= / UPIDQE)e T ds

- \/—12:7r/_ w(Pl(x)e_E;)'Q(I)dI = —_E P'(I)Ql(x)e‘%‘dx

1 [* oN—EN
_ E/_w P(z)(Q'(z)e™F )'dz = (P, ¥(Q))

e) On a ¢(Hy) = H, — X H| = —kHj. Donc Hy est un vecteur propre de ¥ associé a la
valeur propre —k, pour tout 0 < k£ < V. Comme ¥ est un endomorphisme auto-adjoint,
alors les sous-espaces propres sont orthogonaux et par suite la famille { Hy, Hy, ... , Hy}
est orthogonale.

4. a)

2
z

1 +00 —+00
\/?/ P}(z)e”Tdz = %/ Pi(z)h®(z)dzx

1 +oc 22
=T P{(z)h* Y (z)d P \(z)e” Tdz = k|| He1 .

Ve J_

IHl?

=7l




b) Comme ||Hy|| = 1, alors ||H|| = V/k! pour tout k € N*.

¢) {Ho,H, %, ..., %‘,i} une base orthonormée de Ry[X].
- YN——l H
5. a) La projection orthogonale du polynéme X~*! sur le sous-espace Ry [X] est Z ( k>

N
. — (XNt H . L
Donc XN+ — Z <k—,k>H,-¢ est orthogonal & {Hy, Hy, ... , Hx}. Donc il existe une
k=0 )
constante « telle que XV*! = aH.:. Comme XV*! et Hy,, sont unitaires, alors o = 1.

Autre méthode:
{Ho,Hy, ... ,Hy.1} est une base de RN+1[X], donc il existe (ag, ... ,ans1) € RV™!

tels que
XN+ Z Q]

o | o XN )
On a: (.\ N l,Hj) = aJHHJH- = aj]!, donc Q; = <—]'_- Donc
N+1 N+1
N30 (‘Y T H])
XN E —].—!——Hj-
J=0

Comme XV=! et Hy,, sont unitaires, alors ay.; = 1. D’oul

N .
: 4 ‘YI’VTI H
Hy. =X%"-%" X )

k!
k=0

H.

\

t)) La projection orthogonale du polynéme .XY~! sur le sous-espace Ry[.\] est Ry (X) =

/\\ IH
Z———————)H; Donc

k!
k=0
Inf (¥ = P(2))2e~ T dr = Vor|| XV = Ry ()| = V37| Hy ] = VIR(N+1)!
PeRy{X] J -oc

« 6. On suppose que n est pair.

o
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a) Soit y(z) = Z aok+12°¥ ! de rayon de convergence R > 0. y est solution de I’équation
k=0

différentielle (E,) ssi ag+3 = (2(2"“)_"

2k+3)(2k+2) $2k+1, pour tout k € N.

b) Comme n est pair, alors asx4; # 0 pour tout £ € N et donc R = +o0.

c) Si f, la solution donnée par la série entiére précédente. f, est impaire et H, est une
solution paire. Donc ( f,, H,) est une base de solutions de (E,).




