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L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté de la rédaction
et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le sujet peut étre
utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu étre démontré.

Partie I :

A) Pour z € R\ Z, on pose

10 =%+ 3t o)~ 2 o
Tz (z—n)2 " (z+n)2/ (x4 n)?
n=] n=-—00
1. a) Montrer que f est bien définie sur R \ Z, paire, 1-périodique.
b) Montrer soigneusement que f est continue. 1
e ' l+z
2. Vérifier que pour tout z € R\ Z, 4f(z) = f(g) + f( ;— 9 :
A
2 \
3. a) Montrer que I'application g: z — f(z) — —5—— se prolonge par continuité en 0.
sin” 7z
b) En déduire que g se prolonge sur R en une application A continue bornée sur R.
e o
4. a) Montrer que pour tout z € R, 4h(z) = h(g) + h( 5 ).
b) En déduire que h est identiquement nulle sur R et
2 — 1
—— =Y ——, VzeR\Z
sin“7zr (z +n)?
n=-—oc

(On pourra considérer M = Sup_x {h(z)]).
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B) Pour tout r € R\ Z. on considére la fonction F(t) = cos(tz), pour ¢t € [—,7].

1. a) Donner la série de Fourier de F.
b) En déduire que

meotg(mz) = —+Zv2 Vz € R\Z
l s
T 1 = 2(-1)%z
== , VeR\Z
sinTtr I ; 2 — n?
+00 +00
1 : (‘Un 3 {v
2 Calculgr ;; P et Z T PR
| +00 1:2
3. ) Montrer que la série Z log(1 - —;) converge absclument pour z €]l —-1,1[.
n=1
On pose ®(z Zlog , pour z €] — 1,1[.

b) Calculer ®(0) et <I>’( ), pour z €] — 1,1[.

c¢) En déduire que <I>( ) = log(¥222); pour z €] — 1, 1[\{0}.
2

d) Calculer lim H (1-—

n—-+0oo

C)
1. Montrer que la fonction ¢t — #*~le™* est intégrable sur ]0, +oc[, pour tout z > 0.

On pose I'(z) = / t*~le~tdt, sur |0, +o0l.
0

(3]

a) Montrer que pour z > 0, I'(z+ 1) = zI'(z)
b) En déduire I'(n), pour n € N*.

3. Montrer que ' est de classe C! puis de classe C* sur |0, +oc[ et donner les dérivées
successives de [' sous forme iniégraie.

4. Pour tout n € N*; on pose f,: [0, +oc[— R, I'application définie par:
L t . .
Al =(1-==)"si0<t<net fr(t)=0sit > n.
n
a) Montrer que f,(t) <e™*, V¢t > 0. (On pourra montrer que log(l - u) < —u,si 0 <u< 1.)
b) En déduire que

F{z) = "hm (1 -~ —)”t’“‘dt Yz > 0.

n—-+00

: n!
c) Montrer par récurrence sur n € N* que /0 (1 -t ldt = 2@t @)

d) En déduire que

[(z) = lim s Yz >0
—n1>+oox(¢+1)...(x+n)’ .
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5. Montrer que pour tout z €]0, 1],

[(z)F(1—-2z)= ,,1 — = — al
72 sin Tz
2 lm ]J0 -3
k=1
1
6. a) Donner la valeur de I’(;).
- “+0o0 23
b) En déduire la valeur de l'intégrale / e2 dz.
—00
“+00
7. Pour tout k € N. on pose [ = / o
—oc

a) Etablir une relation entre Ii et [g.
b) En déduire que Iy = g’;)'\/z

Partie II :

A) Soit E = {f € C=*(R,R); fz(z)e"’zi est intégrable sur R}.
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1. a) Montrer que si f,g € E, alors la fonction z — f (z)g(z)e~T est intégrable sur R.
b) En déduire que E est un sous-espace vectoriel de C*°(R, R).

o

. Soit ( , ) I'application définie sur E x E par:
1 +oc

(f.g) = wra A

Montrer que ( , ) définit un produit scalaire sur E.
3. Soit F = {f € E; f(0! =0}
a) Montrer que F est un hyperplan de E et donner un supplementalre
b) Soit f € F~. On considere 'application g définie par: g(z) = 1 ﬂl = f(z).
i) Vérifier que g € F'.
ii) En déduire que F~ = {0}.
iii) La décomposition E = F & F+ est-elle valable?
¢) Soit ¥ la forme linéaire sur E définie par v(f) = £(0).
i). Montrer qu'il n’existe aucune fonction g € E telle que ¥(f) = (f,g9). (On pourra

considérer la suite de fonctions (fa(z) = e "% V)

(z)g(x)e-%dx

ii) Trouver le polynéme Q € Ry[X] tel que

w(P) = (P,Q), VP e Ry[X].

2
E_
2

B) On considere la fonction h sur R par: M) =e"




1. a) Vérifier que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que A (z) = P,(z)h(z)
et P, (X)) = Pi(X)— XP,(X). (™ désigne la dérivée n-eme de h).
b) Donner Py, P,. P; et P;.
¢) En déduire que P, est de degré n, de coefficient dominant (—1)" et de méme parité
que n.

2. a) Montrer que pour tout n € N, le polynéme P, vérifie 'équation différentielle:

(En) y —zy +ny=0

{(n+2

(On pourra calculer 4(""? (z) de deux maniéres.)
b) Vérifier que pour tout n € N*, P, = —nP,_,.
Pour la suite on note H, = (=1)"P,.

3. Soit NV > 2 un entier naturel. On considére 'espace Ry[{X]| muni de la base B =
{1.X, ..., XV}. Soit p: Ry[X] — Ry[X] définie par: ¢(P)=P" — XP".
a) Veérifier que ¢ est bien un endomorphisme de Ry[X].
b) Ecrire la matrice de ¢ dans B. .
c¢) Déterminer les valeurs propres de ¢, donner leurs multiplicités et en déduire que ¢
est diagonalisable.
d) Montrer que pour tout P, Q € Ry[X], (¢(P),Q) = (P,¢(Q)). (On pourra remarquer
que ¢(P)(z) = (P'(z)e~¥ )'e¥".)
d) En déduire que la famille {Hy, Hy, ... , Hy} est une base orthogonale de Ry[X].

4. a) Montrer que pour tout k& € N*, [|Hi||> = k||H,_,||*. (La norme || || est associée au
produit scalaire { , }).
b) En déduire la valeur de ||H|| pour tout £ € N.
c¢) Donner une base orthonormée de Ry[X]

5. a) Montrer que
N

H.V-—l — ‘YN_H _ Z

k=0

(XN+1, Hk)

k! 5

b) Trouver le polynéme P € Ry[X] pour lequel

+00o 22
/ (£ — P(z))2eTds

0

est minimale. puis déterminer la valeur de ce minimum.

6. On suppose que n est pair.
a) Montrer qu’il existe une solution de I’équation différentielle (E, ) développable en série

+0oc

entiere de la forme E A2k-12°*"!. (On pourra donner une relation de récurrence entre
k=0

les asx-; et on ne cherche pas a les calculer.)

b) Préciser son rayon de convergence.
¢) En déduire I'ensemble des solutions de (E,).
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