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Exercice

1. a. On raisonne par récurrence sur p.
La propriété est vraie pour p = 1 de part la définition de J.

On suppose la propriété vérifiée aurang p, p < n— L.
Pour p+1 <n-1,

u(ek+n—p ):ek+n-p-1 SllSkSp

uPl(ey) = {

u(ek_p) =€, ., sip+2<k<n

Comme u®?*' (e p-i) = €n .lapropriété est alors vérifiée aurang p+ 1.
En conclusion, pourtoutp=1.2,...n-1,

€, _,., Sil<sk=<p
up(ek\= ke .
e, sip+l<sksn

1. b. D’aprés la question précédente.

e, st 1<k <n-1 , fe,, st 2<ks<n
) Lor u (el = )
si k=n lc" st k=1

Dot u"(eg) =ex .pour k =1.2.....n
AinsiJ" =1,.

O [n “p \

Aussi, la question précédente montre que JP = I et par suite on aura
|
0

P y

/\ = u[) In + Ll[.} T 1“21,,.‘,|J“-l.

N




2.4 Soient o, 4y, oy e Ctelsque wg by » oyl e P, T =0,
[, o a, ... “,,
;unl o, & . o,
alors ja matrice k C : est nulle, ce qui prouve que
f «
|
Y, o, ... oa,, a,
o= = ... = ttp- = 0 et parsuite que la famille (I, ,J,...J“"' ) est libre.
2. b. Soit P = upy- xn! +an,2X””2+...+ ¢ un polynome annulant J.
Donc a g In+a;J+...+un_IJ"_l = (0 etparsuitecty = ) = ... T Gp-1= 0
car la famille (1, ,J,...J" ') estlibreet P = 0.
Ainsi il n’existe pas de polynéme non nul de degré inférieur ou égal 4 n~1 annulant J.
2.¢ Comme X"~ 1 annule J, alors Sp(J)C{cok,k=O,...n—~1 $.
Réciproquement,
s'ilexiste ke {0,...n—1} tel que o ¢ Sp(J) alors (J-©%1,)est inversible.
Or J"~1,=0, dot (J-0’I,)(J-0'Il). . (J-0Xl). (JT-0" '1,)=0,
produit qui est commutatif.
Mais alors , :
(J-0 I (J-0' 1) (J-0" "I (J-0" 1) .. (J-0" ') =0.
Ce qui contredit le 2. b. et donc = Sp(J) pourtout ke {0,...n—1}.
AinsiSp(J)={w",k=0....n—1}etparsuite Py =(-1)"(X"=1).
-0t 1 0 0
0 -o
3. Soit ke {0....n-1}0OnaJ—0"l,=| VRN TR |
0 U I
1 0 ... 0 -«
Donc C |+ o~C, + CL):kC_; + ...+ co(""”kC:._ =0.00 C;.CH....C,
sont les colonnes de J-wkin.
1
(0k
Ainsi. uy=| o™ | e Ker (J-0"1,) quiestune droite vectorielle,
u)(lhnk

: ' _ . 1
car @ est une valeur propre simple de J . done uy engendre Ker (J-o 1, )
DOl Wyt ..Uy ) estune base de C " formées de vecteurs propres de .

Finalement, ,
D =Q'JQuP(D)Y=Q"'"AQ . o0 D =diag(l.o. .0 .. o Yy,
(0 (W tlg, .Uy l)f R l\'” bk :‘Hw“\:“ T Paged

PeDYdiag (P CH) L P Co) P Peat )




n-1i

4. dt A < det(P(D)) - [']p(m ). Mais |

k=l
n -l _ Loel Ny N
P(er(rH)x —(Zx *' l(x < J:n/( (n+1)x +I,pourx¢-l.
r=() r=0) - X (1-
Pl :n(n~l).
n ,
Ainsi, pourk = 1,2,...n ,P(0f) = kn et detA=———n——@—T—D—.
@ — n-| .
2] J(o* -1
k=1
n-1
Dautrepart, [J(@*-D=n(-D""" car 0*-1,k=1,2,..0-1,
k=1

sont les racines non nulles du polynéme (x+1)" —1.

o n+l

En conclusion, det A = (=1)*" n 5

Probléme

Partie I

LLL. VPeF.T(P)(X)=P(X+1)-P(X).Donc T(P)eF.

[.1.2. Sideg(P)<OalorsPestconstantetT(P)=O,d‘oﬁdeg(T(P))=—oc
Sideg(P)=n,ne IN*alorsP=a,X"+a, X" +...+a,X+ap, -
oUdg, ... € IR et a,#0.D’ottdeg (T (P)) £n~1 avec coefficient de Xt
dansT(P)—-nan-,qu1nestpasnul.Amsldeg(T(P)) deg(P)-1.

1.2.1. SoitPeFtelque A(P)=0.Alorsdeg(A(P))= —wetdoncP e Fy.
Réciproquement , il est clair que si P est constant alors A (P ) = 0.
Finalement KerA=Fp .

1.2.2. 0 estvaleur propre de A puisque Ker .\ = Fy.
Soit X une valeur propre de A ot P un vecteur propre associé. Ainst A (P ) = A P.
Siaz0alorsdeg (A (PY)Y=deg (), ce qui n'est éalisé que pour P =
Maix P = 0 car ¢est un vecteur propre de A done A =0,
Finalement ., A admet O pour unique valeur propre et Uespace propre associe est Fo




1.3.1. Pour cause de degrés |, on a trivialement A(Fy )= F,., .

Ston désigne par A, P'endomorphjsme de F, induit par A alors le théoréme du rang
prouveque dim(A(F,))=dim(F,)-dim(kerA,;)=n.
Ainsi dim(A(F,))=dim(F,, )ectdonc A(Fy)=Fqy.

1.3.2. Sion désigne par A; la restrictionde A a G, sur F,., , alors A est injective puisque
de noyau réduita { 0 } . Comme de plus dim( G, ) = dim ( F,.; ) alors A; estun
isomorphisme.

2 _1) n 2( 1\

1.3.3. Apres calculs , on obtient A(X)zm et Zk3 :n_(n4,_1)__ .

k=1

14.1. KerT=C,.

14.2. Ona:

fekerBeo VxelR T ,0(f)(x)=0
e VxelR.,(0(f))(x)=0 et 8(f)(1)=0
ST(£)=0 et 8(f)(1)=0
<feKerTet6(f)(1)=0

L4.3. Pourtout ke N ,e e C, et J: e, (t)dt =0 donc ex € ke@ Voin @ o €
Par ailleurs. pour tous k,p e IN *,

/ el 1

Qek .ep> = 'o [cos( 2ap+k)t)+cos(2n(p- k)t)]dt Or jocos( 2n(p+Kk)t)dt=0
1 . .

et 'focos( 2n(p-k)dt =9, .d'ou <ek Iep> = Op-

Ainst (e )k .:-m‘ est une famille orthonormale de Ker"’ qui n’est donc pas de

dimension tinie.

LS.1. Une récurrence sur n donne le résultat.

L.5.2. Laguestion precddente montre qu'il sutlit de définir feontinue sur [ 0, 1 | et telle que

tim (1 + 4) existe etvaut £ 1), assurant ainst la continuité de tenn, n g IN* ¢t
0’

done sur R .




Si lim g existe alors la fonction feoincidant sur [ O 1 Javee la fonction affine h
vérifiant h (0) + lim g =h (1) répond au probleme.

Si lim ¢ n'existe pas , alors la fonction f =h - gsur } 0,1 |, ouhest lafonction la
(}'

fonction affine vérifianth (1 y=g(1)+h(0), répond au probleme.

Ainsi T est surjective.

1.5.3. L’application ¢ : x> f f(t)dt est de classe C U sur IR’ car fest continue sur
IR

D’ou 6( f) qui est I'application  x.—» ¢(x +1) — @(x) , est de classe C Psur IR .

0 n’est pas surjective car I’application x > —»| x — 1 |, qui n’est pas de classe C U sur

IR, n’admet pas d’antécédents par 0.
Im 6 est I’espace des fonctions de classe C' sur IR & valeurs dans IR .

Partie 11

+

ILLL Vx>0, u (x) == - Log(l+=) ~ -
n

n n-—+x 2n-

terme général

d’une série convergente Z u, converge donc simplement sur IR +

[1.1.2.  Onadédja vu que Z u, converge simplement sur IR .

Pour tout ne IN ", la fonction u, estC Usur IR _.

oo Y Pour tout segment [ 0. b]de IR+
n+x n(x+n)

- 1
u,(x) = — -
n

' b o . -
{ Uy, (XD I < — terme géneral d'une série convergente .

n
Z u', converge done normalement sur tout segment de IR+

Q0
c e .. [ |
Dol 8 estdeclsse Clsur IR, et vx 20, 87(x) = % ( - — |
S ln n+x




N N
ll.l.3.l.zf)(un)(|) ;Z l +Z [—(n F2)Log(n+2)+(n+ L og(nH)Hu%@ H

n-l n-l n=|l

I
(——~Io (] + - ))r~ (Log(n+1j—Logn)
2an n ‘ znzl ‘ ¢

~7L0g’7+Log(N!)+I\—(N+2)Log(N+2)

N
Z%Z a(+= LOB(N+1)+2Log2+Log,(N’)+\ (N+2)Log(N+2).

I1.1.3.2. En faisant tendre n vers + <o, on obtient

3
T2 eN NI
8(S)(1)= = y+2Log2+ lim Log| (D) .
2 N—o+o (N+2)‘+
L
3
N+D2e NI
Or, (N+1) z,,\l ~ J2m e
(N+2)N*2 4o
r 3 “.
2 V ' .
Dot lim Log| NV 4 2N = Log 27 -2.
N>+ i (N+2) +
]
Et donc. G(S)(l):—;— +2Log2+Log/2m 2.

M2.1.1. Vx> 0, 8(f)(x)=0(f;)(x)=Log(x) = 8(8)(x)=0=193 e Ker6.
= § € Cd’apres [.4.1. etdonc V xe]O,l] et VnelN".
d(x)=38(x+n) et 8(n)=38(1).

I1.2.1.2. Notons que Vx > 0,
e(t‘l)(x)=e(t‘2)(x)=L0g(.‘<) = fl(X'F].)—f](.\’)_—'fz(X'f‘l)—fz(.\l):}".
X

v xe]O‘l] et ¥ neIN",
S(xX)=3(1)=d(x+n)=-38(n) = f(x+n) =ty (n)~ (f(x+n)-fr(n)).

~ ~ . L] .
Comme £ et > sont croissantes sur IR | on obtient ,

f(x+n)~fm)s fl+n)=fi(n) =

IA

S(x)=8(1)
n

!

SEX)-0( 1) 2 = (H(x+) =) X = (H(l+n) - Hn) = - —.
n

l)‘ot‘l:—l—- w d(x)-8(l) = .
n n

&)




Fn farsant tendre novers 2o onobtienta (x ) =a( 1), 7x - 0.
Etparsuitcfy = fy b6 (1 etdone 7% - 0,008 3(x)=0(f)(x3+6(1
Ouencore, Logx = Logx ~o( 1) Douoll)=0ctfy=1f,.

11.2.2.  Montrons que la fonction S est C?sur IR, .
Z u, converge simplement sur [R .
Z u', converge donc normalement sur tout segment de IR 4
Pourtout n< IN", la fonction u , est C? sur IR .

" l 1 . -
u,(xy = 5 S — terme général d’une série convergente .
(n+x) n

Z u", converge donc normalement sur IR .
o 1

D°ou S estdeclasse CZsur IR, et 7x 20, S”(x) = Z > =z 0.
n=t (M+Xx)°

. 1 ) .
f estdonc Clsur IR: et f'(x)= — -8”(x) = 0 donc f estcroissante sur IR _
X

. x+1 1 ,
B(H)(x)= [ (v- o +S(1)dt
= -y —-Log(x+1)+Logx+S(x+1)- S(x)
Or, S(x+1)-S(x)= Y[ Y otoga+ X frog1-%y ]
no] D n n

S 1]
= 2[ —Log(n+1+x)+Log(n+x\—Log(l+—1—)+Log(l+—)!
n nj

n=1

= I

= 1]
"ngl[ A LOb(l‘F;)J
N

+ lim Z[—Log(n+1+x\+Log(n+x)—Log(n)+Log(14n)}

N—o+x
n=1

=Z [ l—-Log(l%-i)] + lim [~Log(N+1+x)+Log(x+1)+Log(N-+1)]
n=l n n

N =+
=v + Log(x+1).

Dol ¥ xe |0+, 0(E)(x)=Log(x).

Concluston : L fonction £ est Punique ¢lément de B vériftant (1)

L3 st verttie (2) alors ¢ 7 est eroissante sur IR o U(g‘)‘(x) 0 ) (x) = Log(x)
. 2 i ]

ghoveritie alors (1),



.3.2. gest € sur l!), s, [ c = et crorssante sar ]U, - cn[ct gil)y=0.

U(g)'u) (g )y =loglx) = Hg)x)=xlog{x)-%~c

avee ¢ C 0(g)(l) ] " («yt- Logt+S(t))di + 1

- 2
= -lyt ~tLog:,L+tj +0(S)(1)+1
- _Jl
1L1.32. —
= Log\/’27n
0 n
II.4.1. vx >0, Log(v,(x)) = xLogn+ ZLogk - ZLog(x~t—k')
k=1 k=0
)4 X 71 X
=xZLog(l+ )"LOQ‘(—ZLOg(IT—) Z—— —.
k=1 k1K ok
S X X
——X(Z ——L00(1+—)])——~L00\+Z[—-—Log(l+'—)]
k=1 n k=1 K k
—> —yx—-Logx+S(x)=g({x).

n—+c«

M42.1. h:t - (1-1)"t*"! est continue sur [0,1].

AuV(O),h(t)~tx_ls Lo, 1]y ssi 1—-x<1ssi x> 0.
DI,= IR .

11.4.2.2. Le changement de variable u =t n donne

. ! n u .
pour tout n € IN et pourtout x € [0,+%[, n 1 (x)= [ (1-—)"u*"du.
‘o n

1
[1.4.2.3. Une intégration par parties donne [ (x) = J- (1-6)" T =2y pet(x+1).
Q X
Par uérations on obtient
I
()= Ak [(x+n-1) avee
x(x»kl)---(x+n -2)
‘ : l l l
L(x-n-1) = | A TR TR — - = :
<o \+n-l X+0 (X+n-1)Xx+n)

: n!
On obtent alors T (x) = -

N(x v«l) (\ ul)




[1.5.1. Pl by e tF ' est continue sur IR« IR t

/—;’i - . . »
Salx,t) llogt)e "t st continue sur IR~ IR .
OF%

.. * L]
Soit [a,b ] un segmentde R .7 (x,t) = [a.h]x IR,
lilx, )|z et e LN(IRY)

Ci

I Zx )l 2 (Logt) et e e tP e LI(IRD)

CX

Mest Clsur Jo,+onfet x> 0. T°(x) = [ “Log(nye™ 1" dt.
(o]

n 1 _ -~ t _
I1.5.2. jo <1-;)“t* ldt = jo (1—;)%" o] dt =0 1,(x) = wo(x).

. . t - .
Les fonctions j ,(t)= (1-—)"t* 1‘,(]0 n | sont continues sur IR:
n r

La suite de fonctions (j ,(t) ) converge simplement vers j (1) = € “tpx-l

sur IR: avec | ja(t)l <j(t)e LI( IR:).
Le théoréme de la convergence dominée donne
C(x)= lim v, =exp(g(x)).

n—o+x

U'(x) _ g'(®exp(g(X)) _ ooy = oprey = LI
= = g (1 = f(: = —-y——+8§ .
T ewia(nyy BV TR =oym owS0)

II.54. Ona S’(x)

PO
- bl ‘ - .
ss1 Y (- o E(h+D)x K est une serie entiere de rayon de convergence 1.
ssndd - -

el
p 7

K oy

N . ) | , [ R
l‘,nL[tLl.I b H(l\ +[)MS ‘k’l" = Z : = (;" X

t=|




[1.5.5.2.

Xkl on=l

"‘(K) l o'h( (75 (_l)k.l\ "
PR S Y R e I 4
Foo 2| &

+ 0

] 0,
:.:_"/___\L Z("])k’lé(k"'l)xk‘
A k=l

+ 0

Z (-1 kvl E(k+1) x K est une série entiere de rayon de convergence ] )
k=1

En intégrant terme a terme ’expression précédente, on obtient :

e

400 k+1
'(x) = kexp(—yx—Logx+Z (—l)k‘+]§—%C(k+1))
kol k+1 " 7
A - kx" .
= ;exp(-“/x +2. (=D —k—C(k))

k=2
+00 . Xk
xT(x)=T(x+1)=rexp(-yx + . (D ==L
k=2
En faisant tendre x vers 0, on trouve 2. = 1.

+o© k
On obtient alors ['(x+1) = exp(-7yx + Z (=D k ik—C(k) )
k=2

-+

ou (k)=

1
=
n=1 0

]
—_

I1.5.6.

En dérivant I’expression précédente on obtient

+ @ . - +X K
D'(x+1) = (-7 + 2 (-D* ek +1) x¥)exp (-yx+ 3, (—l)k%—C(k))

k‘x]\\ k=2

= [“Log(t)e"t* dt daprésILS.L.
o

- ,‘D ——
En faisant tendre X vers 0, on trouve f Log(t)e 'dt = —vy.

LA




