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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, 2 la clarté et au soin de la
présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.
I est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
s’il n"a pu étre démontré.

Exercice

Pourtout n € IN,n 2 2, onnote M,(C) I’algébre des marrices carrées d’ordre n
a coefficients dans C et 1, la matrice identité.

Pour toute matrice M de M,(C7, on désigne par P « le polyndme caractéristique de M
ctpar Sp (M) le spectre de M.

Soient a5 .,2a;....,a, ;€ C. Onnote J et A les matrices de M,{ C) définies par :

(0 1 0 corennne. 0) (ag 8; ag oo 8,1
0 01 : A1 89 8p-2
J = : et A = ‘
0 :
O con e s 0 1 8y ... ag 8
I 0 0 a8 2y An- aOJ

On désigne par u I’endomorphisme de C" canoniquement associé A J.
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1.b.

Zuiis
2.b.

2.c.

Soit k un élémentde }1,2,--,n}.

Crsn p 81 12k <Sp

Montrer que uP(e, ) = S pourtout p =1,2,...,n-1,
Ck_p si p-k3sn

ou (¢, ..., e, )est lahase canonique de C".

Montrerque J" =1, etque A = agl,+a J+...+a, J"".

Montrer que la famille (1, ,J....,J" ") estlibre.

Montrer qu’il n’existe pas de polyndme non nul de degré inférieur ou égal an - |

annulant J.
2in

En déduireque Sp(J) = {wk,kzo,'-~,n—1} otw=e " ,
etque P, (X)=(-1)"(X"-1).

3. Diagonaliser J puis A

4. Onsupposeque a, =k+1,k=0,...,n-1
Calculer le déterminant de la matrice A .

Probléme

Onnote E le IR- espace vectoriel des fonctions continues de IR | dans IR.

Soit F le sous-espace vectoriel de E constitué des applications polynomiales ,
pour tout entier naturel n.onnote F, le sous-espace vectoriel de E

des applications polynomiales de degré inférieur ou égala n.
Les éléments de F peuvent aussi étre considérés comme des polyndmes .

On désigne par T et 8 les endomorphismes de E définis par :

VieE et Vx>0, T(f)(x) = f(x+1) - f(x)et 0(f)(x) = LHI f(t‘)dAt.

—

Partie I

L1.1.

Montrer que F est stable par T .

1.1.2. Pour P e F, calculer le degré de T (P) en fonction du degré de P .

L2

On note A ['endomorphisme de¢ F induit par T .

[.2.1. Montrer que le novaude A estégala F.

1.2.2.

Montrer que A admet une unique valeur propre .
Quel est le sous-espace propre associé ?
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L3. Soit n € IN".
1.3.1.  Montrer que 'image par A de Fn estégal d Fnoy .

132, Soit G, =]PeF,, P0)=0}
Montrer que A réalise un isomorphisme de G, sur F_, .

13.3. Déterminer A e F, de sorte que pour tout x € J0,+ ],
A(X+1)-A(X) =X et A(0)=0.

n
En déduire la valeur de Z k3.
k=1

L4. On note C, I’espace vectoriel des fonctions continues et 1-périodiques sur IR :

I.4.1. Déterminer KerT.
I.4.2. Montrerque fe Ker®@ < fe KerT et 0(fx1)=0.

1.43. Onmunit C,; du produit scalaire (. /.) défini par
(f/g) = L; f(t)g(t)dt , pourtous f et g élémentsde C;.

Pour tout n e IN", on note €, la fonction définie sur IR . par:

en(t)= 42 cos(2rmt).
Montrer que (e “)ne e Sstune famille orthonormale de Ker T .

KerT est-il de dimension finie ?

I.5.1. Soient f et g deux élémentsde E.

Montrer que si T( f) =g alors pour tout entier naturel n non nul
n

et pour tout x de]n,n+l].f(x)=f(x—-n)+ Z g(x—-1).

i=1

1.5.2, Endéduire que T est surjectif. \
On pourra considérer d’abord le cas ou g est prolongeable en 0.

-

1.53. Montrerque 0(f) estde classe Clsur R . -
0 cst-il surjecuf ?

Déterminer I'image de 6.
Partie II
ILL. Pourtout ne IN". ondéfinit la fonction u, de IR, dans IR par:
Yx 20, u,(x) = > - Log(l+=).
n n
tL.1.1. Montrer que la séric de tonctions de terme général u ; converge simplement

sur IR, .



(7]

Dans toute la suite du probiéeme | Z u, estnotée S ct v désigne la valeur de S (1),

n-]

11.1.2. Montrer que S est de classe C'sur IR, et que

Vi 20,5(x)= Z(—»-——J

=i

I1.1.3. On se propose de calculer 8(S)(1).

11.1.3.1. Montrer que pour tout n € IN
N . \ N \ \

>0(u, )(U—-—Zu r1)+2Log(N+1)+7{og2+Log(N')+N (N+2)Log(N+2).

n=1l nl
i

I1.1.3.2. En déduire que 8(S)(1) = %7—2Log2+Log 2w ~-2.

On rappelle la formule de Stirling: N! ~ J2xN e N NN,

IL2.  On se propose de moatrer qu’il existe un unique élément { de E vérifiant :

(Vxel0,+~o] e(f)(x) - Log (x)

A1) 4f(-:stcrmssantesur]O +oo[

11.2.1. On suppose qu’il existe deux éléments f; et f, de E vérifiant (1) et on note
& =1f-1,.
11.2.1.1. Prouver que & € Ker 9.
En déduire que pour tout x E}O,l} et pourtout n € IN®,
~8(x)=38(x+n) et 3(n)=8(1).

11.2.1.2. Montrer que pour tout xe]OI] et pourtout n € IN',
< 3(0-8(1) € .
n

En déduire que £, = f;.) [

B

- . 1 .
IL.2.2. Montrer que la fonction f définiesur IR _ par f(x)= -y~ —+87(x
\\“,‘_—\\‘ Sa—

N

I1.3.  On se propose de montrer qu’il existe un umque élément }ic E vénﬁam

est |'unique élément de E vérifiant (1).

VXE]O,+00[ B(g)(x)= xLog,(x) x+LogJ27t
(2) ¢ g(DH=0
g est Clsur ]0.+oo[ct g' est croissante sur ]0.+oo[ .

H.3.1. Montrer quesi g vérfie (2) alors g ' véritic (1). o

IL.3.2. Montrer que fa fonction g détinie sur IR . par g{x) 7{ yx-lLogx +S(x )
. . o

—_— I
est 'unique ¢lément de E vérifiant (

2o




“ I1.4.  Pourtout n e IN', on définit la fonction de lR; dans IR par:

X

/ ﬂﬂ) (x/ﬂ-n)

- 11.4.1. Montrerque ¥V x > 0, lLog (\ymx)q)uand n tend vers + oo.

[1.4.2. Pourtout n e IN , on définit la fonction 1 de IR dans IR par:

Tx >0 w,

i
.i l,,(x):jo (1=t)"t*'dt.

[1.4.2.1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction I, .

11.4.2.2. Prouver que pour tout n € mour tout x e]O,+ao[ ,
/\Q X n ton, x-1
\Y n I,,(x):j (1-=)"t*'qt.
o n
[1.4.2.3. Trouver une relationentre I (x) et [ ,_;(x+1).

«___ En déduire Pexpression de I (x) en fonction de n etde x.

On considére la fonction I' définie sur IR % par I'(x) = j:“’ e ttx1dr.

Montrer que la fonction T est C' sur ]0,+o[ et que

» = +0 Nt 4 x-1 ”'ﬁ
Vx>0, I'’(x) L Log(t)e "t* 'dt. \\kf
[152. Montrerque lim | (1-4)®t*'dt = I'(x).
n—+w *0 n

Endéduireque I'(x) = exp(g(x)).
[1.5.3. Montrer que pour tout X e]O,+oo[ ,
I''ix)

[(x)
1.5.4. Montrer que pour tout X € |0, [

rv(\{) _ -l + 20 ’ ( l)k +1
I'(x) X (;

= - =4S (x).
X

n=

I1.5.5. On admet que I'on peut intervertir dans la tormule précédente les deux sommations .

.5.5.1. Déterminer le rayon de convergence de la série enti¢re / Q o
. gl - /
TEDRER D)k ou (=Y —.
k>l a=l n

—

1.5.5.2. Prouver que pour tout x € ]()‘ l[ .

+0 K
Ceerl) = exp(-yx + 3, (<D* =500,
k=2

+00
5.6, Démontrer alors que J. Log.(t)c'l dt = -y.
[}]

t




