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Probleme 1 (45/100)
TOURBILLONS DANS UN FLUIDE PARFAIT

I- Etude d’un tourbillon

Q | Réponse :
1-a) | rori =2 Q et divi = 0 (puisque I'écoulement est incompressible) 0.5
Equations vérifiees par le champ de mggnélosmlique crotB =y, joetdivB =0 0.5
[l y a une analogie formelle entre V<> B et 2 Q<> p, |
1-b) L’analogue au modéle de tourbillon en magnetostatique est un fil infini de rayon‘ R 05
et parcouru par un courant uniforme de densité j |
Par analogie formelle v a les méme propriétés de symetrie que B, celui-ci étant un l-
pseudo-vecteur i
— —_— |
Q = (" et le cylindre est infini donc la « distribution » est invariante par translation =~ 0,5
le long de (Oz) et par rotation autour de (Oz) donc V' ne depend que de r. |
] Soit un point M quelconque de I'espace, le plan (M,(Oz))=(M,#,,1_) est un plan de ! <
symetrie pour la « distribution » donc v L (M, 4,4 ) "
=V(M) =v(r)u,
2- L analogue du theoreme d’ Ampére est : [ﬂ v-dl = _[L ] 2Q.dS 0,5
| On choisit comme contour fermé et orienté I' un cercle de rayon r centré sur (Oz) |
£ e . " l
] L[L v-dl = I vryu,-rdéu, =rvir)2r _'
r{R IL . 20.dS =2Qxr = Vv(r{R)y=Qru, 1
r)R ” ) 20.dS =2Q7x K’ :zf‘(r'}R):Qle:?,, 1
......... i U SR AN . 1) AR, S
|
‘1
1 i
! |
!
|
1
|
|
| : .
; 0 R
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3-a) Appliquons le principe fondamentale de la dynamique dans un référentiel galiléen a
une particule fluide de masse dm a’m—%‘l =dF = %_v = /. avec f, la résultante
1 !
des forces massiques que subit la particule fluide. Le fluide est soumis aux forces de
- 1
pression et au champ de pesanteur = fm = _gradp +g.
P
ov . ——(Vv) —. . gradp _
L’équation d’Euler s’écrit : v.grad |v=—+grad| — +roftv nv - +
4 ar(gr)argr(z} p &
3-b) Ona@:(-);g:—gu plr, z):>gradp—?£ +§p—ﬂ, et rov =20 =2Q 7.
ot or oz - :
. 2 2 pé
« Pour r)R on Q=0 et grad| - _ O R lﬁ i, :~Q2R4i%ﬁ,
2 or 2 r r
_— S _ 2 pa | 1 op
Projection de I’équation d’Eulersur 4, : - Q'R — = —— — .
r p or
o T ~ 1 op
Projection de I’équationd’Euler sur 4, - 0= —— — ~— g
) p oz
0O° 4 1
%—pﬂ I S LLE —+f(z>1 »
r >=—=— pg> f(2)=—pgz+C"*
a - pg dz
Oz
4
1
= lim p(r,2) = p(r)R,z)=p, — pgz - Q' pR . 2,5
....... = SO AT
)2 2.2
« Pour r (R ona rofi n¥ = -2 rii et grad(‘ =—6i Ll u =Qru
(2 or\ 2
. . . , _ 5 . 1 op
Projection de I’équation d’Euler sur &, : Q@ r -2 Q7 = —— —
p or
o e 1 op
Projection de I’équation d’Euler sur #_ : 0 = —— % g
p et
&@zgzpr:p(m)_ r+f()} " |
& = —m=mpg = flr)=-pgza”
£ =-pg i
{ Oz
. :p 2 te
= p(ri{R,z) = r--pgz+C
Continuité de la pressionen r = R ;
. - ;
Qp ., ‘e Q pR 1 B . !
LR pgiCiEp,-pgz-—t e (= p, QPR g
2 2 K |
2 4 <
:>lz7(r(R,z):p[_,—pgz-i—Q p(rZ—ZR:) ! 2,5
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L altitude de la surface libre est supposée nulle lorsque » tend vers I'infini donc la
condition p, = lim p(r,z) est vérifiée,

-0

4-b)
S-a) V... =QR=0,8350=415ms"'((c =340 m s donc on peut considérer que 1,5
I’écoulement de I’air est incompressible.
5b) | Ap=py - P = P, pr=0,2=0)= O pR = (0,83)13-(50)" = 0,022:10° Pay0| 1
On a une dépression en effet plus la vitesse a Iintérieur du tourbillon est grande plus |
la différence de pression entre la tornade et I’extérieur est grande ce qui entraine un | 1
effet de succion.
6-a) divv =0=> 1l existe un champ vectoriel A1V = rot4 eneffet VF ona diviotF =0
— —— e e e 1
Soit un autre potentiel vecteur A'/V = rotA' = rotA = rot A’ = rof(A' - A) =0
A=A+ grady puisque V f on a Efgradf =0. A est non unique, il est .
déterminé aun gradientprés.
En magnétostatique |’équation divA4 = 0 s’appelle la jauge de Coulomb. 0,5
6b) | TGiroid = roi = 203 I |
— — _r=>A4+20=0 ‘ 1
rotrotA = graddivd — AA = - A4
L'équation analogue en magnétostatique est A4 + 4, ] = 0 0.5
Equation de Poisson 0.5
6-c) Par invariance (comme V) A ne dépend que de r
V=rotd = A ades proprietés de symétrie plane inverse a celle de v
Soit un point M quelconque de I’espace, le plan (M, L (0z))=(M,#_,1,) est un plan i
d’antisymétrie donc AL M, i,
= AWM) = A(r) i,
6-d) | Une ligne de courant est définie par

VAdl =0 = v(r) i, n(dr i, +rdO@i,)=-v(r)drii, =0 |

dA = dd = 0= A(r)=C"

_ — dA
V=vrold =rot{A(MNi.)=—"—u =Dv(r)=-
(4 &) ar ) dr J
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| pour rylRonadd=-v(rydr = -QR’ a Ar)=-QR Lnr + K
,

1,5
A(r) = ~—]—Lnr +K =1 =27QF
' 2r
1I- Interaction entre deux tourbillons
Q Réponse Bareme
7- " — ]l ” [ 4
A@) = ——Z—ﬂLml + K, = —2—7;Lm"1 + K 0,5 |
1, / |
A () =—-—Lm, + K, =—1Lnr, + K, 0,5
T 2r 2 }
8- 1 ¥ 0,5
Alr,n) = A4(n)+ A4(r)=—Ln = |+ K
r=(x- a'): +y et =(x+ a’): + )7 . 1,8
2 2 Ol >
Ax,y) = —]—Ln gid—),i—)% + K’
4 (x—-d)y +y
9- Sur une ligne de couranton a :
dy +y° ., . 5
A=C" = Q’i—)ﬂ +}ﬂ =C)0 = (x+d) +y =C(x-d) +Cy = 1
(X—d)& +y :
2 ~ 2 ~ ) 2 > C+1 2 |
y(C-D+x (C-1)-2dx(C+1)+d " (C-1)=0=y~ +x’—2de——+d =0
- 1
. c+1Y L (c+1Y (a1 acd
Tl x—d— | -d” +d =0= y +| x-d = =30 car C)0
4 ( C—lj [C-lj | (’*1) (C-1)
. C+1 ) sy |
Les lignes de courants sont des cercles de centre | d c l,O ) € al’axe (O,x) et de |
- l
‘ 1 <
2d~C |
rayon ————
C-1i
y
AN i
i
X 2
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cA . ¢4

V=rotd= V/\A(x y)u. :——a—x—-ll +—u avec

@

! [er((¥+d) +y° ) 1(x~d)2+y3)j+1('

A(x, })~

G { 2(x+d) I 2y 2y
)= B R 3 uy B A
4%L(x+d)"+y‘ N 472"L(x+d) +3° (x-d) +3°

A e Aot A A Sl S S A i A S
I 24 2d 1. 1T 2y 2y ] Id
V(x= 0)———-L u. .+ — i |

2(x-d)

— s e | i
Axid +y* d‘+_y‘ 4r|d +)y° d‘+y“J ; T(d +y) -

11-a)

L’ecoulement produit, dans le demi-espace x)0, par le tourbillon 1 et son image

hydrodynamique (tourbillon 2), est identique a celui engendré par le tourbillon 1 en
présence du mur solide dans le plan x =0 En effet la ligne x =0 sépare

I’écoulement précédent en deux régions indépendantes donc on peut placer une paroi
solide dans le plan x = 0 sans modifier le champ de vitesse dans le demi-espace x)0

ni les conditions aux limites en effet ¥(x=0) est tangent au plan donc la continuité de
la composante normale de v en x=0 est vérifiée.

11-b)

Appliquons la relation de Bernoulli pour deux points situés a la méme altitude, 'un
est situé¢ a I’infini tel que ( D= p“,,ﬁ,‘:ﬁ) et I'autre appartenant au plan x =0 tel
que (p(x=0),7(x=0)) :

&_p(x:O) I°d’
yo) 0 271' (d*+)

i
i

pl d
:>p( =0)= pf,—*—(**———d ) 2

11-¢)

“d- . )
ﬂ.'o]« —dy i, onpose =2
27 (d +y ) ’ d
. plrd

an ~
— H_=

5 i, 3 = i, =
] T )

___________________________________________________________________________________________

Le mur est attiré vers le tourbillon et ceci d’autant plus qu’ils sont proches I’'un de

(x:O)] dydzu_= j: dz I_:

dy

F H lp.-

I"autre et que I'intensité du tourbillon est grande. 1
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Probleme 11 (60/100)
CARACTERISATION OPTIQUE D’UN OTC::
OXYDE TRANSPARENTCE CONDUCTEUR

1- Propagation d’une onde électromagnétique dans un OTC

1- =
divE, = £
gu 0 0 5
> p= ,
_ G o
divE, = = O!
J
2-3) F:Fc"*'ﬁm:“eft "evAEI 0’5
2y
VIR v s |EE 0.3
Sl<<i = v << v,
2-b) E” <<A : c’est 'approximation des régimes quasi-stationnaire c.a.d. on néglige le
retard di & la propagation d’ou E, est uniforme a ’échelle du déplacement de 0,5
I’électron.
3-a) d’s s 0,5
m——=-ma;§ - ek,
dt-
3-b) En régime sinusoidal forcé et en notation complexe on a:
-ma&*S + ma;S=-eE, =S =—""_F
w, —~w°
. dS —iwe/m 7 Ne o . I
V== L - — E, 0.0 — -
o) -’ Dj:i——rm—qg_,:i——:i-p—vlj,avecmp:\/ c
- - w, — 0" o, — O me,
_] — —Ne" 0 0 { 2
4- e - T aBr D 7 L=t
dl"éx - 01 dlvﬁt - Os rOl.E" = et r0’§1 - /Iﬂ ] + gl') /uﬁ-—.:—— 1
I <. AL A S
e A 67 > E oo 9L, 1 FE
rotrotk, = ——(:—roiB, = - u, A o Mo 9 ];;’ =] =
f B ot c“(a)o‘ - a)) o ot L=
;EEEE, = graa’a’ivE, - AE, = —AE,
—~ 10E . wo,0 BE
AE, - =t =i e 1,5
c or c” (WJ —a)‘) ot
"Cette équation n'est pas vérifiee par le champ électrique en notation réelle car |
8E, &E, 1
— ;ﬁ R
ot ot
5-a) > 2 2 B 2 3 a2 2 2
) : o, 0 . 2 ® o o +o-o
_k——f‘a)::w‘:—‘—f-hz-"jl{_:a)z(l_r___ﬁ._p_;—!: ﬂ(_._.._:_.._pf} 2
c c ((o,, - @ ) < \ ((o(_, @ )) c\ o, o




5-b) ]
k..‘.
A :
2
7:‘ "//”:(02
a)g; W, +0);
5-¢) | Siw(w, = k)0 = k est réel : I'onde qui se propage dans ’OTC est une OPPM. 1,5
Si (@ (@, + @, = k’{0 = k est imaginaire : pas de propagation dans le milien | 15
 OTC londe est évanescente
Si @)w; + @, = k*)0 = kest réel : 'onde qui se propage dans I'OTC est une L5
OPPM.
6- - £ QW — — E.W W |— 2
(P)=1{7 E,>:—Reel[z 2" EE |=—Reel i—2—|E| |=0 1
o, — @ W, - @
Le milieu OTC estf non absorbant T 1
7 Si w,{w{\w; + o, 'onde ne se propage pas dans 'OTC donc elle est totalement |
réfléchie
8-a) | Le milieu est transparent lorsque k est réel donc )0 =
, , L \I2
k:f‘i[m‘; +w;‘(o']]
. 22 _ 2 0, + 0, - o 1
c W, - O = \/ _ \)1 ‘
_ -
k=n2 J
C
8-b) : \ ) @, @,
Siw(o, 20, ~0 )0 > L) 021+ )= n)l 1.5
................. L S SR
) 3 , . R \ W
Siw)o, +0, >0, -6 {(~0,{0= —t (0= 1+ (1 = n{l
w, — o, -0’ 1,5
8-c) D’apreés la loi de Descartes de la réfraction : sini = n sinr
Si w{w, = n)l = sini)sinr => i)r = Vi ily a propagation a I'intérieur de ’OTC 1 :
Si @)\, + e, = n{l=>sini(sinr = i{r = |
Si i (i, = arcsin(n) ' ily a propagation a I'intérieur de ’'OTC 1,3
Si i)i, = arcsin(n) : pas de propagation a I'intérieur de 'OTC donc il y a réflexion | <

totale
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I1- Réflexion et transmission sur ’OTC

9- N : — - AE -
E,’ —_ Il: /\El :E el{wf—k,):) 17‘, : B = u: /\_E.r :__EL er(tur~k'}-/‘ ﬁ)»
: E C E ) ) b
E,:nu’/\—L:nﬂ ot k- )I-i
¢ c
0- _
10-2) | & z=0.1) - (E(z=0,)+ E,(z=0,n) = T 7. 0.5
g ?
B/(2=0.1) = (B/(z=0,0) + B,(=0,0)) = 0 0,5
10-b) | Projection de la premiere relation sur i u E,=E,+LE,>1=1+r
. -
n—Eﬂ:ﬂ’—~ -=>nt=1-r donct——-2~—et5~ " | 1
c c c 1+n 1+n
11-a) _ E. AB. E. ABY |E _ E/AB A
<H1>_< > ( m) N < r>:< > I o et <Hr>:< >:I‘l =0t 1,5
Hy 24,¢ H, 2p,¢ H 2p,c
11-b) | La conservation de I’énergie s’écrit en z=0:
= = =\
— — —_ H; Hr H[
<H,>:<H,->+<Hf>z <~>:<~>+<~):>1:R+T 1
() (M) (1)
11-¢ L2 2 5 2 ? 2 :
) IEU, 2 (l—n} \/w(, -® \/(T)l, tw,-0
= E = R — - = >
(Em) lL+n \/(u(,—(o +\f“ + 0, -0
e 20, -20" + 0, - 2\/((0(3, - a):)((af + o, - a)z) 1
20; - 207 +w, + 2\/((1)(;z —~ a):)(a)f + o) - (02)
1-d) | g o (0 (Ja? + @, l'onde est totalement réfléchie donc 7 =0 = R =1, 0,5
111- Détermination des caractéristiques d’un OTC o
12-
\
0+, i(l - > W w, +o, |0 +o; w o, 2
n= - e — =+ - e
@; \ 20 Z(m,; +a);) N w, 2o, ((u,; +o,)

: . 2rc
Dans le vide w ===

et B=

*

@, @, 27 ¢ o)
@, o, o] o,




13-a) x
A
y 3 | A
F / ‘ - o= M »
\_____‘//---// O o 2
H >
v ] v f
L] Lz
oM)=(FEM_)-(FFM_ )=(F,H)=F H=asin9}
|
tan = =06(M) _ax 1,5
f f
Dans les conditions de Gauss on a : tan&(isinf ¢
13-b) | Les lignes d’égales intensité sont définies par 6(M)=C"=x=C" donc les franges
d’interférences, observées sur I’écran, sont des droites parallele a Oy . 1
0_5(3::0)_O 0,5
An
14-a)
o'(M)=FEM_ )-(FEM_)=ne+(F,H)-e=e(n-1)+F, H=e(n-1)+— 1.5
S (x=0) e(m-1y T 1
O S SN SR
Pour w{(w, ona nyn, =1 donc p;>0 : les franges d’interférence se translatent vers 1
x(0
14-b) | Le nombre de franges défilées est :
, e(n— 1) nb A 35.600-10~°
=Py Poi T =+ ] = +1=205
pi= . e 20-10° 1,5
15-a) - , e(n()-1) . . ;o
En lumiere blanche p; :—ﬂ—__ dépend de la longueur d’onde donc p; n’est pas 1
entier pour toutes les radiations du visible d’ou la frange au centre n’est pas blanche. ]
15-b ’ _
) p'(M):M:i{_}_ﬂﬂ_l)_:l a_x_+ (A 1)+__£
A /1f A AL S A
AN
(@J _ lﬂ eB +i(_2e}3j20:>_czx (A1) - 3eB o |
éa), A f A A A’ Vi A
: , .
=>x, = fe(A 1+ JB}— fetn— 2
a A a . |
15-c) > a0 02 . ;
Botulyy @) 30N0TF, ), 0210 451 135007 s |
fe 2 0.4-20-10° j CLS
= 2 1 [Tt
A::z—£=2,05—25—10—~20125
- 36-10°" Ls
| .
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16-

A partir des relations obtenues 4 la question 12- on déduit les valeurs de @, @ , et N
en effeton a

Joi+o!
A__ F

3 9 - .. 2.72'26’2&)2 27 (A -
= 7 a’&”";:Aa)o etg);:a)o‘(A~_1):>B: p 47 cC A4 -1

3 2 2 2
e @, O, + 0 Aw,

2(4° -1 5 w me,
Wy =7C —(—A“B"’z,a’p:a)o A1 et N=—2—-"
\ J
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