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£ grande importance sera attachée 3 la rigueur du raisonnement, 4 la clarté et au soin de la
sentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.

{5t Tappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme

n'a pu étre démontre.

Probléme 1

n.s tout le probléeme -

-'-- 7 est un entier naturel tel que n > 2.
¢ I, est 1a matrice identité de My (R).
‘e t4 est la matrice transposée de A.

o L(R") désigne I'ensemble dds endomorphismes de R™.

* On rappelie que la trace d’une matrice A = (ay)1<; ;< € Mn(R), est : Tr(A) = Zaﬁ .

Partie I
Trace d’une matrice

L. Montrer que, pour tout (4, B) € (M,(R))?, on a:

(a) Tr(A+ B) =Tr(4) + Tr(B),
(b) Tr(AB) = Tr(BA),
(c) Tr(*4) = Tr(4A).
2. Montrer que si A et B sont deux matrices semblables de M, (R) , alors
. Tr(4) =Tr(B).
3 (a) Vérifier que Papplication f : A+ Tr(A) est une forme linéaire sur M, (RR).
i (b) En déduire la dimension du sous-espace vectoriel F = Ker(f).
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4. Onnote H =R, = {AIn; A €R}. Uﬂﬁ%ﬁ»j ’ )

(a) Montrer que la somme F + H est diredbens L iH i o
(b) En déduire que Mp(R) = F & H.
(c) Soit A € My(R). Décomposer A en somme d’un élément de F et d’un élément de H.

Partie 11
Une norme matricielle

Soit (4, B) € (Mn(R))?. On pose < A, B >=Tr(*AB).

A. Norme de Schur || . ||s et distance associée

1. Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur Mqn(R).

Dans toute la suite , on munit M,(R) de ce produit scalaire et on note || - ||s la norme qui
lui est associée. (|| A |s= v/< A, A >), appelée norme de Schur.

9 Soit @ une matrice orthogonale. Montrer que, pour tout A e Mn(R), on a:

i
3
ﬂ-
N
.ammwﬁdtmdﬁmmmamwhﬂMldlM
' o

|| AO ||s=Il OA [ls=1l A lls

On pose Soit 1z
S.(R) = {A € Mq(R) tel que ‘A= A} i
et
An(R) = {A € Ma(R) tel que ‘A= —A}. )
] Pour ¢
3. (a) Montrer que, pour tout A € Ma(R), (A + *A) € Sa(R). ) & S
(b) Montrer que Mn(R) = Sp(R) @ An(R). J
(c) Montrer que cette sox?.me directe est orthogonale. Lok
4. Soit F un sous espace vectoiel de Mn(R) et A € Mp(R). On pose d(4, F) de Ga
Jnf || A—M lls- ' :
Quelle est l’umque matrice p(A) € F, telle que d(A, F) ~—l| A —p(A) |s-
5. En déduire que, pour tout A € Mu(R), d(A,Sn(R)) = 5 | A—*A |s.
| 8

6. Déterminer de méme d(A, An(R)), pour 4 € M (R).

B. Etude d’un exemple

On munit R3 de sa base et de son produit scalaire canoniques.
On considére les matrices suivantes de M3(R):

1 2 1 i1 9
! A=(-2 -1 -1}, J={1 1 1]et M =tAA.
i 111

1. Calculer d(A, A3(R)) et d(A, S3(R)).

Concours Technologie - Session Juin 2013 E‘.p'reuve de Mathématiques Page 2/5




—

']

2. (a) Montrer que J admet deux sous—esp 1 et E5 orthogonaux, avec

dim(E,) = 1.
(b) Donner une base (v1,v2,v3) de R? , formée de vecteurs propres de J , avec v3 € Ej.
(c) On pose : up = v1 + a.va. Déterminer a € R pour que v; et u2 solent orthogonaux.
(d) En déduire une base orthonormée de R3 formée de vecteurs propres de J.
(e) Déterminer alors une matrice orthogonale P et une matrice diagonale A

telles que :
doe PVIP,

3. Exprimer M 4 ’aide ded"
4. En déduire qu’il existe une matrice diagonale D & termes tous positifs telle que

D? =P 1MP.
5. Comparer || M ||, et || D? ||s.

Probléme 2

i
H
3
:
;
3
i
-
E

Soit la fonction I' (Gamma) d’Euler définie sur |0, +-co par:
+oo
I(z) = f Pty
0

Pour n € N* et x €]0,+00[, on pose:

n*n!
z(z +1)..(c+n)

i‘n(z) =

L'objet de ce probléme est de donner quelques propriétés de la fonction [' et d’établir la formule
de Gauss suivante: !

R FE

Va €0, +oof, Dle) = lim Tn(a)
Partie 1
Convergence simple de la suite de fonctions (I'n)nen-

LS

1. Soit v, = (Z -flﬂ-) —Inn, ¥YneN*.
k=1

(a) Montrer que Yp41 —1n =0 (“35).
(b) En déduire que la suite (7,) est convergente. On note v = nll;r‘!r_:m Yn-

2. (a) Montrer que, Vn € N* et Vz €]0, +o0f, on a:

; In(Ta(2)) = ~ In(z) — ynz + Y _ gi(),
k=1

ou gi(z) = % —In(l + %), vk e N
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(b) Montrer que ) gn conVerge simplement
+o0

On note G(z) = Zgn(x), Yz €]0, +o0[.
n=1

(c) Montrer que G est de classe C! sur ]0,+oo] et que, pour tout = €]0, +o0],

-5 (i)

n=1

(d) Prouver que la suite de fonctions (Tn)nen- converge simplement sur 10, +o0.
On note H(z) = ,,Elfmrﬂfo vz €0, +o0|.

3. (a) Justifier que H(1) =1.
(b) Exprimer la fonction H & 'aide de G.
(c) En déduire que H est de classe C? sur ]0,4-00[.

4. (a) Donner une relation entre [n(z + 1) et Tn(z) pour tous = €]0,+oof et n € N*.
(b) Etablir que Vz €]0,+oof; H(z + 1) =zH(z).
(c) En déduire que ¥n € N, H(n+ 1) =n!

(d) Montrer que V'on a H(z) ~ -;‘-: au voisinage de 07.

Partie 1I
A. Relation entre les fonctions Gamma et Zéta

1. (a) Montrer que la fonction : £ — f(z,t) =t*"le™* est intégrable sur 10, 4o0[
si et seulement si = €]0,+o0[.
(b) Calculer I'(2).
8% f

(c) Déterminer les expressions de Z—I et 55 sur 10, +00[x]0, +oof.

(a) Soit [a,b] C]0,+oof et § € {0,1,2}.
Considérons y la fonction définie sur 10, +o0[ par

L apelnhrt siteo1]
e =4 (gt st el ool

to

Montrer que ¢y est intégrable sur 10, +o0l.
(b) En déduire que I' est de classe C? sur )0, +cof et V& € {0, 1,2}, Yz €]0, +o0f;

400
) (z) = / (Int)*t=tetdt.
0
3. On rappelle que la fonction ¢ (Zéta) de Riemann est définie sur 1, +oof par
+00 1

¢(z) =

7 n=1

+oo tcx-—l
Iy= fD - 1aIt.
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(a) Montrer que: ¥ a > 1, I, existe.

(b) i Prouver queVa > 1,
+00  stpo
Iys=y" ] t* et
n=1 0

: v
ii, Exprimer / t*~1e~™dt en fonction de T'(a).
0

(¢) En déduire les valeurs de ((2) et Ip.

B. Convergence simple de (I',),en» vers T

g ui. En déduire que In ='(a).l(a) Ya>1.

} 4. Soit g la fonction réelle 27-périodique définie par: g(z) = z2 — 72, Vz € [—=, #].
ﬁ (a) Déterminer les coefficients de Fourier trigonométriques an(g) et bn(g) de g.
E ris w

i (On rappelle que: Vn € N, a,(g) = %/ g(z) cos(nz)dz et by (g) = TJT/ 9(z) sin(nz)dz)
4 —T —_

i 2 2 E=r

| (b) Montrer que, Vz € R, g(z) = —=7* + 42 5— cos(nz).

H 3 n

3 n=1

4

i

!

1
1. Soit B la fonction définie par: B(z,y) :'/ i R e
0

(a) Montrer que B est bien définie sur |0, 4+00[x]0, +oco]..
(b) Montrer que, Vz,y €]0, +oo|, B(z,y) = B(y, z).
(c) i Montrer que, ¥n € N*, Vz €]0, 400, B(z,n +1) = EB(I +1,n).

|
ii. En déduire que, Yn € N*, Vz €]0,+00], B(z,n +1) = e H}“' o

M o

(d) i Prouver que: Vz,y €]0,+cc], B(z,y) = Q/Q(Sin 8)%*=1 (cos )14,
0

2211(”!)2
(2n+1)V

TP S Y U

f ii. En déduire qm!: vn €N, / : (sin§)**+1dg =
0

2. Pour tout n € N*, on pose fn : [0, +oo[— R, la fonction définie par:

{1»—;%)”’ si0<t<n

f“m:{ 0 sit>n.

(2) Etablir que: In(1+ v) < u, Yu €] —1,400].
: (b) En déduire que: fn(t) < e, Vt € [0, +00]. .
I (c) Montrer que (fn) converge simplement sur [0, +o0o[ vers la fonction t - e,

; el A Ao
. - 5t = ;
i (@) Montre que: Ve €lo, 00|, lim /0 (1- Ly etar = 1)
(e) Déduire de ce qui précede que Vz €]0,+oof, I'(z) = ET D)=z},
n (s

&

I'(z) 1,81 1
3. (a) Prouver que: Vz €]0,+o0], W s + Z (; - n+:r)'

n=1

(b) En deduire que: T'(1) = —y et (1) = v* + &

Concours Technologie - Session Juin 2013 Epreuve de Mathématiques Page 5/5




