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probleme 1
Partie I

our (4, B) € (M, (R ) avec A= aij)1-<m<n et B = (bij)1<ijen OD 2 AB (cij)et BA = (d:y)
T n

vec ¥i,j € {l.n}, ¢y = Z aikbij et diy = S—\ .!}._ku,,c Ainsi Tr(AB) = L Cij = E Za‘kbk‘ =
=1 =1 k=1

=1

> z aikbki = Z di = Tr(BA).

=1 1=1

r{iA) = Tr’A) car 'A = (aji)1<is<n » donc A et tA ont la mA®me diagonale.

i A et D sont semblables alors il existe Pdans §Ln(R)tq A = P~lBF . donc Tr(A)

rr(P=1BP) = Tr{P(P7*B)) d’aprés 1) D'ob Tr{4) = Tr{I,.B} = Tr(B).

‘a) Ot abien V4, B€ MaR) et VAER, f(ha+B)= Tr(AA + B) = AT'r(A) +TriB) Donc
f est une application linéaire a termes dans R , c’est donc une forn:_a_e_a Jinéaire.

{n) f est une forme linéaire , de plus f est non nulle car f(In ‘J = n 0. Donc dim(Im{f])
par suite dim(F) = dim{Ker(f})) = dim(Mp(R)} -1 = n?— L

(a) Soit 4 € FN# , donc i existe A € Rtg A= Apet 4 €F = Ker(f) donc
Tr(A) =U:,\Trr\1n; — An , doih=0et par suite A=0ie FOH= {0}.

{p} H est une droite vectorielle donc de dimension 1, donc dim(F) + dim(H) = =n?i-141=
n? = dim(M,(R))  d'ot M (R)=F&H.

(¢ Nexiste MEFet AeRtqA=M+Xly, done Tr(A) = Tr{M)=+n =0+ nA parsuite

m;.'-(l‘.d\ . TT{A-\I

. |

So= =i J\(J S ek ot 'r.n.

m

Partie II : Une norme matricielle

A.Quelgues propriétés

IMa< ANBLB >=Tr(A(A B-LB’J|—TT[)\1AB|+‘AB)) A< A B>+ <AB >ear
T+ est linéaire.De plus , on & < B, A>=Tr(tBA) = Tr(*('BA)) = Tr[‘“,ﬁit(tB}) =Tr(*4B) =

4, B > .Aipsi , < .. > est symétrique et bilinéaire . D’autre part, si A = (aij)1<ijan 00 8
n n

< ALA >=TrltA.A) Les coefficients de *4.4 sont ¢i; = Z agiak; » donc < A, A >= Zcﬁ =

k=1 =1
n n
Z Z(aki)g'  Cecidomne : < A, A>>0et < A, A>=0ssiVk i€ {1.n}, ok =0ssi A=0

t=1i=l
Finalement < .,. > est un produit scalaire sur My (R).

wcnt O une matrice orthogonale i.e ‘0.0 = I,. Pour tout A € Mn(R} Ii AQ ||P=< A0, AO >=
T7(*(40).(A0)) = Tr(*0 A A.0) O ‘0 = 0= _donc || AQ ||2=Tr(O~ .(‘AA).0) = Tr(' A4

d'apres I/2.D'on || AO [(2=|| A |. D'autre part , | a4 =< C” @4 F=Tri04)(ea)) =

T AYO0.A) = Tr(tATn.A) = TrtA4) =| A [s.

(2) Pour tout A € Mn(R)  ‘(A+‘A)= ‘A+Y(A) =tA+ A =A+1A donc (A+ tA) € Su(R) .
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a.bord , 8 AES,,(R)F!A,,(R alors’ A : i
tme HA - tA) = A = ‘A A= —(A— "
te , pour A € M,,(R) on peut écrire 4 =4 +Ag avec _A
Ay = -(A tA) € Aq(R) ,ainsi Mn(R) = S,(R) @ An(R). .
Montrons que la somme est orthogonale, ¢ad Sp(R) L Ax(R). Si 4; €
A alors < A],Az >= T‘F‘f Al Az) = T‘J”(Al Ag) et < Ay, A} >= T‘I‘(T’AQ Ay
o "‘W(AZ Al) ‘Tf'(Al 42) = - < A, A9 > .01 < Ag, Al >=
: ﬂlfh :'-»-Anﬂﬁi} =.<Al de >= 0 T *

'n sait que si p(A) est le projeté orr.hngonad de A sur F alors || A p{A) lls= mu}_l

(4,F) . - R
out tout 4 & Mn(R) A = A{ +'Ay-avee-Ap = i(A+ t4) € Su(R) e Ag = QIA

Je plus & {R) L A,(R). Ainsi, si 5 est la projection orthogsnale sur S,{(R) . on e;p;_(_m. =

= “pres 4 d{A; L‘f"u ip\.})&!!“_‘l‘ = Al fis ™ Ag ”,:.: : !

| xt3 ce qui précide . il A) = Ao, ol po est I ;:o.;er $ion o tﬂOﬂ‘Onc L afae
""%{R}}‘ =u A- p?{A) u: '1*7 iigﬂu] A] |!3-—- 4 - AJI

s
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ile dhun exemple

‘nprés ce qui précé:,-'- ot d

G
LHle=ll ‘\0 5

) On note (e;,ez. ;!
 On remarque gue
-~—Propres-associés & i et
 sols-espaces provTes do
By = Ker(J) = Virrtiey,
1.

LS

e

;e = gy — £y

. Ainesi v et U sunioden vecheurs
vy, ).!-_} st & i

e T duLt K Ef{.l) af K “T'J 5 r'-' i ‘)C‘u‘ o

'.Re.marquons que 13 Lo ah

v U3, dom vy L vy, par suit2 {#1,€q,€3) sont 2 & 2 orthogonaux et en
ol une base orthonormee de R® formée de vectcurs p repres de J puisque :

= PP+ 5P JP = +5A =




= PTL (o= £ fls=]) B s ‘ci'apres

Probléme 2

PARTIE I
1
fjpie \_ﬁ ~i—lon, ¥ne N
A
k=1
Pnsl—m = g (- 2y = O(fT.:T_}T) = 0{;:3)-

a1 =7 = 0 (), et 3 2 =7 converge alors le série télescopique 5 (Yn+1 =) converge. Dion

ia suite (7, ) est convergente. On note 4 = li:[_a"_ﬂ.c30 P
=3

Lo

oit n € N* et o €]0, —roo{ oL & :

In(Ca(z)) = zln(n)+ a(n!) - Zln x4+ k)

T

n b3
T z
= -—lInfx}+zln(n) - ;"S_l ik kg_l(E —In(1+ E))

= ‘nlz}~7nx+2g;\
k=1

i=F —ln{l%—f], YkeN.
. gn(z) = £~-In{1+ &) = Of Lyet T 2 7 converge. Alars ¥ gn(z) converge’
33' Dot > g converge mmplement sur |0, +ool.

Cimnote G fahi= Zg”(”’ vr €]0, +oof.

I
Bl

~

U D1 g est de classe O sur J0, 400! et 5 ¢ converge simplement sur 10, +col.
b o e B o
Oet z €]0,0]. |gn{2)| = gy < ==

. gi converge uniformément sur ]0,a], ceci ¥a > 0 D'olt G est de classe C'}

gur |0, —oo]

=1 1
=1 gue Gz = g e e vz €10, +o0y.
n=

Ti

Ciamme Y gn converge simplement sur )0, +oc], alors le suite des sommes partielles ( > Qi(x)’

cnnverge. et par amte (In{Ty(z)) }nen- converge. Ainsi la suite {I';{z)) converge, vx E]U +00].

Par comséquent. (I'n)nen- converge simplement sur (0, +o00f.

On uote Hiz) = RJ_:E Th(z). ¥z €]0, +col.

P S nn!
i nEI.Eoorn\l) - nll'l‘.*ﬂc? (ﬂ + l)t__ o

Hix)= ; e"1THGE] vy E]U,.-i-ook:.
G étant de classe C! sur |0, +o00[, alors H est de classe C* sur |0, +o9[.

Tnlz+ 1= =Z2=Th(x) pour tous = )0, +oaf et n € N*.

i Ttn+l

En faisant tendre n vers +co. on obtient ¥z €]0, +ocf, H(z - 1) = zH(z).
Par récurrence, on montre que : Yn € N, H{n -+ 1) = n!

rlirt; THiz)= zilg H(z +1)=H(1)=1 Dot H(z} ~ { au voisinage de 0~

Cao

b
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A Reiétloh entre les fo

{a) En 0, t*~te~t w431, &IOrs Ty f (T, t) = t“"‘“l st est‘“inté‘ngbTe sort
Lz E]O +oo{

T PR

s T -.-.r.:-_-_«l.:-

ot i g

|
i (0) Bz, = (mt)ﬁ" ~t et (a:,t l.ut)zt" “1g-t , V(z,t e]U +oo S o +oo
1y
e (@) Onagpe cM(Jo, +oof, R,.) et mtegrable sur ]0, +oo[ =+
=1y _ Soit k € {1,2}. or € CM(]O +oo[, ;). Soit o tel que 1 —a < & < 1, llmt“rpk(t) =0el
|| ( hm t? \,ok(t) =0, aiors tp,g ést mi:égra.ble sur ]0, +oof, :

L (b) Soit [a,b] C]U —}-00[ b € {0; 1 2} et (z,1) € [a b)x]0, +Do[ On & —ké(:l:,t) {h]t)kt’ e,
o . Comme an{ existe et continue sur (]0, +oof)? et.que [—E (z,8)] <'x(t), alors T est de classe
C? sur 1. +oof et Yk € {0,1,2}, Vs-: €]0,+oof,

E¥b{or) o= /0 +°° gkf(x t)dt = fa (Ot Eletgy

i t e 0 PR it by ‘ . P +m 2 g
(¢) Soit <0, +oof. Ona (In(1))(z) = FEIEEN o (1v(3))2 = / (lnt) = letdt)2 =
4]
o
( f ()" T e 51T e idt) alors on déduit & laide de l’megahte de Cauchy-Schwarz,
[ - que (I'(z))? < ( f .(me)2 —Ie-‘d:)( / t"l'é“dt) ~'I_‘”(x);1__*(z). Amm In{[’) est con-
J vexe sur |0, +ool. : ' i h

«. () La fouction ¢ k3 —r— “est oontmue et positive sur J0, +oof. |

Eng, i‘:—i ~ t*=2, alors te & 1*— est mtegrable sur ]0,1] si et seulement si @ > 1.

-1
1' = 0, alors t 3~ -;—- est intégrable sur [1,4+oof. B'od Va > 1, I,

j En -+oo, lim #*
[ t—+oo b —

11 b)Y i Ona: l

'__r o +oo to_l . 1 g : +00 : "
. o v a—l - —n a— =T
Bt _er—._l.?f_?f ) Ze = [T e

QRERERHITG 151wy

Ak

s n=T

_ f' Paosons, pour ¢ €]0, +oo[et ne N* E :t"‘_‘ Lkt On s
' - § k=]

’ -1 1—e=nt _ a—11—e-"

[Sa(t)] = Jt> 1t = |t nee_z*I = 1 = )

Or ¢ est 1ntegrable sur ]0, +o0f et Jim m 5a(t) = ¢(¢). ¢ étant continue sur J0, +oof

et S, l'est aussi, alors d’aprés le theoreme de convergence dominée, on “obtient :
+oo +

pm / Sn(t)dt. = ] hm S (t)dt. Ou encore, I=a = '4 | Zt"‘_‘ "“"'d.'t

=1 -
+oo
f tcx—l —ntd_t

";°° ' t0 y et
i Posonsu = nt dans/ 2 lemay onq__btientf t"“__%‘“‘dt:_/ (R)Q_ITdu:
- I‘(a) o - o 0 g
-

ar P
L FRPEETS S 4




oo re :
. Comme I, = Zf t*"le™™dt, on dedutt que L

n=1

lia fonction réelle 2#—§ériodique définie par : g(z) = 22 — #2, Vz € [-m, ]
: = ;
&) On &, Vn € N, b,(g) = 0 et aa(g) = %/0 g(z)cos(nz)dz. Alors ag(g) = —37° et

. “:'“'-""Vﬂe N#‘ an(g) =4 -;‘1
“étant continue, 2w-périodique et C* par morceaux sur R, alors d’aprés le théoreme de
Dirichlet, la série de Fourier de g converge normalement sur R et admet pour somme la

__fonction g. D'on,
ﬂ

'Vz€R, g(z) = % g +Z”‘“ g) cos(nz) = —--1r +4Z cos(nz:).

(c) glm)=0=—3n’ +4Z— D'oy, Z~*%=C(2) Ainsi, I = 2(2)((2) = &

n=1 n=1

B. Convergence simple de (I'n)nens vers T’

4
&Soit B la fonction définie par : B(z,y) = j i ) 8
0

(8) Ona: =1 (1 -1 st quand ¢ — 0, dotl t > t271(1 = t)V=" est intégrable sur |0, 3]
| si et seulement si z > 0.
F=L (1 =t~ (1 — )V quand t — 1, d’olt ¢ = *71 (1 — 1)V~ est intégrable sur (3, 1] si
- et seulement si y > 0. Ainsi, B est bien définie sur ]0,+00[x]0, +oof.
(b) Soit z,y €]0, +o0[ et [a,b] C]0,1[. Posons u=1—1.
1

—a
/ (1 - t)"qldt = / w1 - u)"“ldt. quand a — 0 et b — 1, on obtient
1-b
B(z,y) = B(y,z).
(c) i Soit n € N* et z €]0,+oo]. B(z,n+1) = f 1 1- t)“dt Soit a > 0. En faisant

une intégration par parties, on obtient / = l(1-t)"dt = ey / (1

t)"~1dt. Ceci prouve que B(z,n+1) = "B(m+ 1,n).

ii. Par récurrence sur n € N*, Pour n = 1, en faisant une intégration par parties, on obtient
I

1
1
B(z,2 :/ £ (1—t)dt = ———.
@2)= [ e T .
Supposons que Vz €0, +oo{, B(z,n +1) = _x'-Ti'JL(_fﬂ'? -
n+1i)!
B(z,n+2) = 2Bz +1,n+1) = 2Py (R G R
D'ott, ¥n € N*, Vz €]0, 400, B(z,n + 1) = sriorm-
(d) i Soit z,y €)0,+00[ et [a,b] C]O, 1. Posons t = (sin )% = (), 6 €]0, 5[.
w1 b)
ff_l (1—-t)¥tdt = 2/ (sin )2~ (cos §) " df.
a p1(a)
Lorsque a — 0 et b — 1, on obtient B(z,y) = 2/ (sin 8)** (cos )% db.

P W | i#__ 1=l nl =
Jji. Vn € N, fo (sin8)’**1d6 = =B(n +1,3) = 3BGn+1) 2TE+ (L +n)
22 (nt)? |
(2n+ 1)V
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Il‘-

Ia.ll: que Inil + u) esy coucave sus jr— ;,-ruu

(b) On a,site [0,n], fo(t)=(1— Ly < =) ==;.;t et sit 2.73' Fa(t)=0.
Dol f,(t) < e, Vt € [0,4o00]. '

(c) Soit ¢ € [0, +o0]. lil_‘g % ="0, Alors 3ng € N tel que ¥n > no, £ < 1. Ceci implique que
L i ) o0
Vi 2> no, falt) = (1 - %)“ Ainsi, nﬂglm F)=¢"¢ '

n 400
(d) Ona / (=2 el = [ f(0)=dt. Soit & €0, +oo. On a t = (-1 fu(t) est con-
0 (1]

tinue sur J0,+oo[ et t+ lim t" 1f,(t) = e ™! est continue sur |0, +ool.
n—+co
Comme [t~ fo(t)| < e™tt*! et que t > t* 1™t est intégrable sur J0, +fo[, on déduit a ’aide
oo

£ t . -
du théoréme de convergence dominée que lim (1—=)* ="Mt = / Iim "7 £ (t)df =
n 0 n—+00

n—b+oo 0
P{z}).
1
(e) Soit = €]0, +oo[ et n € N*. /-“(1 - ;i-)“txhldt e n”/ (1 - w)*u* du.
e »
En fa.isant tendre a vers 0, on obtient d’aprés 1)c)ii)
1 Ty
S T R e e = n ={=tr).
f {l= =)= f (I—-w)"u" 'du =n"B(z,n+1) P L e (z)
Dou, Va: E]O +oof, I'(z) = hm Talz) = Hiz):
(a) D’aprés la partie I, on a : Vm ﬁ]O +oc|, In(I'(z)) = ln(H —In(z) — vz + G(x).
! I'(z) 1 +m
D o —_— ey
JY'ou, d’aprés I)2)c), on a I'(z) y 3+n Y

(b) T'(1) = —, car I'(1) = 1. D’autre part, comme Zm converge uniformément sur
10, +-cof, alors en dérivant on obtlent Yz €]0, +o0,

IY(2) (z)—(I" =
@) @) —~(I"(=))? _ 1
e B z n+;r:)2
T e 1 i | il
On déduit que I"(1) -2 =1+ —— =Y S =((2)=—
;(ﬂ+1)2 gn"’ 6
|
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