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Une grande vmportance sera otfachée & la rigueur du raisonnement, & la clarté et au som de lo
présentation. L'usage des coleulatrices n'est pas autorise.
11 est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour tratter la suite, méme 5%l n'a pu
étre démoniré.

N.B. Le sujet comporte deux problémes totalement indépendants.

Probléme 1

Rappels et Notations
Soit f une fonction 27 périodique continue par morgeaux. Les coefficients de Fourier trigonométriques
de f sont définis par :

1 2
an(f) = i f(t)cos(nt)dt, ne N,
Jo
4 2w
bn(f) = = f(t)sin(nt)dt, neN*.
[} i {]
Partie I

Dans cette partie, on se propose d’étudier 'espace vectoriel des fonctions développables en série
entiére en x et solutions sur R de Uéquation différentielle suivante :

.
—t
yrE

f
y —zy=1
ot y est une fonction inconnue contintunent dérivable de la variable z.
1. (a) Résoudre l'équation différentielle (1) (On donnere une solution particuliére sous forme
intégrale). . ;

(b) En déduire que la solution f de 'équation différentielle (1} telle que f(0) = 0 s'écrit
sous la forme !

.1,.2 i f.2
fla) = exp(s) | exp(~)dt. ()
2005 2
2. Dans cette question, y désigne une fonction de la variable réelle z. admettant un développe-
+00
ment en série entiére y(x) = Z‘ ap 2P sur | — R, R| avec R > 0.
p=0

(a) Montrer que. pour que ¥ soit solution de (1) sur | — R K[ il fant et il suffit que l'on
alt :

ay = L.
p+Daoper —ap-1 =0, Vp= 1L
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(b) En déduire que, si y est une solution de (1), on a :

1
Qo = ??Eia{), Vi = 0]
2 k=0
Aokl = m, s =z U

{¢) En déduire le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f donnée
dans Péquation (2).

(d) Donner le rayon de convergence de la série associée a la fonction f.

{e) Soit g la fonction définie sur R par :

i. Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 de g ainsi que son rayon
de convergence,

X
ii. Pour xz € R%, exprimer f g{t)dt comme somme d'une série entiére.
0
(f) En écrivant f(1) de deux maniéres différentes, montrer que :
+oa 1

Z __zi?m... : \/Ef _ﬂn
= (2n + 1) —2nl2n+1)

Partie Ii

Soit h la somme de la série entiére définie par
T

Z E’:} : (3]

nzl

L’objet de cefte partie est de donner quelques propriétés de A,

1. {a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére (3)

T
3 it I e /8 - P €I '
(b) En considérant la série de fonction de terme général —5, montrer que la fonction h est
n

continue sur [—1,1].
(¢) Calculer A'(x) sous forme de série entiére sur | — 1,1].

(d) En déduire, que pour tout z €] — 1,1], on a :

h(z) = — / —M——E”(l; 2P
0

" . ) el e T T )
2. Soit u: R — R la fonction 2m-périodique définie par u (x) = - 5 bour tout & € [0, 2.
; ol ot - 1
(a) Montrer que. pour tout n € N. a,, {(u) = 0 et pour tout n € N*_ b, (u) = oy
-‘—_‘x' 1 “r?
{b) En déduire que h(1) = — = (—
it ]
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3. Montrer que la fonction ® définie par :
Yo €0,1], ®(z) = h(z) + k(1 - z) + In(z).In(1 — z).
est de classe C'! sur |0, 1],
4. Montrer que la fonction ® est constante sur J0,1[ et vaut h(1).

5. En déduire que :

&1 e 1
=B Lwyah?
Zl sz =13~ 3
b4 n=

Probléme 2

Rappels et notations

On note N 'ensemble des entiers naturels, N* 'ensemble des entiers naturels non nuls, K le corps
des réels ou des nombres complexes.

Dans tout ce qui suit, on fixe n € N* et on adopte les notations suivantes :

o R™ est I'espace vectoriels des n-uplets & coeflicients réels.

o KN = {{ug)g, tel queug € K, Vk € N} est I'espace des suites de K.

o K" est Vespace vectoriels des n-uplets a coefficients réels ou complexes.

e Pour X € K" on note par o,--- , 2y ses composantes dans la base canonique de K™
e M, (R) désigne l'espace des matrices carrées d'ordre n & coeflicients réels.

e [, est la matrice identité de Myu(R).

e Soit A = (a;;) € Mx(R). On note par :

* det(A) le déterminant de A.

ker(A) = {X € R", AX = 0}.

Ex(A) = ker(A — AlLp), pour A € K.

Spi(A) Pensemble des valeurs propres de A dans K.

*

*

*

Partie I
Soit {a,b) € K%, a #0et b # 0. On pose :
E = {{ugh € KY¥, tel que ugio = augyr +bug, VhE N}
1. Montrer que IE est un K-espace vectoriel.
2. Soit @ : [E — K? application définie par: ®{(ug)e) = (ug, u1).

(a) Montrer que € est un isomorphisme de K-cspaces vectoriels,

(b) En déduire que E est de dimension finie sur K et donner dim(IE).

3. Soit r € K, 7 #£ 0. Montrer que les deux relations suivantes sont équivalentes
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(a) (r*)x € E.

(b) r est une solution de I'équation : t2 —at —b=0 ().

4. On suppose que I'équation (*) admet deux racines distinetes r; € K et ro € K. Montrer que
la famille ((r%)g, (r5)¢) est une base de IE.

5. On suppose que I'équation (*) admet une racine double r; € K.

(a) Montrer que la suite (kr¥)g est un élément de IE.
( Ind: on exprimera r; en fonction de a).

(b) Montrer que la famille ((§)x, (k7%)1) est une base de E.
6. Calculer le terme général de la suite (di )y définie par :

d(_] = 1, d] = 2,
dpyo = 2dp o —dp, Yk e N

Partie II

Soit A = {a; ;) € M,(R}. On pose :

n
L = Z fagy] et L= 1121%1{& + | @i i])-
J=1

-

g

1. Soit A € Spk(A) et X € Er(A).
{a) Montrer qu'il existe k € {1, 2,--- ,n} tel que :

loe] = mex ().

(b} Soit k I'entier trouvé dans la question précédente. Montrer que :
(X —=apx & L.
{(c) En déduire que [A| < L.
2. On suppose que, pour tout ¢ € {1, 2,--- ,n}, on a la;;| > L;.

{a) Montrer que 0 n’est pas une valeur propre de A.

(b) En déduire que A est inversible.
Partie III

Soit {a, 8) € R® On considere la matrice An(a, 8) € M, (R), définie par :

a B 0§
8 «a 8
Ao e | Y
0
8 o g
0 0 i o
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1. Vérifier que Ao, 8) = al, + 84,(0,1).

2. On pose B, = A,(2,1).

{a} Calculer det(B;) et det(Bg).
{b} Montrer que det(By) = 2det{B,_1) — det(B,_2) pour tout n =
¢} En utilisant la question 6. partie I, calculer det(B,,).

3. Déterminer ker(4,,(—2,1)).

4. On pose D, = Ay(0,1). On admet que le Spc(Dy) = Spr(Dn).

X € E,(Dy).

a

P it Tl S

C

{ Lhs+1 — 2(305(9)Ik -+ Lo =2 O’
Ty = 0, Zpp1 = 0.

Montrer, en utilisant la question 1.(c) de la partie 11, que |u] <

)
b) Montrer que || < 2 et en déduire qu'’il existe # €]0, | tel que p
)

3t

Soit p € Spr(Dy) et

2

= 2co0s(6).

Montrer que les composantes de X sont solutions de la récurrence

Ve k€,

(d) En utilisant la question 6. de la partie I, exprimer x; en fonction de ¢ et k, pour

1 <€k<n

{e} En déduire que les valeurs possibles pour  sont :

93 = :

l<j<n
n+1

(f) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de D,,.
(g) En déduire que D, est diagonalisable.
Soit A € R. Prouver 'équivalence :

A € Spr(Dy)

(b} Montrer que :

Spa(Bn) = {4‘3082 ("2-(7l +1)

6. Etablir les identités suivantes :
j=1

T . j'ﬂ' el l_
. COs (2(” +_ [)) = 4??. 3

J= 1

5’3—); 1€j€

si et senlement si (A + 2) € Spr(B,).

?L} .
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