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Correction de 'épreuve de Mathématiques

PROBLEME 1
Partie 1

Iz $2

- [ zdz il R
L. (&) yn(x) = kexp / =kexp2 keR etyy(z)=k(x)exp 2
—t?

ol k(x) = / exp 2 dt. et a € R quelconque.
W

ya(z) = yr(x) + yp(z}

)

(b) pour k = 0 et & = 0 on trouve y(z) = flz) = e;xp( ----- )f exp -—)da‘ est la solution de (E)

qui vérifie: f(f]) =0
2. (a)

oo +o0
= .t __1
7 = 2 apz? et doncy, = ¥ paya”
p=0 p=1

ainsi I'équation (E) donne:

+ o0
Zpa Pt - Z Pt =
= p=0
+oo
551 Z[p + Lapp12? - Za Pt =
p=0 p=0
+oo oo
55l Z(p + L)agy1a? — Zap_lrr:p = [
p=0 p=1

ap =1,
{ (p+1)apu —apy =10, Vp2 1L
d’on soit k = 0 posons p = 2k + 1
Pour k = 0 donne p = 1 et done 2ay = ap
- Pour k = 1 donne p= 3 et donc 4ay = as
- Pour k& — 1 on aura p = 2k — 1 et donc 2kaq; = a9
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g

:;_f)kbr.l‘: ar G PO .18
d’o'u: 2%klay, = ag et par suite asy ]

de méme pour k =0 on aura a; = 1 ce qui est vrai.
Soit k = 1 posons p = 2k

- Pour k =1 donne p = 2 et donc 3as = a1 = 1
- Pour k = 2 donne p = 4 et donc 5as = as
Pour £ quelconque on aura p = 2k et donc (2k + Dasgsy = asge—1.

d'o'u: .
2%kl
3502k + Vagk+1 = 1 et par suite A2g] = (—2—'&-_-“_}-1—5-?
{b) £(0) = 0 et donc ag = 0 et par suite:
Aok = 0 Vlk' ? O.
2% k!

= Yk =0

2= or T D)

{¢) Ce qui donne Je développement en série entiére de f au voisinage de 0 suivant :

@)=Y e
Fa) = ST
£ 2k + 1)}
X okg! .
(d) La série entiére (mmng posséde le méme rayon de convergence R, que la séric
k<0
foo &
ok
Il = kzo k+ 101"
T ok
et donc on posant X = z? on aura la série Z (% i k de rayon de convergence Ry
En utilisant la régle d’Alembert on aura R\ = +co ef par suite K, = +00.
~z?,
(e) g(z) = SXP(TJ'
o0 (—z? I +o0 ko 9k +00 ko stk
| R R (ke (L)Xt
i g(z) = 2 s k! == 2 ECTT donc en posant X = z? on aura la série Z Sk

k=0
et qui a +00 comme rayon de convergence ( d’aprés la régle d’Alembert) et par suite le

rayon de convergence cherché vaut +oo

+ee (_I)kIZk

it. Comimne E T +oc comme rayon de convergence alors pour tout € R la primi-
. be=A{) !
tive de g qui s’annule en 0 s'écrira:

i e i
& B (_l}&_,rzk-pl
/} glt)dt = z_jo 25(2k 1+ 1)k

{f) On a d'une part d’aprés (1)f(1) = veg(1)
ce qui donne

M =y Z 2*(2§+ 1)k
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Et d'autre part d'aprés (c)

)= kZ T
D'ou: y
o nipl . +oo ( l)n
L (en+1)1 ‘/EZ al(2n + 1)

Partie 2
1. {a) En utilisant la régle d’Alembert on aura R =1

: z? 1
(b} YPour tout z € [~1,1] on a Lwr} Los
e

T
ik

] 1 3 2
Comme E — est convergente alors la série S — converge normalement et par suite uni-
n? Losigye

nzl nzl
n

formément sur [~1,1], de plus ¥n € N* on a la fonction — est continue sur

n=

[~1,1] et donc

d’aprés le théordme de continuité, on aura la somme h de la série L — est continue sur [~1,1].
e :

n=zl

{¢) Pour z €] — 1,1]le théoréme de dérivation des séries entiéres donne:

oo ﬂjﬂml
R e
(2) )=
nzl
n
or on sait que: Vt €] — 1,1[;log(1 —t) Z —  ¢e qui donue:
n=l
log(1 —t) B 100 -1
; nzl B
et donc: —
Vi e] — 1,1] on a:h'(t) = s t)

(d) Par suite on conclut, comme A(0) = 0,:

T Ih(l —t)
vz €] — 1,1[; h(z) = / it
gy

2. (a) Par simple intégration par partie. on obtient:
. ; 1
anlu)=0neNet byu) = -
n
(b) En utilisant I'identité de Parseval:

i fA g 1
e + - Z\\an - (bn)?) (avee T = 27

n=l

"1
ety
e
ol

fonl
——
=)
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On aura:

vz €]0.1] on a ®(x) = Alz) + A1 — x) + (Log({x))Log(1 — z))

® est C* sur]0,1{ car hetLog le sont etz €]0,1[ on a (1 — z} €]0,1]

: Log(1 —~z) Log(z))

Yo C‘_:]O;l[:@!(i‘) e hr(fﬂ) + }Lr(l = I) i T 1 —

_Log®@) 4 .

et done h'(1 —2) = 2

or d'aprés 1)d) on a:h'(z) = gl =)
X

®'(z) = 0¥z €]0,1] et done B(z) = cte sur |0,1]

En calculant la limite en 1~ de ® on aura cte = h(1) + h(0) car h est continue en 0 et en 1 et car
(Log{z))(Log(l — x)) admet 0 comme limite en 17

o

- L - : S
En utilisant 2)b) et en remplacant x par 5 dans ® on aura le résultat demandé.

PROBLEME 2

PARTIE [
Soit (a.b) € K%, a # 0 et b # 0. On pose:
E = {{ug)r € KN, telque : ugeo = gy + bug, Vk € N}

1. Montrer que E est un K—espace vectoriel.
o Clairement, la suite nulle de K est dans E, donc E # 0.
o Soit ((ur)k,(vk)k) € E? et a € K.

(au + vty = Olges + Uiy
= olaugry + bug) + aveyr + bug
= alaugp) + vier) + dloug + vg)
= alau +v)gs + blau + v,

done afur ) + (ve)e € F. Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de KN,
2. Soit & : E — K? Papplication définie par: ®((ue)e) = (w0, ).
(a) Montrer que ® est un isomorphisme de K—espaces vectoriels.
e Soit ((ug)e:(vr)x) € E? et o € K.
ib(c‘x{uk)k -+ ('Uk}k-) O({ (v + 'U)k-)k)

= ((qu + v)p.(cu +v))
= [(aug + vo,ou; + 1)
= ofuguy) + (vo.ry)

= a®((ur)k) + (i k).

Alinsi @ est linéaire.

. CI)((‘L&R)_(C) = (0,0} = (t!g._'“,l) = (0,0) = Uy = U] = .

Par récurrence uy = 0 pour tout k € N. Ainsi ¢ est injective.

o V(zy) € K2, la suite (vi)x de E définje par vo = 1 et vy = y vérifie bien ®({ve)i) = (z,u).
[l s'en suit que @ est surjective.

On en conclut que @ est un isomorphisme de K--espaces vectoriels.

1l
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(b) En déduire que E est de dimension finie sur K et donner dim(E).
s E est isomorphe & K? qui est de dimension finie sur K, donc £ est de dimension finie sur K
et dimx(E) = dimg{K?} =
3. Soit » € K, 7 # 0. Montrer que les deux relations suivantes sont équivalentes:

(8) (r*)x € E.
(b) r est une solution de l'équation: ¥ —at ~b=0  (x).
e Puisque r # 0 alors, on a:
'(?“k)k eE & VkeN, rft? = grft! 4t
& YkeN, r*2 = (ar + b)r®
& rP=ar+b
4. On suppose que I'équation () admet deux racines distibctes ry € K et v € K. Montrer que la
famille ((#¥).(r¥)x) est une base de E
e Soit (a.8) € K2
alri) + Bk =0gs = VkeN, arf+8r5 =0
= a4+ f=0c¢ ar+Pro=0
= fA=-oe alr - rg) =)
Comme 11 # 7y alors e = 3 = 0.
Ainsi la famille (rl} J(7%)1) est libre.
o Card((r¥),(ri)e)) = 2= dimg(£), donc la famille ((rf)x,(r5)x) est génératrice.
On en conclut que la famille ((7§),(r5)x) est une base de E.
. On suppose que l'équation () admet une racine double 7 € IK.

o

{a) Montrer que la suite '{krf};ﬂ esu un élément de E.
@ s ;
e En remarquant gue 1 = 3 et en utilisant le fait que

et 2 Bl pok
iV —aryT —brf =0,

{ voir la question précédente ) alors, on a:
(k + 2)rE+2 — a(k + 1)r*L — bhrf = k(rf™2 — arf Tt = brf) + 771 (21 —0) =0,

donc la suite (kr§)y est un élément de E.
(b) Montrer que la famille ((r%)k,(kr¥)x) est une base de E.
® Smt (o,8) € K2, Puisque ry # 0, alors:
( Lk —I—ﬁ(k?‘l)k =0gs = VkeN, m’l rdk?"l =0
= YheN atlkl=0
= a=§F=0
Ainsi la famille (7). (7%)x) est libre.
o Card((ri)i.(k r’f) V=2 = dm?K(F‘l done la famille ((r¥)k,(kri)s) est génératrice.
On en conclut que la famille ((r¥),. (k7§ )x) est une base de E.
6. Calculer le terme général de la suite (dy)s définie par: { ii_; }_ 2%1;.—'—‘2_‘. de. Yk EN.
o L'équation 7% — 2r + 1 = 0 admet une racine double r, = L. D’aprés 5)b), il existe un unique
couple (a,3) € K* tel que (di)r = a(1)x + 3(k)x donc di = a+ k3, Wk e N Avecdy=1letd =2
on obtient ov = J = 1 et par suite
dk:kJ:"l._ Tk e M.

Soit A = (a;;) € Mu(R). On posr: Li = Z fa

=1

ot [ = max (L; +la; ).
145@( i +laial)

1. Soit A € Spi(A) et X = Ex(4).
(a) Montrer qu'il existe k € {1,2,...n} tel que: |axi = lmdx (|ze]).
<i

“n
e Lensemble {|&1,|z2l,...]za]} est fini, donc il admet un maximum et par suite. il existe
ke {1,2,..n}tel que: |z = max ({z.]).

I<ign
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(b) Soit & P'entier trouvé dans la question précédente. Montrer qu'on a:
(A~ arkl € L.

e Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre A. Comme AX = AX alors pour tout
1 &

{1.%.0:m},

L "

E: @325 = (A — a;4)2; et donc E Ak 3Ty = (A = ap k) Tk
J=1%i F=lg#k
Dot :
n
i i \, i
(A —apxlize] = | ZLJ KRR
J=Lj#Fk
T
[ |
> aksllej]

J=lj#k
L.ic|.'?l'k|.

VAN

P/

Comme [zg| > 0, alors |A — ap| < Ly.
(c) En déduire que: |A| < L.
L] |/\| = 1/\ — ak_;e| G |U»k,k,l
< Lg + o
< L
2. On suppose que pour tout ¢ € {1,2,....,n}, on a |a; ;| = L;.
(a) Montrer que 0 n'est pas une valeur propre de A.
e 5i 0 est une valeur propre de A, alors d’aprés la question précédente, il existe & € {1.2,..n}
tel que |0 — ag k| = lagk| < L, ce qui est absurde, donc 0 n’est pas une valeur propre de A.
(b} En déduire que A4 est inversible,
» 0 n'est pas une valeur propre de A donc det(A) # 0 et par suite A est inversible.

PARTIE I1]

e e
(a.8) e R? et A, (a,8) = (@ij) € Mu(R) aveca;j =< B, si [i—jl=1,
0, st non.

1. Vérifier que: A,(.8) = al, + BAL{0,1).
e Clest clair que al, + 84,(0,1) = An{e,B).
2. On pose: B, = A,(21).
(a) Calculer det(By) et det(B,).
e Comme B = (2) et By = ( f ; ), alors det(By) = 2 et det(Ba) = 3.

(b) Montrer que det(B,) = 2det(B,.1) — det(B,_3) poor tout n > 3.

e En développant suivant la premiére colonne, on obtient :

E ot oAy Lo, )
1 42 1

det(Bn) = 2det(Bp.1) — Apavec Ay =| g .. .. . 0
: s . -1
Oyt 2= 0 12

En développant suivant la premiére ligne, on obtient A, == def{B,_2). D’oil le résultat.
En utilisant la question 6, partie I, caleuler det(B.,,).
e En posant d, = det(B,), alors d’aprés la question 6, partie I, il existe un unique couple
(a.b) € R tel que d,, = a + bn . ¥n 21 Avecd; =2¢et dy = 3, ontrouve a = 1 et b = [ et par
suite d, =n 4+ 1.
3. Déterminer ker(4,(~2,1)).

Soit X =" (z1,...1,) € R™ En posant 4,(-2,1)X ="' (a1....,a,) alors un caleul simple montre que
ay = =22 + T, G = Tpoy — 23 Fagp pourtout 2< k< n—leta, = Taog — 2%

—
(@]
e
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Si Ap(—2,1}X = 0 alors les (n — 1) premic¢res équations donnent z; = ka; pour tout 2 < k < n et

la derniére donne (n — 1}z, = 2nz; done x; = 0 et par suite 7 = 0 pour tout 1 € k < n. Ainsi:

ker(A,(-2,1)) = {0},

4. On pose: D, = A,(0.1). On admet que Spe(D,) = Spr(D,).

Soit e Sp.;;g(i)n} et X € Ey.(Dn)

{a) Montrer, en utilisant la question 1.c) de la partie 77, que [u| < 2.
e Pour la matrice Dy, on a: Ly + |a11] = 1, L; +]e;;l = 2 pour tout 2 < i < n—1et
Lo +{annl =1. Dot L =2 et par suite || € 2, d’aprés la question 1)¢) de la partie 1.

{b) Montrer que |u| < 2 et en déduire qu’il existe 6 €]0,7| tel que
o= 2 cos(d).
o Puisque ker(A4,(—2,1)) = {0} alors la matrice D, — 21, est inversible et par suite 2 n'est
pas une valeur propre de D,,.
De méme det(D, + 21I,,) = det(B,) # 0 done (—2) n'est pas une valeur propre de D,,.
Il s’en suit que
L’application 2cos est une bijection de |0.7 sur | — 2,2 donc il existe § €|0,x| tel que p =
2 cos(f).

wh < 2,

Tipy — 2cos(Dze +2p—1 =0, 1 £ k¢
xg =0, Ln+l = 0.
e Ona D, X = 2cos(8)X donc les composantes de X sont solutions du systéme:

{c) Montrer que les composantes de X sont solutions de la récurrence ; {

-2 cos(f)zy + @9 = 0,
T — 2c08(8)rp +xpo =0, 2€k<n -1,
Tp_1 — 2cos(f)z, =0,
Si on impose les conditions ©g = 0 et ©,,,1 = 0, on trouve le systéme demandé.
(d) En utilisant la question 6, de la partie 7, caleuler xp pour 1 < k < n.
e Les solutions de 'équation r? — 2cos(8)r -+ 1 = 0 sont € et e™* donc il existe un unique
couple (u,v) € C? tel que pour tout 1 < k < n,

By =l Lyt
Comme z, € R, alors v = 7.
(¢} En déduire que les valeurs possibles pour 8 sont: 8; = ;L—J_—EI, L€ <n
e la condition ¢ = 0 donne @ = —u donc u € 1R et la condition z,..; = 0 donne usin{(n +
1)8) = 0. .
Si X # 0 alors u # 0 et par suite sin((n + 1)) = 0. Il s'en suit que # = -njfl =6; je

Comme 6; €]0,7f alors 1 € j € 0.
(£} Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de D,,.
e Pour tout 1 < k < n.
1 = “_(ef.kl? e -é.‘cﬂ)
= 2jusin(kd),

donce le vecteur V' de compsantes v, = sin(k8), 1 < & < n est un vecteur propre de [, associé
4 la valeur propre o = 2 cos(f).

[l s’en suit que pour chague 1 € j < n. le vecteur V; de composantes 'c,-':f) =sin(kd;), 1<k <n
est un vecteur propre de D, associé 4 la valeur propre u; = 2cos(f,). Commeles 8;, 1 < j<n
sont distinctes deux 4 deux et la fonction cos est bijective sur l'intervalle |0.x]. alors les valeurs
propres f; sont distinctes deux & deux.

Puisque Card{g;, 1 < j < n} = n, alors on en conclut que

Spw(Dn) = {p;. 1 <j < n}

et les X;, 1 < 7 < n. sont les vecteurs propres de D,.

{g) En déduire que D, est diagonalisable.
e [, admet n valeurs propres simples done elle est diagonalisable.
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3. (a) Soit A € R. Prouver 'équivalence:

A€ Spr(Dy) & (A +2) € Spr(B,).

e A€ Spa(Dn) & det(Dy — AL,) =0
& det(Bp, — 21, — A,) =0
e det(B, — (A +2)I,) =0
o (A +2) e Spr(B,).
{b) Montrer que: Spp(B,) = {4 cos? E(JET)} 1<7<n}

® S;DR(BH) = {/\ +2, A€ SPRI\D )}
' {g;+21‘1£jgn}

i
= {2cos(- JHH- 2, 1<j<n)

J T ;
= {4cos? ), 1 £75<n}
{ i) S
fi. Ftablir les identités suivantes : _
= j’.-'T
COS =10
4 (n + 1 ) :
i=1
i jm n+1
) o
057 ( - —} = =
Foi 2(n+1) 4
T
e Comme [, est diagonalisable, alors Tr(Dy)= Z;x,j—. Il s’en suit que:
y=1
i b
" cos(- =0:
)24 ‘n+ 1)

® De méme, Bn est diagonalsable car elle admet n valeurs propres simples, done def(B,) =

[fcseos

j=1

))). Avec det(B,) = n + 1, on obtient:

b‘{_l
II n—i 1}) - T'é'“ '

B 0 e o o oA B
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