Concours Physique et Chimie
Correction de I’epreuve de Mathématiques

EXERCICE

1. Parrécurrence sur p € N:
o La propriété est vraie pour p = 0 car U° = I, et QV°Q0~! =1
e Soit p € N. Supposons UP = QVPQ~ 1. Ona:
Urtl =uru = (Qvret)(QvQh) = QvP(QTIQIVeT = QvPV QT = gvPHioTh.

La récurrence est achevée.

2. eIlexiste @ € GL(C) et (A, u) € C? tels que M = Qdiag(\,u)Q~!. D’aprés 1), pour tout
p €N, MP = Q(diag(\,p))?Q " = Qdiag(\ ,1”) Q"
e lim MP=0¢& hm dzag(kp,p”) 0& hm A= hm P =0 Al <let|u <1

pite
3. (a) Un calcul simple donne N?=0.
(b) Puisque L, et N commutent d’aprés la formule du bindme de Newton,

TP—(N+oc12)P—ZC’N’ oh)P 7 = ZC’aP iN'. Comme N*=0,VkeN, k>2,

i=0
alors T? = oP~ ONO +p0LP IN! = 0P, 4+ paP~IN.
p p—1
(c) Onay TP= ( o(c) aap B . Donc la suite (Tp) peN converge dans M (C) si et

seulement si les suites (07) pen et (pa?~!B) yen convergent dans C si et seulement si
laf < 1ou(B=0eto=1)sietseulementsi|a| <louT =b.

4. (a) Le polyndme caractéristique de M est de degré 2 et scindé dans C, comme M est non
diagonalisable, M admet une valeur propre double dans C.

(b) Soit V; un vecteur propre associé & 0, on le complete en une base (V1,V2) de C2.
Si Q est la matrice de passage de la base canonique a cette nouvelle base, on obtient
£ s % Bo -1
alors.M-Q( 0 )Q X
Tr(M) = 20y donc Yy = o
Si By = 0, alors M est semblable & 0l donc M = 0p/; et par suite diagonalisable, ce
qui est absurde, donc. Bp # 0.

(c) D’aprés 3)c), La suite (MP)pen converge dans Mp(C) si et seulement si la suite
(TP)pen converge dans M (C).
Puisque Bo # 0, d’aprés 3)c), la suite (T7)en converge dans M (C) si et seulement

si o] < 1.
Dans le cas de convergence, la suite (MP?),cn converge vers la matrice nulle de
My (C).

5. (@ Ona:A= < (Y) ;), ) avec T = (g g

Par une récurrence sur p, et le calcul de produits de matrices définies par blocs, on

Y 0 0
trouve : A =L et AP = ( z)p 1(,);, > =| 0 of paP~'B | pour p e N*.
0 O oP

(b) La suite (AP) ey converge dans M3 (C) si et seulement si la suite () pen converge
dans C et la suite (77) ,en converge dans M (C) si et seulement si (|y] < 1 ouy=1)
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et (T =1 ou |o < 1) si et seulement si (|y] < 1etT =h)ou(|y] < 1let|a| <1)ou
(y=1etT=h)ou(y=1et|a <1).

PROBLEME
Partie 1
1.

. +oo ngn
(a) o Pour toutx € R, exp(2: x) = Y o

n=0

x", avec un rayon de convergence infini.

el n
e Pour tout x € R, exp(—x?) = Z —(——;lltlxz", avec un rayon de convergence infini.
n=0 :
(b) e ¥ est de classe C™ sur R, comme étant la composée de deux fonctions de classe
C” sur R.
o Par récurrence surn € N: Vx € R, ‘I’(n (x) = (—=1)"®" (¢ —x).
* La propriété est vraie pour n = 0 car ‘P,( )( ) ¥, (x) et (—1)°0O) (¢ —x) ‘If, (x). -
* Soit n € N. Supposons ‘I’(n) (x) = (—1)"®™ (t —x). Ona ¥ "+1)(x) [‘P (x)]
(~1[@ (1 =)} = (1~ ) —x) = (-1 ).
La récurrence est achevée.
e En particulier, ‘P,(n) (0) = (=1)"®") (r).

1 1
(c) Pourtoutx € R, W;(x) =®(t—x) = V_Eexp(—(t —x)?) = \—/_}c-exp(—tz) exp(2t x) exp(—x?)
= @(¢) exp(2tx) exp(—x?), donc ¥, est développable en série entiere en x = 0 avec
un rayon de convergence infini comme le produit de deux telles fonctions.

(d) Comme ¥, est développable en série entiere en x = 0 avec un rayon de convergence
infini, elle est égale a sa série de Taylor en 0.

£ (n) g ngn o0 n
(e) Pourtoutx € R, ¥;(x) = i i) O)J{i i (1)( )(’) +Z (1] (I:,(t)Hn t)xn
n=0 n=0 H=0 !
+eo
donc I;)H,;(('t)xk _ \g)t((:)) — exp(2¢ x) exp(—2) = G ().

(f) Comme la fonction x — G;(x) est la somme d’une série entiere de rayon de conver-
gence infini, elle est C* sur R et on peut la dériver terme 2 terme.

(2) En dérivant la relation (1) par rapport a x, on obtient :

ek, 296 = L et L Iy F Bt
k=1 k=0
2. (a) Comme ®O)(r) = ®(¢) et W) (r) = —2¢d(2), alors Ho(t) = 1 et Hy(t) = 2t.
(b) Pour toutx € R,
o0
21— )Gy (x) =20t — x)ZHk () e Z2sz(: Z2Hk(t) b _ ,CZO 2:13(:) e

% 2H—1(t) i 2tH (t)— 2kH (t) 2tHi(t) — 2kH o (t)
2: k‘l),x" N e e L H(>+Z[ ; =

k=1

et Z Hk+1(t xk H + Z Hk+1
Il s’en suit que : Vx € R, Z ZtHk( ) Iijk_l(t)]xk Z H;H_l(t)#c

=1
Par identification, on a : Vk e N*, Hyy1(t) = 2tH(t) — 2ka_1(t)
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(c) Posons dy = deg(H;) et a le coefficient dominant de H. Par récurrence sur k € N,
dp =ketag =2k,
e La propriété est vraie pour k =0car Hp=1doncdp=0etap=1= 28
e Soit k € N*. Supposons di = k et a; = 2¥. On a Hyy1(t) = 2tHy(t) — 2kHy—1(2)
donc le coefficient dominant de Hy; et son degré sont ceux de 2tHy(t) et par suite
dip1 =di+1=k+1et apyg =2ap =251
La récurrence est achevée.

Partie 11

1. () (1+x2)®® (x)P(x) = (—1)*(1+x2)Hy(x)P(x)@(x) = (—1)¥(1 +x2)Hy (x)P(x) exp(—x2).
Comme I’application : x — (—1)¥(1+x2)Hy(x)P(x) est une fonction polyndme, alors
. ‘133 (14x2)®%) (x)P(x) = 0.

(b) Lapplication : x — ®® (x)P(x) est une fonction continue sur R et &® (x)P(x) =

0 (1 -&xz quand |x| — oo donc I’application : x —» ®®) (x)P(x) est intégrable sur

(c) Une infégration par parties donne :
oo oo
/ oW (1)P(1)dt = [P(1)O* D ()] — / SED ()P (1)dt.

Comme ‘ Ilim P(t)®%* 1 (r) = 0, on a bien le résultat.
| —too

oo oo
2. (a) Parrécurrence surk € N: VP € R[X], / o® () P(t)dt = (—1)F / o(t)P®) (t)ds.

—00

00
e La propriété est vraie pour k = 0 car / O (1)P(t)dt = /

(~1)° / :°°<1>(t)P<0> ydi= / :wcb(t)P(t)dt.

—+o0
P(¢)P(t)dt et

B - o +o0
e Soit k € N*. Supposons que, pour tout P € R[x], / @& (1)P(r)dt = (—1)* / (1) PX (t)ds.

0

“+o0 o0
D’aprés 1)c), / &V ()P(r)dt = — / ®*) (£ )P (t)dt et d’aprés ’hypothese

de récurrence, [ T oW ()P (1)dt = (~1)F / o) (P)® (1)dt = (— 1)k / 7 o) P (1)ds.

D’ou : / +°°<I>(k+1)(t)P(t)dt = (=1)k1 / +°° ®(¢)P*+1) (¢)ds et la récurrence est
achevée. &
(b) Soit (n,m) € N2.
i. H,H,, est un polyndme, d’aprés 1)b), I’application x — Hy(x)Hp(x)®(x) est
intégrable sur R donc I'intégrale / N |Hy, (t)Hm(2)®(2)|dt existe et par suite

oo
Uintégrale / H,(t)Hy, (1)®(t)dt existe.

-—00

+oo +
ii. / Hy(£)Hp(£)®(2)dt = / (—1)"Hyy(£)®™ (t)dt et d’aprés 2)a) de cette

oo
— —00

i (7) g ,
questxon,/ H,,(£)DV (t)dtz(——l)"/ Hy,' (t)®(t)dt,d’ou:

/_ T () Hon (1) (1)t = / B (o (e)dr.
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e En échangeant les r6les de H, et H,,, on obtient :
+oo oo
/ Ha(Eim()2(0t = [ B0t

—+o0
(©) oSin<m H™ =0 donc / Hy (£) Hyn (1)@ (1)t =

oo
o Sim <n, HY = 0 donc / Ho(t) i (1)@ (1) dt =

o Sin=m, H,S ") — 2! car H, est de degre n et de coefficient dominant 2”. 11 s’en
+
suit que/ H,(t)Hp(t)P(t)dt = / 2"n!d(t)dt = 2"n! car/ d(t)dt = 1.

3. (a) Vt €R, hy(t)hm(t) = /TH,(t)Hpy(t)P(¢) donc / hn(t)hm(t)dt existe.

v : ~ 0, si n#m
(b) D’aprés 2)c) de cette partie, /_m B () (t)dt = { \}T_C 2”n!7,é si, _—

4@ Ve R, 0< (9]~ g = 1209 +£20) ~ A Wa done Welo)] <
(PR +80)

(b) Comme f? et g? sont intégrables sur R, alors d’aprés a) de cette question, fg est
intégrable sur R.

(c) e C’est clair que la fonction nulle sur R est dans E donc E # 0.
e Soit (f,g) € E?etA€R. Ona (Af +g)* =A2f%+g%+2\fg. Comme les fonctions
A2f2, g2 et 2\fg sont intégrables sur R, il en est de méme pour (Af + g)? donc
(Af+g)€E.
On en conclut que E est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel réel des
fonctions continues sur R et par suite E est un R—espace vectoriel.

5. Pour tout (f,g,h) € E3 et L€R,
°(f:8)=(& /)
o (M +8,h) =MF,h)+(g,h),
e (f,.f) =0,

e (f,f) =0= f =0 car la fonction f2 est continue et positive sur R.
On en conclut que I’application (.,.) est un produit scalaire sur E.

6. (a) Pour tout P € R[X], (hoP)? = /TP>®. Comme P? est un polynome, d’aprés
1)b) de cette partie, x — P?(x)®(x) est intégrable sur R et par suite, ’application
x > ho(x)P(x) est dans E.
(b) e Pourtoutn € N, h, = hoH, donc h, € E.
e La famille (k,),cn est orthogonale pour le produit scalaire (.,.) d’aprés 3)b) de
cette partie.

Il s’en suit que (— | — )N est une famille orthonormale de E pour le produit scalaire

hy,
[172n|
Partie ITI

1. (a) Y(x,t) € R?, |ho(t)exp(it x)| < |ho(t)| et ho est intégrable sur R, donc la fonction
t — ho(t) exp(i t x) est intégrable sur R.
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L 1 oo -
b) e Vx € R, |ho(x S———/ ho(t)|dt, donc hp est bornée.
( ) ‘ 0( )l \/775 - ! 0( )‘ 0

e % V¢ € R, la fonction x — ho(¢) exp(i t x) est continue sur R

«Vx € R, la fonction £ — ho(f) exp(itx) est continue donc continue par morceaux sur
R

* ¥(x,1) € R, |ho(t)exp(itx)| < |ho(2)| et |ho| est une fonction continue (donc
continue par morceaux), positive et intégrable sur R.

11 s’en suit que Ag est continue sur R.

2. (a) = Vx € R, lafonction 7 — ho(t)exp(i ¢ x) est continue par morceaux et intégrable sur
R car |ho(t) exp(i £ x)| < ho(t) et ho est positive continue et intégrable sur R.
oh .
%Vt € R, 1a fonction x — ho(t) exp(i t x) est C!surRet —a;o(x., 1) = itho(t) exp(i t x).
+Vx € R, la fonction ¢ — it ho(t) exp(i £ x) est continue par morceaux sur R.
% V(x,t) € R, |itho(t)exp(it x)| < |t|ho(z) et la fonction £ — |t|ho(t) est continue,
positive et intégrable sur R

= = e
Ainsi, 7 est de classe C' sur Ret pour toutx € R, hol ()= L / tho(t) exp(i t x)dt.
V2T J—eo
(b) e Posons u(t) = iexp(itx) et V/(t) =tho(t). Ona: W (t) = —xexp(it x) et v(t) =
—ho(t). Une intégration par parties donne :
~1 l X oo
ho (x) = ——==exp(i t x)ho(t f:————/ exp(it x)ho(t)dt
O() \/-2—75[ p( x)()()] \/ﬁ—m p( ) (t)
= —-‘T[exp(i t x)ho(1)] 1 — xfio(x).
T
Puisque |exp(i t x)ho(t)| < ho(t) et l ‘lim ho(t) =0, alors lim exp(if x)ho(t) =0
- tl—>+4oo .

[l

et par suite },;0, (x) +xhg(x) =0.

~ 1 oo 12 ) . t
e hy(0) = — / ex " ) 4r. Le changement de variable z = —= donne
o0 =75 o - : >
A0y = / ®(7)dz = 1.
(c) Les solutions de I’équation y 4+ xy = 0 sont de la forme x — Cexp ( _}_;2_ > . La
condition initiale donne C = 1. Ainsi, h~0 = hy.

Partie IV

1. (a) lim (14+nYu,(x)=0et lim (1 + n?)ul(x) = 0 donc un(x) = 0( ! ) et

n|—+ee |n|—+eo

/() =
u,(x)=o <1+n2

(b) Soit [c,B] un segment de R. En posant a = max(|a/,|B]), on a a > 0 et [a,B] C
[—a,a). Soit n; € N tel que 27tn; > a. Pour tout x € [~a,a] et n € Z tel que |n| > n1,
ona |x—2nn| > 2x|n| —|x| > 2n|n| —a 2 201 —a > 0 donc (x—2mn)? > (27| —a)?
et par suite un(x) < ujy(a).

Ona: Vx € [—a,al, V|n| > n1, 1, (x) = (2nn — x)un(x) donc
2n|n|+a
001 < on -+ @) < | 2 @0
/1 2mjn|+al [ 1
Ona uin|(a) =0 km) et ‘:W‘! uird(a) =0 \\ 1 +n2 quand li’t! -7 o0,

) quand |n| = +e°.
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1

I existe ny € N tel que : Vn € Z, (|n] > ny = |uy,(a)] < m) et il existe n3 € N
n

2njn|+al 1

e L £ )

[27‘:]71[ —aJ ’ul"' (@l < l+n2)

Posons ng = max(ny,n,n3). Ona: Vau € Z, Vx € [—a,a], (|n| > no = |u,(x)| <

1§ n# =y
Ainsi, les séries Z U, et Z ,, sont normalement convergentes sur [—a, al.
n|=ng [n|=no

) et (|n] 2 no = |u, (x)] <

(¢) Soita € R% et ng € N comme dans b).

e Vn € Z, uy est de classe C! sur [—a,a].

e La série Z uy est normalement convergente donc convergente sur [—a, al.
n|>no

e La série Z u,, est normalement convergente et par suite uniformément conver-
[n|>no

gente sur [—a,al.

Ainsi, la série Z up est bien définie et sa somme est de de classe C! sur [—a,a]. 11

n|>no
s’en suit que E itn, est bien définie et sa somme U est de de classe C! sur R.
nez
+o0 1 ’ <o 1 2
2. Vx€R,U(x+2m) :n;mexp <-—§ (x+271 —2nm) ) Zn;wexp (—5 (x—2(n—1)m) )
En faisant le changement de variable m = (n — 1), on obtient : U (x+2%) = U (x).
+oo o0 4o
3. (a) Par convergence normale, en écrivant Z Up = Z Up+ Z u_, et-avec les change-
n=-—oco n=0 n=1

ments de variables y = ¢ — 2n7 et y = ¢ + 2n7, on montre que :

1 ~ 1
—=ho(—p) = —h :
(b) U est 2n—périodique et de classe C' sur R donc sa série de Fourier complexe
converge normalement vers U sur R.

1
(c) Ona: VxeR, Z exp (—i(x 2nm) ) Z cpexp(inx) = Z ho(n)exp(inx)

n=—o n=-—oo n-——oo

Cp:

En faisant x = 0, on obtient : Z exp(— —2n’x Z < )

n=-—oo
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