Probléme 1 : 13 pts

Partie I

1. L'application : f ~ P(t)exp(—t?) est continue sur R et lim tzP(t) exp(—t%) = 0 donc les intégrales

lt]=+ee

0 ~+o0 oo
/ P(t)exp(—t?)dt et / P(t) exp(—1?)dt sont convergentes et par suite, 1’intégrale /
0

P(¢) exp(—t?)dt

—o0

est convergente.
e e IR .1/ SN .} / SNSRI
2. (@ "s‘i}céo,alorsexz1=>/ e"dxz/ T = 8 =11 > 1
0 0
0 0
Six<0,alors e < 1= exdxg/ldx:>1—6“§~u=>e“—1_>_u.

u u
Par conséquent, Vu € R, e* > 1 +u.
Remarque : on peut étudier le sens de variation sur R de la fonction : u+> e —u—1.

(b) Onad’apres (a), Vt € R, exp(t?) > 1412 = > exp(—22).

1
On a aussi V¢ € R, exp(—#?) > (1 —#2). On en déduit : (1 —12) < exp(—#?) < T2
1
3. (@ Vte[0,1], (1 —12)" < exp(—nt?) donc/ (1—t*)"dr </ exp(—nt?)ds.
0

1 oo too 1
2 2
Vt € [0,400|, exp(—nt*) < (ETar dOHC/O exp(—nt )de/O m—tz—)nd"

1 +oa
Enfin, puisque V¢ € R, exp(—nt?) >0, 0on a / exp(—nt?)dt < / exp(—nt?)dz.
. 0 0

D’ou la conclusion.

. T 1 n
(b) Le changement de variable # = sin(«) donne : / (1—12)"dt = / : 05?1 (W) du.
i 0 0

—+o0 +o0
Le changement de variable u = /n t donne : / exp(—nt?)dt = \/_ / exp(—12)dt.
0

1 dt:/ cos? 2 (u)du.
i 0

+o0
Le changement de variable ¢ = tan(u) donne : /0 (2

On obtient alors : / icosz”ﬂ Ydu < — / exp(—12)dt < / cos? 2 (u)du.
0

o
/ z [T e =,
(c) Enutilisant le fait que / cos?‘”+1 du ~ g et / * cos? —2( )du: Z—’;,parpassageala limite

VR
vz

) o0
exp(—t2)dt = 2/ exp(—12)dt = /T

+
quand n — oo, on en déduit que / exp(—tz)dt =
0

+
(d) e Lafonction t — exp(—tz) est paire sur R, donc /

—0Q

+oo —u
e Le changement de variable u = #* donne —du =2 / exp(— t )dr = VT
0
Foo (1 — g™l —u__1 Efz00 too o
e Une intégration par parties donne : /0 ( u\jﬁ )duz: [ ke i )}0 +2/0 —ﬁduzhﬁ.

Partie IT



1. o Clest évident que @ est symétrique.
e VP.0 € R[X], VA € R, ®(LP + Q) = AD(P) + D(Q) par linéarité de Iintégrale.
o VP € R[X], D(P,P) > 0.

-+ pdoo i
e VP e R[X], P(ARP)=0= / P2(t) exp(—12)dt = 0. Comme la fonction ¢ ~ P2(t )exp(—t?) est con-

tinue et positive el la fonction £ > exp(—#2) ne s’annule pas sur R, alors P2 = 0 et par suite P = 0.
I s’en suit P est un produit scalaire sur R[X].

o
H

~+oa
2. e L'application £ > 2*+1exp(—#%) est impaire sur R donc / #Hegn(—)dt =

~—00

e Une intégration par parties donne :
+o0 oo 1
/ t2”+2 exp( )dt = / 2L exp( —t ))dt = —2[ 7L expl(—t )]

e : e
+ (n; )/ 1 exp(-—t7‘)dt —————~( n;—l)/ 7 exp(—1*)dt

3. (a) D’aprés 2) de cette partie, on a :

oo o0 oo +oo
/ g exp(wtz)dt:/ texp(—12)dt =0, / 2exp(—t2)dt = —;:/ exp(—t2)dt = %

oo 2 3
- et/ t*exp(—1%) 2/ 12 exp(—t )dr—4\/-

On développe (£ -xt-—y) =14~ 2x 834 (% — 292 +2xyt +¥.
Le calcul donne : I'(x,y) = — 1— —x2 —y+y2.

or BF
() Ona: —a;(x)y):x et "a—y—"(x>}")"'2y_

ol oI’
S 09) = S (m) =0 x=0ety=

l\Jlr—-‘ -

I" admet (O, %) comme point critique.

3T o e
(c) o I'est de classe C? sur R?, r = = T ®y)=1t= 5 2(Jc y) = 2€t5—a 3y<x’ y) =

1
En (O,§>, onar=1>0etrt—s*=2>0donc " admet (O,—;—) comme minimum local.

2
o V(x,y) € R%, 2T(x,y) = x*+2 (y—%) +1>1

: 1 1 1
eI'(x,y)—T <0, —2~> =TI(x,y) — 5 > 0 donc (0, 5) est un maximum absolu de I

(d) Notons ||.|| 1a norme associée au produit scalaire ¢. Comme 1’application : (x,y) + xX +y est un

isomorphisme de R? sur RI[ [ BEET = = e —

1
27 pyeR? Tey) = ”X2 X+ :Pglleif[lx]HXZ—PHz = (d(X% Ry [X]))*
Ainsi, d(X?,R;[X ]):% v - N )

Partie III

1. e La fonction cos est de classe C? sur R, d’aprés la formule de Taylor-Lagrange, pour tout ¢ € R, il existe
2

t
6 €]0,1[ tel que cos(z) =1— Zcos(et), ce qui donne : V¢ € R |1 —cos(t)| < %

Remarque : On peut utiliser I'égalité (1 —cos(t)) = 2sin® (%) et ’inégalité

1—cos(z)| _ 1+4]cos(t)] 2
2 = £ =z

e Vt € R*,

in()| < |¢], pour tout £ € R.



1— xt - .
s & 5 S elelinsipn o L"‘%%Sul est continue sur ]0,+oof et lim Q“%@ = E donc la fonction
1
=i ~cos(xt) _ 2
i+ g__ct%i_)l se prolonge en une fonction continue sur [0,4-co[. Pour toutz > 1, Q_ct-_ozs_(_)l < = &t

la fonction ¢ ") est positive, continue par morceaux et intégrable sur [1,+eo[. Il s’en suit que, pour tout

x €R, f(x) existe.
e Pourx=0, ona f(0) =0= f(1)|0]. Pour x 5 0, comme la fonction cos est paire, on a cos(tx) = cos(t|x|).

+oo (1 —
Avec le changement de variable u = t|x|, on obtient f(x) = |x| / Q'—iﬂdt = {1}l
0

t
3. x Posons : V(x,t) € R x [0, 4o, u(x,t) = Cloi(;),

"o Vx €R, lafonction > u(x, ) est continue sur [0, +eo[.
e V € [0,+oo], la fonction x ~ u(x,?) est continue sur R.

o V(x,8) € R x [0, +[,

[0, +-o].
D’aprés le théoreme de continuité sous le signe somme, la fonction F est définie et continue sur R.

VxR, |F - Y T
< " ===

*Vre ’lfx”]/‘) il < [ =
i T

F(0) = —_—

il /o 1+:2 2

4. La solution générale sur R% de I’équation homogéne y” —y = 0 est de la forme x+ ae* + be ™ avec
(a,b) € R%. De plus, la fonction x — f(1)x— g est une solution particuliére de 1’équation (E). Ainsi, la

) 1 . . i
u(x,t)| < TR La fonction ¢ > s est positive, continue et intégrable sur

T
solution générale sur R% de I’équation différentielle (E) est de la forme x > ae* +be ™+ f(1)x— 5

T (1 —cos(zx))

5. Pour tout x € R, on pose : G(x) 2/0 NN dr.
) (1—cos(tx)) . (1—cos(x)) _ ¥ d
56 -~ ‘. — — Jdonc
(@) o Vx € R, la fonction ¢ — “ETD) est continue sur |0, 4oof et tl——>1m0 2011 3
 (1-cos() o o
la fonction ¢ oo se prolonge en une fonction continue sur [0,+e<[. Pour tout ¢ > 1,

(1—cos(xt))
12(1+12)
Il s’en suit que, pour tout x € R, F(x) existe.

2 . » . iy
<  etlafonction s — ) est positive, continue par morceaux et intégrable sur [1,+eo].

.oWERF@—Hﬂ+@ﬂ:AHQ;%&@=ﬂUM
(1—cos(tx))

(b) x Posons : V(x,z) € Rx]0,+eo[, v(x,t) = 2010
e Vx € R, la fonction ¢ — v(x,?) est intégrable sur |0, +oo] car elle est positive, continue par morceaux

+oo
et / v(x,t)dt existe.
0

t 0+ 1 f -]1 td 13. e C ux]Ret XGR (Xt)_ = (t) et
eV & o0 aion > 2 v —_— =
] 5 [, ction ¢ v(x, t) €St de class S 5 ax s I(l tz)

0% cos(tx)
%y

ov .
e Vx € R, les fonctions ¢ — —a—(x,t) et —a——z(x, t) sont continues par morceaux sur |0, +oe|.
% %

' . |ov
est positive et continue sur |0, +oo| et lim l =—(x,2)| = |x| donc elle
1—0 | Ox

ox

d
o Vx € R, la fonction f ’—‘—)(x,t)



. . S 1 . 1
se prolonge en une fonction continue sur [0, 4-oo[. De plus, V¢ > 1, < " etlafonctiont — —

2

ov-,.
a(xar)

; 3 , i ) v
est positive, continue par morceaux et intégrable sur [1,+co[. Il s’en suit que la fonction # a—x(x, t)

est intégrable sur |0, 4-eo].

%y
eVxeR, 5 2(x nl<

sur ]O, +°°{ %
D’aprés le théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale, G est de classe C2 sur R et pour tout x € R,

e cos
G (x) = /O Cfﬁ’?:m).

1 . : -
— 5 etlafonction? 158 est positive, contine par morceaux et intégrable

(c) D’aprés 5)b).de-cette partie, on a.: Vx € R%, ? =G (x) + G(x) = f(1)x. ILs’en suit que Vx € R%,
G"(x)—G(x) = 5 ~f(1)x. Ainsi, G est solution de (E) sur RY.

(d) D’aprés la question 4) de cette partie, il existe (a,b) € R? tels que Vx € R%, F(x) = G"(x) = ae* +
be™™. On adonc Vx € R%, |a| < e™|F(x)| + |b|e~%. Puisque F est bornée sur R* , en faisant tendre
x vers oo, on obtient a = 0. Puisque F est paire on aVx € RY, F(x) = be*. Enfin, puisque F est

continue sur R et F(0) = g onaVx€R, F(x)= - e W
sm(tx)
t(1+122)

T
Or,Vx>0,G'(x) = ~3 e+ f(1) et G est de classe C? sur R, done G/(0) = Iirg+G'(x) =f(1) —g.
x—

(e) OnanER,G’(x)z/O é)—c(x,r)dt:/() dt donc G'(0) =0

I s’en suit que : f(1) = zzc—
Partie IV
(1 —cos™(1))

1. e La fonction ¢ + est continue sur |0, +eo[. De plus,

2
2 Y 2y
L= | 1= = ofupil(g S i N

oo . 2 R < 2! )) =i 1 (1 R >> i (n + (1)>
=0 12 T 50 £2 ~t——I)I(% t2 = 2 ¢

1 =208™(r —cos”
II s’en suit que Iim—(————g(—)s—(—n = Z donc Ia fonction ¢ > Q—M se prolonge en une fonction

t—0 12 2 12
(1—cos™(t))

. 2
continue sur [0,1]. De plus, V¢ > 1, e ;- et 1a fondonc ¢ 3 ot positive, continue par

t2
morceaux et intégrable sur [1,+oo[. Il s’en suit que la suite (uy),en+ est bien définie.

e D’aprés la question 5)e) de la partie 77, on a uy; = 7

+o (1 —cos?(t)) e sin?(¢) T (1 —cos(2t)) 12n =
- —————————dt::/ ———dr:/ S 2R T
“ /0 2 o £ 0 T A T
[2u N
2. L td iablet =4/ — = ——
(a) Le changement de variable n donne u, 5 ﬁvn.
n—1
(b) Ona: Vne N etVr €R, (1—cos”(¢)) = (1—cos(t)) ) cos*(¢) donc en utilisant la question 1) de
k=0

k=0

la partie /17, |1 — cos™(z)| < <nil ]cosk(t)]> |1 —cos(t)] < nl—;



(c) En utilisant 2)b) de cette partie, on obtient : V¢ € [0,1],

1-—cos"t(:m
(d) Scitz>0.OnaVn > 1, cos” (V%) = exp <n 1n<cos <1/%>))

t 2t
Or — e 0 donc cos Py P 1. Comme In(x) i (x—1) et (cos(x) — 1) gt (——é— , on

: , Wi 5 - ;
obtient In (cos ( —2-5)) ~ (cos ( t) — 1) — ==,
n n—p+-o0 7 n—+te R

vient cos” (\/g) = exp (n In (cos ( %{))) s et
)

_—t
Il s’en suit que V¢ > 0, f(z) — e (lt\/e;
(-e)

(¢) e Ona f, converge simpiémeht sur |0, +oo[ vers Ia fonction £ > =k

e Pour tout # € N¥, f, est continue sur |0, +oo].

2
e Pour tout n.€ N* on ad’apres 2)c) Vit E]O 1], [fn(t)[ < 7 et Vt € [1,4o9], ]fn(t)l < wry
, , sit€0,1]
Posons g(t) = \/2’:
, = site]l, 4o
R { 5 [ st
Comme la foncuon te \—% est m;eg'abl\, sur }0 1] et la fonction t w est in egrablc sur [1,+eo],

: alors la foncnon g est positive, continue par morceaux et 1intégrable sur ]0, +oo[ De plus, pour tout

neN* etz €]0, +oof, [fn(t)[ < g(o).
. = T (1~e™)
D’aprés le théordme de convergence dominée, v, = / fu)dt — / Tdt =2vT.
0

n—+ Jo
y/n nw
() Ona un—g\—/——ivn et vy e 2+/w donc u, oA T
Partie IV

1. e Soit n € N*. Notons s le nombre de variables aléatoires X, 1 < k < n qui prennent la valeur (—1). On a
donc (n—s) variables aléatoires X, qui prennent la valeur 1.
n
Pour tout @ € Q, S,(0) = Y Xp(@) =5 x (=1)+(n~s) x 1 =n—2s.

k=1
Ainsi, §,(Q) = {n—2s, s€[0,n]} C [-n,n]. . .
1
e Pour tout k € N*, an a E(Xz) = (—1) xl—i—l P §=0etV(Xk)=1><—2-+l x§—02=1
Par linéarité, on en dedmt que: E(S,;)) = ): E(X;) = 0. En outre, les variables aléatoires (Xj)1<x<n sont
k=1

mutuellement indépendantes, d’ot : V(Sn) — Z V(X)) =n.
k=1

2. e Les variables aléatoires T et (—T') ont la méme loi donc les variables aléatoires sin(T') et sin(—tl") ont
également méme loi. De ce fait et par linéarité de I’espérance, E(sin(T)) = E(sin(—T)) = —E(sin(T))

Par produit, n In (COS \/ L _—grﬂ )_et par continuité de la fonction exponentielle sur R,il |
~ i




3

donc E(sin(T)) = =
e On a cos(S+ T) = cos(S) cos(T") — sin(S) sin(7T). Pu1sque les vanables aleatoues S et T sont finies et

indépendantes, cos(S), cos(T), sin(S) et sin(T) le sont aussi. Par linéarité de I’espérance, il vient que
E(cos(S+T)) = E(cos(S))E(cos(T')) — E(sin(S))E(sin(T)) = E(cos(S)}E (cos(T)).
(a) On raisonne par récurrence sur # E N*: ' i
v 1
e E(cos(tS1)) =E(cos(t X)) = = cos (B)+= 5 cos(—t) = cos(z). La propnete est vraie pour n = 1.
e Supposons que la propriété est Vrale jusqu’a I’ordre 2 et montrons qu “elle est vraie pour (n+1) :
On a E(cos(tSp+1)) = E(cos(t S, +1X41)). Or les variables aléatoires ¢S, et #X,1; sont finies et

indépendantes. De plus, par définition de la loi de la variable aléatoire X, 1, les variables alatoires
tXn+1 et t( - ,,_H) ont méme loi. On déduit du résultat de 2) que :

F !\bUb\L x-’n—rlj} — E(ees{t S“))E{G@S@X*}I}) ____e@e”/f\ oS /f\ — coghtl (f\
La récurrence est donc achevée.

(b) D’aprés le théoréme de transfert, |S,| admet une eépérance etE(IS.))= ) [KP(S.=k).
keSa(Q)
Comme/ Q-i(;—s(——-)zd = —}k[ onaE(|S,)) == Z P18, = k)/ u—%@dt
0 . T kes;‘(sz) ¢ 2

L’ensemble S,,(Q2) étant fini, on obtient par linéarité de I’intégrale

E“S”“x?:f( )3 P(Sn=k)(i_%s(lff)_))dr

PEGR()
Z P(S,=k=let Z P(Sy, = k) cos(kt) = E(cos(tS,)) d’aprés le théoréme de transfert.
lcCSn Q) keS,(Q) )

2 o0 — 4 +;:» =z n
Par conséquent, E(|S,|) = 7_5/0 ¢! E(thzJS(rS )) _ %/ LI_CK%S—(I_)ZC# _ %un'
0

(a). Pour tout ® € Q, S25+1(®) = 2n+1—2s avec s € [[0,n] et Sont1(0) =0 2n+ 1-25=0), ce qui
est impossible. Ainsi, I'événement (S5,+1 = 0) est impossible et P(Sony1=0) =

(b). En remarquant que (S,(Q), [-7,7] \ S(2)) forme une partition de [[—n n] et lorsque HE H—-n nﬁ\
Sn (Q) ona P(S,=j)=0.1 vient:
Y UES=0= T S=0+ ¥ UiPS=)=E(S) |
j=-n JES(Q) JE[-nn\Sp(Q)
-.(¢) ®Les événements (Szn+1 = j+1) et (Xon42 = —1) sont indépendants, donc

P((Son2 =10 Xonz =~1)) = P((Sanr1=j+1)N (Xpny2 = —1))
= P((Snr1=j+1)P((Xgni2 =—1))

o i %P((Szﬁﬂ =j+1).

o Les événements (Sppy1 = j— 1) et (Xppyp = 1) sont indépendants, donc

P((Somr2 =) N2 =1)) = P((Spwrs == )N (Fosz = 1)
f = P((Sznr1=j—1))P((Xons2 = 1))

= SP((Stm = J-1).

(d) La famille ((Xap22 = 1), (Xons2 = —1)) est un systeme complet d’évenements de Q. D’aprés la

formule des probabilités totales, pour tout j € [—2n—2 ,2n+2],ona:
P(Simiz=J) = P((Sons2= )N (Xont2=—-1)U(Spms2= /)N (Kansz =1))
= P(Sant1 =7+ 1)NXen2 == 1)) +P((Szn1 = j = 1) (Fpnso = 1)) |

. 1p((52n+1 =j+1))+ 1P((SznT1 =j=1)).




Il s’en suit.que: -+

2n+2 kA

BSwa) = 3 UiP(Sme=)
]{_— ”'2_n+2 2n+2
= 5( Y, P =j+1)+ Y lJIP(SZn+1=f—1)> -
j=—2n-2 j=—2n-2
1 2n+1
= 5 ), (k=1+k+1)P(S2n41 =F)
T j==2n-=1. R
(e) Comme P(Syp+1 =0)=0,0na:
1 2n+1
E(lS22) = 3 Y, (k=14 k+1)P(Sont1 =F)
ey 7 S, N
-1 2n+1
- Y, (k=1 +k+1))P(S2n41 = k)+1 Z (k= 1]+ [k +1DP(Szms1 =K)
2]—-2n 1
1 211 12n+1 2n+1
= 3 21( 2k)P(S2n11 = + ZZkP(San n= ; 1|k1p(52n+1= k)
j= L JE2n—
= E(|San41])

On en déduit que : Vi € N, upp1p = ugpi1.

Partie I

Probléme 2 : 7 pts

1. Soit f € O(R™)

- (a) Soit X € Spgr(f) et x un vecteur propre ass_oc1 aA Onaxs#£0et f(x) =Ax. Comme f € O(R") on

(b)

a: |lxl] = [l ()| = [M|x]] done [A] = 1.
Supposons F est stable par f et soit (x,y) € F x f(F 1). Dexistey’ € F L tel quey=f(y).

- Puisque f-€ O(R?) et-F-est-stable-par-f; fr- l’endomorphlsme de F-induit par f est une isométrie

de F, donc fr est une bijection de F et par suite, il existe x’ € F tel que x = f(x’). On a maitenant
(xyy=(f(x"), ") = (x',y") =0 car y’ € F- et x’ € F. Ceci étant vrai pour tout x € F et y €
f(FY), done f(FL) c F*.

1 0 0
2. Soit 8 € R. On pose Rg = ( 0 cos(B) —sin(B) ) '

(@
(b)

©

0 sin(8) cos(G)

‘On vérifie facilement que ‘RgRg = I5 et det(Rg) = 1 donc R € 503 (]R)

® ReRe/ = R9+91.

e Par récurrence sur p € N, R} = Rye.

e Soit p € Z* . Onpose m= —p € N*. :
Puisque RgR_g =Rg=1h, onaRy =Ry * =(R; ) *=R"y= R_,,,e = Rpg

e Dans C, Pg,(X) = (X~ 1)(X —€®)(X —e™®). Onae® = ¢ ® & 6 € nZ. Ainsi:
Si 6 € 2nZ, Rg = Iz donc Ry est digonalisable.

Si® € n(2Z+1), Ry = diag(1,—1,—1), donc Ry est digonalisable.

Si 0 ¢ nZ, P, est scindé et & racines simples donc Ry est diagonalisable.

e Dans R, Pz, (X) = (X — 1)(X —2cos(8)X +1).

Si 6 € 2nZ, Rg = I3 donc Ry est digonalisable.

Si6 € n(2Z+1), Rg = diag(1,—1,—1), donc Ry est digonalisable.

Si 0 & nZ, Pg, n’est pas scindé donc Rg n’est pas diagonalisable.




Partie II

On considére I’espace euclidien (R3 (./.)). Onnote ||.]| la norme euclidienne associée au produit scalaire {./.).
Pour tout vecteur unitaire a de R?, on désigne par 6, I’endomorphisme de R3 défini par : 6,(x) = 2(x/a)a— x.

1. (2) o Vx € R3, o%(x) = 06,(2{x/a)a—x) = 2(x/a)0,(a) ~ 6,(x) = 2(x/a)a— (2(x/a)a - x) = x donc
o= Idps.
eSixe (Ra)L \ {0}, Ga (x) —x 5 x donc G, # Idgs. *
(b) e x € Ker(c, —Idgs) & x=2(x/a)a < x €Ra. D’ou : Ker(c, —Idgs) =Ra.
o x € Ker(c,+1dgs) & (x/a) =0 x € (Ra)L. D’ou : Ker(c, +Idgs) = (Ra)*.
(c) Puisque o, une symétrie vectorielle et Ker(o, +Idgs) = Ker(c, — Idgs)*, alors 6, est la symétrie

——orthogonale-parapport-a la-droite-Ker(c;=1dgr)="Ra: - s i e 7

(d) e Comme Vect(a) et.Vect(a)" sont deux sev orthogonaux de R qui est de dimension finie, alors
R3 = Vect(a) ® Vect(a)™.
o Soit (4,v,w) une base orthonormée de R adaptée 2 la décomposition R® = Vect(a) & Vect(a)*.
Ona: 6,(u) =u, 6,(v) = —vet 6 (w) = —w donc Mat, ) (60) = diag(1,~1,-1).
o det(c,) = det(Mat(y,)(0,)) = 1. '
» 0, est une symétrie orthogonale donc 6, € O3(R). Comme det(c,) = 1 alors o, € SO3(R).

2. Soitr € SO(R3) et a € R? unitaire.
Vx €R3, 6,077 (x) = 6,(r7 (%)) = 2(r "1 (x)/a)a~r~1(x) = 2(x/r(a))a — r~!(x) donc
roczor(x) =2{x/r(a)}r(a) — r(r~(x)) = 2(x/r(a))r(a) —x = Gr(q) (). D’ou: rocz0r™t = 0,y.

3. Soit (1, v,w) une base orthonormée de R>.
e Soit x € R®. Puisque (x,,w) une base orthonormée de R?, alors x = (x, u)u -+ (x, v)v+ (x, w)w.
e vx €R3 on acyuocv(x) Gu(oq,(x)) s (Gv(x)/u)u oy (x).
Or, (oyx)/u)y = (2ux)v—x,u) =2(y,x){vu) — (x,u) = —(x,u) . 1l vient,
Guocv(x) = 0,(0y(x)) = x—2({x, u)u+(x v)v) x—2(x—(x, w)w) Z(x w)w x—GW( ).
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Partle I[I

Soit f € SO(R?), f # Idgs.
I "i,’-application 't +> Py(t) est continue sur R. De plus, Py est unitaire et de degré 3, donc , Bm Pr(t) = —o0
et lim Pf(t) = +oo. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiares, il existe o € R tel que Pr(a) = 0.

D’apres D1)a), a € {-1,1}.

Notons mg I’ordre de muluphczte de (x et Ea( ) le sous espace propre de f associé 3 .. On a alors Ies
- possibiltés suivantes : :

i) Simg =1, on prend Ay = L. :

ii) Simq =2, alors Py admet une autre racine simple B. On prend dans ce cas Ag = B.

iif) 8i mg = 3, alors on a nécessairement o0 = 1. En. eﬁet si o =—1, et puisque P est scindé sur R, on
obtient det(f) = —1, ce quiestabsurde. - = e

On distingue les cas suivants : 3 =y ,

o Sidim(E1(f) =3, alors f =Idy ceéqm est absurde :

o Si dim(E1(f)) = 2, alors dim ):5) = 1. De plus, E1(f) est stable par fo d’apres D)), E (f)*
est stable par f. Soit (e1,€2) ume base 0.n de Eq (f) et e3 un vecteur unitaire de E1(f)*. On a f(e1) = e1,
flez)=egetil emsteyCR tel que f(e3) =1 e3. La matrice defdans labase o.n (e1, 2, €3) estdiag(1,1,7).
Il vient alors 1 = det(f) =, donc Py = (X —1)? et m; =3, ce qui est absurde. ,

o Si dim(Ei(f)) = 1, alors dim((E1(f)*) = 2. De plus, E1(f) est stable par f, d’aprés I)l)b) Ei()*t
est stable par f. Soit e3 un vecteur unitaire de E; (f) et (e1,e2) une base o.n de E1(f)*. Ona f(e;) = e;

g




et il existe (a,b,c,d) € R* tel que f(ez) = aey +bes et f(e3) = cey +des. La matrice de f dans la base
o.n (e1,ey,e3) est diag(1,A) avec A € M(R). Comme f € SO(R?), alors A € SO,(R). 1l s’en suit que f
admet seulement 1 comme valeur propre réelle ou 1 comme valeur propre simple et (—1) comme valeur
propre double, ce qui aboutit 4 une contradiction.

2. Soit u un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre Ag.

(a)
(b

Ru est stable par f, d’aprés 1)b) de la partie I, (Ru)* est stable par f.

(Ru)*t est un plan vectoriel, donc (Ru)L admet une base on (e,e3). Puisque (Ru)t est stable par
f,ona f(ez), f(es) € (Ru)* donc il existe (a,b,c,d) € R* tel que fez) = aes+bes et fles) =
cer+des. Avec || f(es)|| =1, on obtient (a® +b?) = 1 donc il existe 8 €] — 7, 7] tel que a = cos(8),

 b=sin(8). Or, 0= (e3,e3) = (f(e2), f(e3)) = ac+bd et | = det(f) = ho(ad — bc) donnenta = hod

(©)

et b =—chy. Ainsi, f(ez2) = cos(0)ez +sin(0)es et f(e3) = —}\%(— sin(8)ey + cos(8)e3). On distingue
les deux cas suivants :

¢ Sig = —1, alors f(e3) = sin(6)ez — cos(8)es. Dans ce cas, la matrice de f dans la base (u,e;,e3)
est diag(Ao,A) avec A = ( 2(1)1?((3)) __Si:)(:zz)) ) Il vient : Py = (X —1)(X +1)? et par suite (—1) est
une valeur propre double de f, ce qui est absurde.

e Si)dg =1, alors f(e3) = —sin(8)e; + cos(0)es. Dans ce cas, on prend v = ep et w = e3.

e Puisque f # Idps, on a 8 €] —7,0{U]0, 7).

Si0 €| —m,0[, caa (—0) €]0,n[, f(—ez2) = cos(—0)(—ez) —sin(—0)(—e3) et

f(—e3) =sin(—8)(—ez) + cos(—06)(—e3). Dans ce cas, on prend (v,w) = (—e3,—ez) et on remplace
0 par (—90). v

Ainsi, on peut supposer que 6 €]0,7].

On a f(u) = Aou, f(v) = cos(B)v+sin(8)w et f(w) = —sin(8)v + cos(8)w donc
det(f) = det(yw) (f (), £(v), f(W)) = ho. Comme det(f) = 1, alors Ao = 1.

() f(uw) =u, f(v) =cos(8)v+sin(8)w et f(w) = —sin(8)v -+ cos(6)w donc la matrice de f dans la base

(u,v,w) est Ry.

3. On suppose que 6 € E,n’} et on considere I’applucation ¥ : R? — R, x = ¥(x) = (f(x)/x).

(a)

)

o W est la composée des deux applications continues (x,y) € R® x R3 = (x,y) € R et x € R} =
(f(x),x) € R? x R3 donc W est continue sur R?.
o W) = (f(u),u) = ||u|* = L et ¥(v) = (f(v),v) = cos(B) [v][* = cos(6).

Soit S la sphére unité de R3. On admet que ¥(S) est un intervalle de R.
Ona¥(x) =1>0,¥(v) =cos(8) <0 et ¥(S) est un intervalle de R donc 0 € ¥(S).

(c) 0 €¥(S) donc il existe a € S tel que ¥(a) =0, c’est a dire f(a) L a.

4. On pose b= f(a) et soit c € R tel que (a, b, c) soit une base orthonormée de R>.
Puisque f € SO(R®), d’aprés II)2), ona foo, o f ' = foo,0 f1 =6y = O
Puisque (a,b,c) est une base orthonormée de R?, d’aprés II)3), 6,0 foo, ! o f Y e 0 0 = Ok



