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Exercice (5 points)

Soit (), T, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte, qui prend ses valeurs
dans {x, ,n € N} C Ry. On pose p, = P(X = x,,), pour tout n € IN.

1. (a) Montrer que pour tout t > 0, la série Z Pn e ' est convergente.
n=0

(b) En déduire que pour tout t 0, la variable aléatoire e !X est d’espérance finie, et que

son espérance E (e 2 pne” .

Dans la suite, on notera pour tout t >0, @x(t) = E(e*X) = ) p,e~"*.

Do

Montrer que ®x est a valeurs dans [0,1], et qu’elle est continue sur [0, +oo].

el

(a) Soit k € N*. Prouver que pour tout A > 0, et pour tout x >0 :

_ Kk
0< ke Mg = ek,

(b) En déduire que ®x est de classe C* sur |0, +oo[, et donner I'expression de ses dérivées
successives.

4. Soient a et b deux réels positifs. Montrer que pour tout ¢ > 0, ®,x.;(t) = e YD x(at).

o

On considere une variable aléatoire discrete Y a valeurs dans R, et on suppose que X et
Y sont indépendantes. Montrer que I'on a &y, y = OxPy.

2}

. On suppose que X suit la loi géométrique de parametre p €]0,1[. Déterminer 'ensemble
des réels t tels que e ¥ soit d’espérance finie, et donner 'expression de E(e %),

7. (a) On suppose que X suit la loi de poisson de parameétre A > 0.
Déterminer 'ensemble des réels  tels que e !X soit d’espérance finie, et donner 1’ex-
pression de E(e ).

(b) Soient n € IN*, Xj,...,X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes qui
suivent la méme loi de Poisson de parametre A > 0,et S, = X; + -+ + X,,.
Justifier que S, suit une loi de Poisson a préciser, et montrer que pour tout a >0 :
P(S, <na) < "M =Dt g t>0, et P(S, > na) < "M =Dt i ¢ <0.
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Probleme 1 (6 points)

Notations. On désigne par :
B le R—espace vectoriel des applications continues et bornées sur [0, +oo[, & valeurs réelles.
E 'ensemble des applications f continues sur [0, +oco], & valeurs réelles, et telles que la fonction

f(#)

fr L2
142

soit intégrable sur [0, +oo|.
I Généralités
1. Vérifier que E est un R—espace vectoriel, et que B C E.
2. Soit g:t+> /tsin(t).
(a) Montrer que g n’est pas bornée sur [0, +oo].
(b) Prouver que g € E. Que peut-on conclure ?
3. Soit f € E.
f(t)

1+82+x
Dans toute la suite, et pour tout f € [E, on notera fl’application définie sur | — 1,+oo| par:

Montrer que, pour tout x > —1, la fonction t — est intégrable sur [0, 4-oo|.

Vxe] 1,400 f(x) :/Om%dt

4. Vérifier que pour tout A € Ret f,g € E, /\;‘Tg —Af +3.

II Propriétés de f
Soit f € E.
1. Montrer que la fonction f est dérivable a tout ordre p € N* sur | — 1,00 et exprimer sa

~ +oo
dérivée d’ordre p, (f) 2 , en tout x > —1, a 'aide de l'intégrale : /0 it tjzf(j_)x)pﬂ dt.

2. (a) Soit (x,), une suite de réels dans | — 1,+o0| telle que lir}: Xy = +00.
n——+00

Montrer que n1_1>r4rr1°o f(xn)=0.

(b) En déduire que xl_1>r£100 f(x)=0.
+o0o
3. On suppose que ¥ est une fonction continue intégrable sur R, et que / P(t)dt #0.
0

~ 00
Montrer que ¢ € E et que P(x) ~ 1 / P(t)dt.
0

xX—+oo X

4. On note, pour k €N, [ = /+oo L .
0 (14 £2)kHt

(a) Vérifier que pour tout réel x dans | — 1,1] et pour tout t dans Ry, on a :

f() ¥ D)
1+24x & (1217

~ T
(b) Montrer alors que pour tout réel x dans | —1,1[,on a: f(x) = Z(—l)klk K,
k=0
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(c) L’application f — fest-elle surjective de E sur C® (] — 1,+oo[,1R) ? Justifier.

Probléme 2 (9 points)

Soit un entier n > 2. On note M, (R) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n qu'on
munit de la norme || - || définie pour A € M, (R) par

Al = /Tr(*AA),

ou 'A est la matrice transposée de A et Tr est 'application trace. Pour toute famille {ay,...,a,}
de réels, diag(ay,...,a,) désigne la matrice diagonale de M, (IR) dont les coefficients diagonaux
sont respectivement aq,...,aq,.

On rappelle que le groupe spécial orthogonal SO, (IR) désigne '’ensemble des matrices

A € My(R) vérifiant 'AA = I, et det(A) =1.

On note G 'ensemble des matrices A € M, (R) telles que det(A) =1.

L'objectif de ce probleme est de montrer que les matrices de SO, (R) sont les matrices de G
ayant une norme minimale, c’est-a-dire

A€ G telleque VM e G, | Al < |M|| <= A SO,(R).

I Existence d’une matrice de G de norme minimale

1. Soit A = (a;;)1<ij<n € Mn(R). Montrer que

non
2 2
1Al Z;];ﬂz,]-
2. (a) Justifier la continuité de la fonction det: M, (R) — R, A+ det(A).
(b) En déduire que 'ensemble G est un fermé de M, (R).
3. Pour p € N*, on pose A, = diag(p,%,l,. 1) eMu(R)sin>3et Ay, = diag(p,%) sin=2.
(a) Justifier que pour tout p € IN*¥, A, € G et calculer [|A||.
(b) L'ensemble G est-il borné ? Justifier la réponse.
4. On choisit une matrice quelconque M € G et on note r = || M]||.
(a) Justifier que r # 0.
(b) Justifier que l'application | - || : M,(R) - R, A — ||A|| est continue.

(c) Bf(0y,r) désigne la boule fermée de M, (IR) de centre la matrice nulle 0, et de rayon .
Montrer que 'ensemble K = G N B¢(0,,7) est un fermé borné de M, (R).

(d) En déduire que /ixnfc |A|| est atteint dans K.
€
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I Cas particulier oun =2

a b
1. Soit A = € M3(R). Montrer que le polynéme caractéristique de A est donné par

c d

xa(X) = X2 —Tr(A)X + det(A).

2. Calculer ||A]| pour A € SO,(R).

3. On considere un réel positif r tel que 'ensemble K, = {A €G, ||A]| = r} est non vide.
Soit A € K,.
(a) Déterminer en fonction de r le polyndéme caractéristique y:4 4 de la matrice ‘A A.
(b) La matrice ‘A A est-elle diagonalisable dans M, (RR) ? Justifier.
En déduire que r > /2.
4. Démontrer que I'ensemble K/ est égal a SO>(RR).

II Cas généraloun>2

On munit I'espace vectoriel M, ;(IR) de son produit scalaire canonique (-,-) défini par :
VX, Y € M,1(R), (X,Y)="XY.

Soit A € G.

1. (a) Justifier l'existence d’'une famille de réels {Aq,...,A,} et d'une base orthonormale
(V1,..., V) de M, 1(R) telle que

Vie[1,n], 'AAV,=AV,.

(b) Montrer que A; > 0 pour tout i € [1,n].
. 1
Dans la suite, on note pour tout i € [1,n], 0; = /A; et U; = ;AVI-.

1
2. (a) Montrer que pour tout i € [1,1n], on a fAU; = 7;V,.
(b) En déduire que pour tout i € [1,n], U; est un vecteur propre de la matrice A‘A et
préciser la valeur propre associée.
(c) Montrer que la famille (Uj,...,U,) est une base orthonormale de M, ;(R).

3. On définit les matrices U et V de M, (IR) dont la i-éme colonne est U; et V; respectivement
et soit la matrice = = ‘U AV.

(a) Justifier que U et V sont deux matrices orthogonales.
(b) Montrer que X = diag(oy,...,0%).

n n
(¢) En déduire que ||A||?> = Y 07 et que det(A) = [] 0;.

- i—1

i=1 1

(d) On admet que
n n
inf{ Y o7 telleque o; >0,1<i<net [ [o; = 1}
i=1 i=1
est atteint pour oy =--- =0, =1.
Montrer que si A € G de norme minimale alors A € SO, (IR). Démontrer la réciproque.

Fin de I'énoncé



