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Le sujet comporte deux problémes indépendants. Le candidat peut traiter les questions dans l'ordre de son
choix, & condition de I'indiquer clairement dans la copie. La clarté et la précision de la rédaction seront prises
en compte dans 1’appréciation de la copie.

[L’usa.ge d’une calculatrice non programmable est autorisé.

Rappel et notations :
n!

Lo Ji=s ) s ok @k
00=1,Vn>1, nl=n(n—-1)---2.1et C} —Cn—k!(n_k)!,oﬁkgn.
— Les fonctions exp, cos et sin sont développables en série entiére sur R et on a : Vz € R,
+o00 o 00 2n +oo z2ntl
e e " n 3 ﬂ__,____
= nz=:0 =74 cos(z) = Z( 1) (2 @)l et sin(z) = ;( 1) Gt D)

Probléme 1

Partie 1 o
On considére la fonction I' définie par : I'(z) = / t*~le~tdt.
0

1. Montrer que I' est bien définie et continue sur 0, 400/
+00
2. Montrer que I'(z) > 23‘1/ etdt, Vz > 1 et déduire que lilll I(z) = +o0.
2 T—+00

3. (a) Montrer que pour tout z > 0, I'(z + 1) = zI'(z).
(b) En déduire que I'(n) = (n —1)! ,Vn e N*

4. (a) Montrer que Vn € N* /%(sin o)y = . /ﬁ(l e )y dt
" Jo vn Jo s .
(b) Montrer que : Vz €] — 1,4+00[, In(1+z) <.
o 2 e, .
(c) Montrer que / (1- ;L—)" dt tend vers / e " dt quand n — +00
0 0

] / b
(d) Sachant que / (sinz)®tldz ~ 1-, calculer / et dt puis I‘(l)
0 4n 0 2

n—+00
gilis 1, _ (2n)!
(e) En déduire que I'(n + 5) iy |f pour tout n € N.

Partie II
Soit & > 0. On consideére sur ]0, 4+-oo[ 1’équation différentielle suivante, dite de Bessel :

(Ba): 2" +zy + (2 —a’)y=0

(o o]
On pose y,(z) = z"a(z) = Z a,z™t" ol a(x Z anx" avec ag # 0.

n=0 n=0
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1
1. On suppose que & # 3

(a) Montrer que si y, est une solution de (E,) alors

r=aour=-—a
0,1:0
Vn>2, (n®+2nr)a, = —an2.

(b) On considére 7 = a > 0. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére
+o00
(=1)" 2
n . o n
E a,x" est +00 et que yo(r) = apx nE=O et 1) (@t n)z , Vz €]0, +o00[.

(c) Refaire la méme chose pour r = —a, avec @ € Ry \N
(d) Calculer lirgx+ 7%y (z) ainsi que 1iI(I)1+ z%y_q(z) et en déduire que les fonctions y, et
T A

Y_qo sont linéairement indépendantes.

1
(e) Trouver alors 'ensemble des solutions de 'équation (E,) lorsque o € R\ (NU {5})

1
2. On considére o = 3 Posons u(z) = v/zy(z) ou y est une solution de (E%)

(a) Vérifier que u est solution de 'équation différentielle (F) : 2" + z = 0 sur 10, +o0].
sin(z) 4B cos(z)

vz vz

(b) En déduire que Vz €]0,+oo[: y(z) = A ,ou Aet BeR.

3. Pour £ > 0 et a > —1, on pose

. Tia & (—l)k A
Tal2) = (3) g;o k(o +k+1) () Vo el ool
1
(a) On suppose que o > 0 et o # 5 En utilisant I-3-(a), montrer que y, = Jo sur
10, +o0[ pour ap = B
» TOOL POUT 80 = SaTa + 1)

(b) Exprimer sur ]0,+o0], J1 et J_1 & l'aide des fonctions usuelles.

1
2

4. Calculer lim (£)~a Jo(Z).

a—+oo \ 2

Partie III
Dans cette partie, on considére o = p € N et on cherche les solutions de (E;).

1 ™
1. Pour z € R, posons F,(z) = ;T—/ cos(zsint — pt)dt.
0

(a) Montrer que F), est bien définie sur R et calculer F3(0).
(b) Montrer que F, est de classe C? sur R et donner les expressions de F, et F,
(c) Montrer que

1 [ ’
zFy(x) = - / [z* cos® t — px cost] cos(z sint — pt) dt.
0
(d) Montrer alors que F), est une solution de (E,) sur R.
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2. On note Iy, = / (sint)?*dt, k € N.
0

(a) Montrer que Fy(z) = ; i" ﬂ[ a?*
N CT5 T

-1
(b) Vérifier que Vk > 1, Iy = 2k2k Loy_o.
(c) En déduire que Fy = Jp sur ]0, 400l

3. On se propose de chercher une deuxiéme solution de (Ey) autre que Jy. On pose y = gJo
etu=g.
(a) Calculer Jo(0) et montrer qu'il existe 8 > 0 telle que Jy(z) > 0, Vz €]0, 8[.
(b) Vérifier que si y est une solution de (E,) sur ]0, B[ alors u est solution sur ]0, 5[ de

I’équation de premier ordre suivante

(E): zdo(z)v'(z) + (22 Jy(z) + Jo(z)) u(z) = 0.

(c) Résoudre 'équation (E') sur |0, 5.
1
4. Pos = —.
o wl®) = S @)
(a) Montrer que uy admet une primitive go sur )0, 3[.
(b) Montrer que le développement limité au voisinage de 0 & 'ordre 1 de la fonction

5 + o(z).

(c) En déduire que go(z) = In(z) + ¢ + O(z?) au voisinage de 0, avec ¢ € R.

1
uo(z) — — est donné par : uy(z) — ==

(d) Prouver que goJy et Jo forment une base de solutions de (Fq) sur |0, 5.

Probléme 2 : Les parties I et II sont indépendantes.

Partie I :

Soit E un ensemble fini non vide et Aj,As,...,A, des parties non vides de F, on dit que

{A1, A;, .., A} est une partition de E, si 4;,4,,...,A, sont deux & deux disjointes (c’est-a-dire
n

ANA; = B,5ii # j) et B = | Ay. Par exemple {1}, {2,3,4}, {5, 6}} et {{1,2},{3,4}, {5,6}}
k=1

sont des partitions de E = {1, 2,...,6} = [1,6].

Soit (By)nen la suite définie par By = 1 et pour tout n > 1, B, désigne le nombre de

partitions de ensemble [1,n]. Par exemple ’ensemble {1} posséde une seule partition qui

est { {1} } et donc B; = 1. Aussi les partitions possibles de I'ensemble {1,2} sont { {1,2} }
et {{1},{2}} et donc B, = 2.

1. Vérifier que B3 = 5.

2. Remarquons que dans toute partition de [1,n + 1], 'élément n + 1 est accompagné de k
éléments (0 < k < n) choisis dans [1,n] et donc cette partition est de la forme :

Pr = {{n + 1,n3,ng, ..., nk }, Partition le 'ensemble des n — k éléments restants}
E—V‘—_/ .

k éléments
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(a) Montrer alors que B,y = Z Clek ,Vn € N puis calculer B4 et Bs.

k=0
(b) Montrer par récurrence que B, <n! ,VneN.
+o00
8. Boit flx)= Z -I-ZT"x". On note R le rayon de convergence de la série définissant f.
n=0
(a) Veérifier que R > 1.
+00 B
(b) Vérifier que f'(z) = Z —P—T—l-x" ,Vr €] —1,1[.
£~ nl

(c) En utilisant le Produit de Cauchy, déterminer le développement en série entiére
de la fonction z — €°.f(z) et déduire que f'(z) = e*.f(z) ,Vz €] —1,1[.

(d) Déduire que f(z) =€ ™! ,Vz€]—1,1][.

1+°° nT

4. (a) Vérifier que f(z) = - Z A

,Vz €] — 1,1] puis montrer que :

s n!
L ERaPee
fP(x) = ;—Z —— Vs el-1, 1,VpeN
n=0 = N5 .
(b) En déduire que :
1 +oco np
B, = B Z ~ ,Vp € N (Formule de Dobinski)
n=0

5. Soient (2,4, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans
N telle que :

1 =?
K ='n) =i s
P( n) - ,VneN
(a) Justifier I'existence de la variable aléatoire X.

(b) Montrer que E(X) =3 et V(X) = g

(c) Montrer que le rayon de convergence de Gx la série génératrice de X est +oo puis
1
vérifier que Gx(t) = g(t3 +3t2 +t)e, Vt e R.
Partie II :

Soit n € N*, On appelle matrice de Pascal triangulaire inférieure d’ordre n la matrice

fung oy 3 Cioy sii>j
L, = (Ln(",J))ISi,an € Mn(R) définie par Ln(Z,J) iF { 0 il sii <:;' :
On appelle matrice de Pascal triangulaire supérieure d’ordre n, la matrice Up =tLy,

i—1 Ty
c’est-a-dire Uy, (4,7) = { Cim stisy . Par exemple pour n =4, on a :

0 sii>j
Co 0 0 O 1000 1111
|t ci o o _ 1100 0123
Li=l 0 ct 2 0o [Tl1210 @ Ue=|po1s
cl ¢ ¢ i 1331 0001
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1. (a) Justifier que L, et U, sont inversibles.
(b) Quelles sont les valeurs propres de L,, cette matrice est-elle diagonalisable ?
2. Pour tout n € N*, on pose S, = L,,.U,.

(a) Vérifier que S, est symétrique et calculer det(S,,). La matrice S, est appelée matrice
de Pascal symétrique.

(b) Soient n,m,p € N tels que p < min(n, m), développer de deux maniéres le polynéme
(X +1)™X +1)™ et déduire que :

Z Ctcrk =CP,,. (Formule de Vandermonde)
k=0
c¢) En déduire que S,(4,5) = Ci;L_, pour tous i,j € [1,n] puis calculer S; et S,.
+7—2
(d) Venﬁer que CE1 = Ck,, — C* pour tous 1 < k < n puis déduire que

ZS (n]) 2n—- —1 gn 7vn21

a) Montrer que les valeurs propres de S, sont réelles et non nulles.

(

(b) On considére le produit scalaire sur M,, ; (R) défini par : < X,Y >=XY. Soit || || la
norme associée & ce produit scalaire.
Vérifier que, pour tout X € M,,;1(R), on a XS, X =| U, X ||2.

(c) Déduire que les valeurs propres de S, sont strictement positives.

4. Soient A une valeur propre de S, et X € M, ;(R) un vecteur propre associé & A et notons
T1, Za,...,T, S€s composantes et notons || = max |zi| avec 1 <m < n.
Sesn

(a) Montrer que A < Z Sn(m, 7).
j=1
(b) Vérifier que S,(¢ + 1,5) > S.(4,7) et déduire que A < %C;‘n
5. Notons A\; < Ay < ... < A, les valeurs propres de S, (pas forcément distinctes).
(a) Montrer que || S, X |[< A || X || ,VX € M, 1(R).
(b) En déduire que, pour n > 2, A, > C3-1,.

6. Soient A" la plus grande valeur propre de S, et V € M, 1(R) un vecteur propre associé
& Ag'® et notons vy, vs,...,U, Ses composantes.

(a) Vérifier que pour n > 2, Ag* < AG*.
(b) Montrer que v, # 0 (raisonner par ’absurde).
(c) Déduire que AF* est une valeur propre simple.

7. Posons S, = PD,'P avec D, = diag()\;, A3, ..., \,) la matrice diagonale formée par
les valeurs propres de S, écrites dans ’ordre croissant ou A, = 5% et P une matrice
orthogonale formée de vecteurs propres de S,.

i,.%" :
(a) Montrer que klim (:\__S"> = PD'P avec D une matrice diagonale & préciser.
{1

—+-00

1 k
(b) Déduire alors que lim (——-Sn) = V'V avec V un vecteur propre associé & A,

k—-+o00 An
vérifiant | V ||=1
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Corrigé Probléme 1

PARTIE 1 :

1. On pose f(z.t) = t*'e™, (z,t) €10, +oc[x]0, +0].

o V> 0, la fonetion £ + @(x,t) est continue par morceaux sur |0, +ool.
e Vi > 0, la fonction  ~ @(z,t) est continue sur |0, +oc].

e Soit [a,b] C]0,+oc[. On a

|f(z, )] < @(t) WV € [a,b], ¥t €]0, +oo|

on
o(t) = t* et st 0<t<1
P =3 1t g |

w est intégrable sur |0, +-00] car elle est continue sur J0, +oof, au voisinage de 0F, p(¢) ~ %~
. Y g 1
intégrable d’aprés Riemann en 0% (o = 1—a < 1) et au voisinage de +o0, ¢(t) =0 }5) et

donc elle est intégrable au voisinage de +o0o. D’aprés le théoréme de continuité, I' est bien
définie et continue sur |0, +oo|.
2. Comme f est positive alors

too | +0a 00
[(z) = / et > / t* e tdt > 271 / etdt vr>1
o 2 2

Ainsi () > 722" V2 > 1 et comme lim 27! = +00, alors lim I'(z) = +oc.
T—+-bog T—r+oo

3.(a) Onal(z+1) = / t*e""dt, on pose
0
u(t) = t* — u/(t) = ot

V(i) =et —ot) = —c

00

et donc 'z +1) = [—t%e~*] ™ -I-.r/ t* et dt = 2T (x).

0
3.(b) On démontre par récurrence que I'(n ) = (n — 1)! pour tout n € N*.
4.(a) On effectue le changement de variable ¢ = \/ncos(z), dt = —y/nsin(z) dr et donc

./u sin®*t(z )dz:m/[;%(lwc.osgfa:))“' sin(x)dx \/_/ ( ——) dt

4.(b) 1l suffit d'etudier les variations de la fonction ¢ définic sur | =1, +o0| par g(z) =
In(l +z) — .
4.(c) On applique le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions

=4

. #* : ; .
fo(t) = xp.vm(l — ;P—)". En cffet, ¥n € N*, f, est continue sur [0, +oc[; f, converge sim-
plement vers ¢ —+ ¢ ¥ sur |0, +2c], qui est aussi continue. De plus pour tout t € [0, v/n),
2 2 A

g t 2 g : ;
0<1-=<e v cequ implique que (1 — —)“ < e™" et parsuile | f.(1)] < e, qui est

n
intégrable sur [0, +00.
D’aprés le théoréme de convergence dominée

+oc +eo
lim f,,(t)df::/ I-Hil falt)dt
] n—-+o0

N—¥<00C 0

v/}?_ .f'z +o0 B
lim [ (1 - =)t = f e dt
4]

e s ] 0

cad
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1.(d) D’apreés 4.(a), on déduit

lim \/_? (bm('r) P / e dt
Jo

T'I'-"r"r'x

+oc
D’oﬂ/ e dt = lim +/n \/T?
0

n—s-+00 4n
e En effectuant le changement de variable « = v/1. on a

+o0 +oo R
I‘(%) =f t=12e dt =2/ e Vdt =i
0 0

4.(e) Par itération on a

o= Pty

On démontre alors le résultat par récurrence.
PARTIE 2
1.(a) On suppose que a(x) est une séric entiére de rayon de convergence R > 0 alors Vi &

10, R,

; toc

glE) ="y  ays™T

’H..—.D
+oc

3 y:-('r) = Z(n + )an ne4r—1

n=0
+-oc

yr(z) = Z(n + r)(n+r—1anz™ "2

X n=>0

yr est une solution de (E,) si et seulement si

Z[(n -+ I" o 02]anl‘u+r g | Zan—— g

n=0 n=2

On simplifie par 2" et on identifie les deux séries entiéres. on trouve

(r* —a%ap =0 (1)
(2r+1)a; =0 (2)
Vn>2, [n+r)?-aa,=—a,2 (3)

1
Ainsi comme ag # 0 alors (1) = r = +a. De plus o ?é =1 # E et 2r +1 # 0 donc

(2) = a; = 0. (8) => (n? +2nr) 4y = —Gn_2.
1.(b) On considére r = @ > 0. Comme a; = 0, (3) = Vn € N, ag,4; = 0. De plus

1
il =2 tlg = "m(!g
i
n =44 a4 = *mﬂg
1
NS S a2
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[=1}®
27pl(a+1)...(a+p
résultat se vérifie facilement par récurrence). Par suite

s +Z°° (—1)P 22
U2 0T s 22rplla+1)...(a +p)

(1) Upsr| _ 2f?
2?Ppl(a + 1)...(a + p) Up | 22p+1)(a+p+1)
quand p — +00. Alors, d’aprés le critére de D’Alembert, ZU converge pour tout z € R
D’oit R = 4.

un. pour tout p > 1. (le

En multipliant terme & terme, on a oy =

Posons Uy(z) = 2%, on a —-0<1

; ; . f=1)P
1.(c) De méme pour r = —q, par itération on a si o N,p>1, a9 = = A
() : p TR ENE R R D e
Par suite p
o0
= (_1)3} 2
HoulZ) = 0ga™ >
Y-a(¥) = a0 ;2?%1(—@4-1)...(—-& + )
. (—1)F +1 |3'f2
Pour U,(z) = — % on a |22 = : —-0<1
»(2) 2%7pl(—a+1)...(~a +p) U, 2p+1) —a+p+1]|

quand p — +oo. Alors, d’aprés le critére de D’Alembert, Z U, converge pour tout x € B
Dol R = +oc.

' 2p ;
1.(d) lim 27%,(z) = lim Z 921’;)'(& + . Tat ):z, =aqg # 0 et

r—0 0T

= ag(—1)7 2
lim z%_s(z) = lim g =qy #£ 0.
a0

=0+ £ 22pl(—a + 1)...(—a +p)
Alors les fonctions ya(z) ~g+ agz™® — sign(ag)oc et y_o(z) ~g+ agz® = 0 ce qui prouve
que Yo et y_q sont linéairement indépendantes. (par I'absurde)

1 .
1.(e) Lorsque & € R, \ (NU {5}) on a trouvé que y, et y_, sont deux solutions de (E,)
linéairement indépendantes. Or (E,) est une équation différenticlle homogéne de second
ordre, donc ensemble des solutions est un e.v de dimension 2. Ainsi Yy = Ayy + By..o, A et
B eR. ) 3
2.(a) On a ;;(1?) = r“%y( ) done 'g’(;r) = el 21:( )+ 7y (z) et o'(z) = Zx‘%'u.(.r) -

T (z) + T U (x). y est solution de (E ) sl et seulement si u est solution de

(E): u'(z) +u(z) =0

2.(b) On a (E) est une équation différentielle homogéne de second ordre, done I'ensemble des
solutions est un e.v de dimension 2. De plus sin et cos forment une base de solutions alors
. . sin(x cos(zx
u(x) = Asin(z) + B cos(z), ot A ¢t B € R. Ce qui donne y(z) = A4 \/(E) + B V/E'E)'
I(a+n+1)
['(a+ 1)

3.(a) 1l suffit de voir que (e + 1)(a +2)...(a +n) =

R 2sing

3.(b) On utilise Partie 1, 4.(e) pour n+ 1 et n : J'l () = % Z\/_‘M#l ;‘f
i
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i T & T\ 2"
* Pour 236 dant [0.+sol, on pese: filn) = nll(a+n+1) (5) '

¢ On a d'aprés 2.(b) liIEL I'(a+n+1) = +o00. Par suite lim f,() = 0.
G—r+20 Q=00

e Daprés 2. de la Partie 1, I'(z) > 2° %72 > ¢~ pour tout 2 > 1.

z i
AinsiVa >0, n € N, |f(a)| < &2%&)'—- = u, telle que Z-unCV. Ainsi Z fn CV norma-
lement sur ]0, +oo|. Ce qui justifie la permutation limite et somme.
PARTIE 3
1.(a) Il s'agit d’unc intégrale dépendant d'un paramétre sur un segment. On posc h(a,t) =
cos(zsint — pt). On a h est continue sur R x [0,7] donc Fy, est bien définie et conti-

1 ™
nue sur R. F,(0) = ;/ cos(—pt)dt. Donc si p = 0 alors F,(0) = 1 et si n # 0 alors
0

1 [—sin(pt)]”
FF(U)=; _p(_J =1

F 0 - -
1.(b) On applique le théoréme de dérivation pour unc intégrale dépendant d’'un paramétre

sur un segment. On a h est de classe C* sur B x [0,7] et on a

dh L . 9*h
—5‘1—;(3:, t) = —sintsin(zrsint — pt) et e

(x.t) = —(sint)? cos(xsint — pt).
Par suite F}, est de classe C? sur K et on a
ST h T
F(z) = -it—/n g—r(x,t)dt = —%/{; sintsin(zsint — pt)dt

et
1 [" &% 1 ,
Fle) = ;-é @(x, t)dt = _;/n (sint)? cos(wsint — pt)dt,
1.(c) On effectue I'intégration par partie
u(t) = sin(zsint — pt) u'(t) = (zcost — p) cos(z sint — pt)
i P e 5
v'(t) = sint v(t) = —cost

on a

i W

1 T _
F(z) = —— [~ costsin(xsint — pt)]g +/ (z(cost)® — pcost) cos(xsint — pt)di

1.(d) Ainsi

- 1 [7 _
’F)(x) + Tk (x) + (22 = p*)Eplzr) = s /n‘ (pxcost — p®) cos(zsint — pt)dt

= & sin(z sint — pt)]g = 0.
w

D'ot F, est une solution de (E,) pour tout p € N.
2.(a) On applique le théoréme de permutation Z et f sur un segment. On pose u, (t) = .

Enl

= Za,l CV. Donc E uy, CN sur [0.7] ce qui implique que

|

on a |u,(t)] <
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Zun converge uniformement sur [0, 7]. Ce qui donne le resultat.
2.(b) Pour n > 1, on effectue I'intégration par partie

{ u(t) = (sint)*" ™ - { u'(t) = (2n — 1) cost (sint)* 2 5

v'(t) = sint v(t) = —cost
on a
1 - T . .
.{Zn. = ; [_ cos t(Sin t)?ﬂ"'l}ﬂ +(2?L = 1)/ (1 - (5111 t)z)(sln t)?ﬂ.—-gdt
T ~- 5
2n—1

Ainsi pour tout n > 1, I, = Iy s

2k)!
2.(c) On a Iy = 1. Par itératlon, on trouve que fop = 22(1“ (kjrjz' On remplace Iy dans

+20
o
I'expression de F' trouvée dans 2.(a) on a F'(z) = Z (( I])? (%—]2" = Jpltt)-
n!
n=0

i ] v () =g (2)dy(2) + g(x) () — .
3.(a) On a { Ple) = gV Tolit) + 29/ (2)J(x) + g(2) T (z) y est solution de Ej alors

l.l?Jé’(;c) + zJi(2) +‘1°2Jg(:c)lg(. ) +2%g"(z)Jo(z) + 222 Ty (z) + 2 Jo(2)]g/ (z) =

=0

car .Jy est solution de (Eg) Donc on a le résultat pout tout z >0 .

3.(b) On a Jy(z => Jy(0) = 1 > 0. Comme Jy est continue alors il

existe un voisinage de U dans lequel Jy est strictement positive. D'on I’ e)ustence de > 0 tel
que Jo(z) > 0, Yz €]0, 8.

3.(c) On a v'(z) = (-2 Jﬂ(zi = l) u(z). Parsuite u(z) = K. (,f( 27% | K&:ng(x)z'

4.(a) On a uy est continue sur ]0, B[ car Jy est continue (SE) ne s’annulant pas sur |0, 5] donc
elle admet une primitive sur |0, 3.

3 1 — Jola T 2
4.(b) Au voisinage de 0, on a ug(x) — — = Lodole) = i+o(:r . Car Jy(o) =1— -T—+o(:r2}.
T xJo(r)? 2 |

4.(c) La primitive de :  ~— ug(zr) — — a aussi un développement limité au voisinage de 0
: xr

L4
&? ' ; ;
donné par 7+ o(x*) + cte. Par suite go(z) — ln(z) = Cte + O(a?).
4.(d) On a x +— go(r)Jo(z) et z —> Jo() sont deux solutions de (Ep) sur |0, A[. 11 suffit de
prouver qu’elles sont linéairement indépendantes. (Par I'absurde et comportement en 0).
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Corrigé Probléme 2

Partie I:
1) Les partitions de l'ensemble {1, 2, 3} sont :
{{1.2.3} ), {{1.2}, {8} ), {{L. 3}, {2} }, {{2.3}, {1} } et {{1}.{2}.{3}}
donc B3 = 5.
2)a) Le nombre de partitions de [1,n + 1] qui sont de la forme P est CEB,_; avec Ck le

nombre de choix de k entiers dans [1,n] et B,_; désigne le nombre de partitions des n — &
éléments restants de [1,n]. D'autre part pour k # k', on a Py # P et donc

Bipy= Zcﬂ . ,_Zc** “By —ZC"B;. ¥n e N-

k=0 k=0
cette relatmn est encore vraie pour n = (), d’oi le resulfat

°By= ZCRB“BW?}BlHBﬁ 1B3=1+3+6+5=15.
k=0

¢B;=) CiB,=1+41+62+45+1.15=5

k=0
b) Pour n = 0, on a By = 1 < 0!. Supposons que B,, < n! avec n € N et montrons que

B,t1<(n+1).Ona

T n ‘ ) 5
By = Z_: CiB; < ZC?JG! =n! ; R

< 1et donec B,y <n! Zl =nln+1) = (n+ 1), d'ou le résultat.

' —_—
(n k)! o .

3)a) On a B, < n! ,vn € N, donc —T <1 ,¥n € N ct par conséquent le rayon de

n!
P Ly BR el . - -
convergence de la série entiére Z —*" est supérieur ou égal au rayon de convergence de
n=0 Be
la série entiére » 1", c'est-a-dire R > 1.

n=0
b) f est la somme d'une série entiére de rayon de convergence R > 1 et donc f est de classe

C*¥sur|—1,1[et on a

= i 20
Bn n—-1 __ B-n n—1 __ Bn—_-l # oy o
=§n.n71 "Z(w—l.)!"’ —Z T Ve =1

n=1 n=0
0 By Lifeter =3 2 e € Ret par la formule du Produs
c) On a f(x) ; e z€]-11[cte ;n!, v € Ret parla ormulr_.r_u roduit
de Cauchy, on déduit que
4-0c
enz™ Yz €] —1,1]
n=(

el par suite

n [B
e (”—'Zk'nuk n'ZMZ Jrll’c)‘:ntzc

top
e flz) = Z ——ﬁiﬂr” NVr €] —1,1]
n=0

et d’aprés la question précédente, on déduit que f'(z) = e”.f(z). Vo €] — 1,1[.

page 6 sur 12



d) On a f'(z) = €".f(z), Vo €] — 1,1] et done f est solution sur | — 1,1 de I’équation
différentielle 4’ — ey = 0 et par suite

flz) = ae® ,¥Yre]-1,1]
or f(0) = 1. donc a.c = 1, c’est-d~dire o = ™', Finalement. on obtient -

flz)=e""1 Vzegl-1,1]

1 .«
4)a) On a f(z) = ;ee Vo €] —1,1], or

z)n +20 {,71.::
| ==

B a2 fi i
e = Z ol 5l Vr € R
=0 n==0
1 —+0a an
etdone f(z) ==Y — Vee]-1,1]
fa) =23 —weel=11]
n=0
6?1.‘1‘
Posons f,(z) = = & €]-1L1.neN,ona:
n!
e Z fn converge simplement sur | — 1,1[ vers f.

n=0 :
e Pour tout n € N, f,, est de classe C* sur ]-1,1[etona
nr

) F
frl‘p}(r): nrff ,VI E]——l,l[pEl

nfe™

nPenht nPen )
¢Ona |f,,£") ("c)f & E==sg S Vo €]—1,1],¥n € N et comme la série Z T converge,
T 5 !
n=0
en effet par la régle de D’Alembert, on a
(n+1)Pe™ @l | e n+1\? i 4
(n + 1)] nPen a n-+1" n N— 400

ainsi pour tout p > 1, la série de fonctions Z f®) converge normalement et en particulier
n=0

uniformément sur ]—, 1, 1].

Finalement, par le théoréme de dérivation, on déduit que f est de classe C™ sur |—1,1 et

+oc

o o nPe™*
L b =1 e
§ il S : ??:0 = Veel-1,1L,Vp =1
s b ¥iag 3 Bp f(f?} (OJ
b) f est développable en série enticre sur | — 1.1 et donc o s o .¥p € N et par

conséquent B, = fP(0) ,¥p € N, or d’aprés la question précédente, on a

400

1 n?
fP0)==) — ¥peN
70 e ;g o e
1 = n?
Finalement, on obtient B, = — E = Vp €N (Formule de Dobinski).
e n!
n=0

5)a) On a P(X =n) >0 ,¥n € N et d’aprés la Formule de Dobinski. on a

fP(X—-)—iiﬁ——Pﬁ*l (car Bz = 5)
=0 A= 56 n=0 T?II - 5 N o

d'ou lexistence de la variable aléatoire X.
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4
I o . : .
e Ona E nP(X =n) = _—— g —» or d’apres la Formule de Dobinski, cette séric est
e e = n
convergente, ce qui prouve que la variable aléatoire X est d'espérance finic et on a :

4 -
E(X) = 2321%4:1_323
Se i n! 5 5

done E(z‘{) =3,

1 ]
e Ona Z?LQ.P(X sEi )= = Z n_ or d’aprés la Formule de Dobinski. cette série est

n=0 n>0
convergente, ce qui prouve que la variable aléatoirc X? est d'espérance finie et on a

l n’ B Bs o2

E(X? — === —
(¥°) = »Jf‘ ?1! 5 5
Ainsi 59 -
V(X) = B(X?) - E(X)? =22 _g="_
5 ]
+20 1 e 3
. — 7 N T et
c) o On a.G‘,\(t)—ZP(.X n)t SGZﬂ!t . or
n=0 n=0
; i - 2
(n+1)* n! _(n+ 1) .0

n3 n—++00

(n+ 1) n?

ct donc d’aprcs la régle de D’Alembert, le rayon de convergence de Gy vaut 4oc.

“+o0
t’ﬂ
eOnac = Z 7 Vt € R, en dérivant et en multipliant par ¢, on obtient :
n=0 e
+20
nt"
tet = NVteR
Z n! %
n=0
: e . 4 . e o
en dérivant et en multipliant par ¢, on obtient : (t* +t)e' = Z — VteR
n!
7 '.-‘:D
l Fo6 7l
P . . . ¢, 32 s £ ?‘Jf— % -
en dérivant et en multipliant par ¢, on obtient : ¢(i* + 3t + 1)e’ = Z T Vi € R.
ni
n=0

(3 + 3t + t)et
oe

1
ct par suite Gx(t) = = (B +32+ et W eR.
5

Remarque : On peut aussi écrire n® = n(n — 1)(n — 2) + 3n(n — 1)+ n et donc

a7 3n 00 " +00 T FoT o
n3t nn—1)n -2)* _<=n(n—1) nt
Z nl Z n! +SZ n! -‘Z'}-LT
n=(0 it=( n={) =0
‘__Of“: =3 : e n—2 00 -1
= ¢ £ —— R
L(TB*—S) Z(n—?)! Z(nul)!
n=3 i Rt n=1
= ? 352 —H e
ZTET+ nn?’ ;m

= (t.3 +.5t2 + t)et
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Partie I1 :
I)a) Comme la matrice L, est triangulaire, alors son déterminant vaut le produit des éléments
sur la diagonale, c’est-a-dire

det(L,) = f[Ln.(-af, 7)) = ﬁ Crl= ﬁ B
i=1 =1L i=1

donc det(L,) = 1 # 0, ce qui prouve que L, est inversible. D’autre part, U, ='L, et donc

det(U,) = det(L,) = 1 # 0 ce qui prouve que U, est inversible.

b)

e Comme la matrice L, est triangulaire, alors ses valeurs propres sont les éléments sur la

diagonale ct par conséquent 1 est la seule valeur propre de L,,.

e Supposons que L, cst diagonalisable ¢t donc L, est semblable & la matrice identité I,

c’est-a-dire L,, = PI,P~! = I, ce qui est absurde et donc L, n'est pas diagonalisable.
2)a)eOnal, =L,U, =L, Lyetdonc’, =L, 1L, =5, ce qui prouve que la matrice S,

ost symétrique.

e det(S,) = det(L,).det(U,) = 1 # 0 et done S, est inversible.

rtm

b)Ona (X +1)"(X+1)"=(X+1)"" = Z Ck ., X* et donc le coeficient de X7 dans

ce polynéme est C? ., . D’autre part, on a

(X+1)"(X+1)™ = [CL+ Cp X + ..CLXP + ..+ ChX"] . [C), + CLX +..CEX? + .. + CX™]

et donc, aprés le développement, le coefficient de X7 est Z CrCP* d'oit le résultat.
k=)

c) Comme S,, = L,.U,, alors :
@aSii<j,ona:

Sultd) = ZLT,(-»:,M-U“(A:;;‘)

- Zan ).Un(k.5) + ZL,,M Uk, 5)

k= 2+1

1

- Z Cf_-_ll-cj?:ll

k=1"
i—1
= Zcf—l'Cf—l
— anlf‘C;—_l (C:I_Cfllxj

= Cj +j 5 (formule de Vandermonde)

e Sii > j. Comme S, est symétrique. alors S, (i, ) = S,(j,i) = C? | 31 5 =i +.; o
On a

G € C 111
Sa=s| O €3 O3 j=14123
c§c§c~ 1 36
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QO & O i1 1\
s-|C G CC | _[123 1
trle e o g {71136 1
G O ¢ C; 1 4 10 20
d) e
y n+ 1) n!
CA _Ck (?]' =
wEL T kin+1=k)!  kl(n—k)
B n! n+1 1
k- k) \n+1-k
_ n! . S N n! _ ok~
kKin—k) n+1—%k (Gk-Din—k+1) "
[ ]
D S = Y e,
J=l =1
= Cini+) Ciils
=2
== C:I:}‘FZ( ;:-e-j—l" :.+_;'---2)
o
C::}. + ( ;In—l = C?r':)
=) 311.—1
an _ @Ca-1)  1(2n)(2n—1)! @) 1 L
WS il 3 nlne Dl D onll 5 o 0010 résultat.

3)a) Commie S, est symétrique réelle, alors d’aprés le théoréme spectral. les valeurs propros

de S, sont réclles et comme S, est inversible, alors clles sont non nulles.

b) Ona X8, X =* XL U X =' XU U, X =" (U.X) (UnX) =|| U X ||

c) Soit A une valeur propre de S, et soit X un vecteur propre associé & \. clest-a-dire
SpX = AX. D’aprés la question précédente, on a ‘XS, X =|| U, X ||* et par conséquent
XA\X =|| U, X |?> ou encore \ | X |*=|| U, X |?

qu’elle est non nulle, alors A > 0.

4)a) On a S, X = AX. clest-a-dire ZS’H(-E,_});I'J- = Az; powr tout 1 < i < n et pour

i=1
i

i = m, on obtient E Sa(m, j)z; = Az, Ainsi
j=1

ce qui prouve que A est positive et sachant

T r n
Mam| < Z Sh(m, j)|z;| < Z Sulm 3w = |Em| ZS},(m,J’)
=1 =1 j=1

T

et comme |r,,| > 0. alors A < Z Sn(m, 4).

G=1
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b) e On a

G+ -1, G+g—-1) Ei—-2) _(-;Jrj—l)c,1
iG—-1 i i-DIG-1 i ==

(i+3

Su(i+1,5) =Ciyjy =

et donc S,(i +1,7) = S (4, 7) 2 8a(4,4)

e D’aprés le premier point, chaque coefficient de la matrice S, est plus petit du coefficient
au dessous et donc la somme des cocfficients de la derniére ligne de S, est la plus grande
que la somme des coeflicients de toute autre ligne et par conséquent

n . T ‘ 1 ”
E Sp(m, j) < __>- :Sn(na.}) = ECQH
=1 J=1

ce qui prouve que A < 2C L

5)a) Comme S, est symétrique réelle, alors d’aprés le théoréme spectral, elle est diagona-
lisable dans une base orthonormée B de vecteurs propres. Soit X € M,,(R) et notons z,
To,...,Tn S€8 coordonnées dans B, on a

I 5. X |*= Zh"r? <X Zﬂ* Xl X

i=0

done || Sp X [K M | X || VX € M i(R).

0 Sn(l,n) Gl
b) On prend X = 0 con & S,X = , = (c’est la derniére
1 Sul(n.n) Cg?1 2

colonne de S,), et I'inégalité de la question précédente devient :

¥ B e P {00 4Oy s,

1
6)a) D’aprés 5)c) on a \§* > Chr!, et d'aprés 4)b) on a AF* < §C§n_lg < Cy 1, et par

suite Ngor < Ago”.

b) Ona S,V = j\?ﬂ‘mV: c’est-a-dire
ZS,,(: vy =255y ,V1<i<n

done, si on suppose que v, = 0, on obtient

n-1
ZSnejt'_)\””” NM<Li<n—1
=1

et comme S, (i, j) = Su-1(4,5) = Ci7;_5 V1 <i <n—1, alors
n—1

Zgn 1(? = )\g-;”‘b‘i N L i a—~1

ge==1
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ce qui prouve que Ag™ est une valeur propre de S,.; et donc g™ < Ag* . ce qui est

absurde et donc v, £ 0.

c) Supposons que AT n’'est pas une valeur propre simple. Soit donc V et IV deux vec-
teurs propres non colinéaires associés & la valeur propre Ag™ et notons vy, v5.....n €t wy.
Wy,..., w7, leurs composantes respectivement. D’aprés ce qui pzecedc onav, #0etw, #0,
done w,V — v, 1" est aussi un vecteur propre associés & A¢"", or la derniére composante de
w,V — v, W est nulle ce qui est absurde et par suite AZ%® est une valeur propre simple.

k k
7)a) On a S = PDXP et done (%Sn) =P (XI—DH) P.or on a

O I ST O TR LS W
(o) = (5) - (32) - (32)

et comme A, est simple, alors les autres valeurs propres sont strictement inférieures a \,, ce
qui implique que

k
lim (ipn) = diag(0,0...,0.1)

k—+oo \ A,

| e
finalement, on obtient lim ()\—S’n) = PD'P avec D = diag(0,0....0.1).

) k—++20 f
b) V est en fait la derniére colonne de P et notons vy, vs...et 1, ses composantes. On a

0 ... 0 1y
0 1 9
PD = )
0 0 v,
et donc
0 0 n e o @
0 ... 0 v BT _
pop=| " TP levw
: v by % L ] & Rl @
0 0 w, U Vo U
: 1 k
" Finalement, on obtient lim (T ) =% %
25 k=400
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