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L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, & la clarté
de la rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat
énoncé dans le sujet peut &tre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu
étre démontré.

Probléme 1.

Pour tout m € N, on note I, = f (cost)™dt.
0

1. a- Calculer Iy et I;.
b- Etablir une relation entre Ipmy2 et I, pour tout m € N.

c Donner la valeur de Iopm;;.
d- Donner la valeur de Iy, en fonction du coefficient binomial C3,,.

On considére P'espace préhilbertien E = C([0, 7], R) des fonctions con-
tinues sur [0, 7] & valeurs réelles, muni du produit scalaire ( , ) défini par

e S B

(f.g)=1% /; f(t)g(tdt V¥ f,geE.
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On considére deux suites (e;) et (vx) d’éléments de E' définies par

o = 1, ex(t) = V2cos(kt), k € N*,

vp = 1, v(t) = cos* t, k € N*.

Pour tout m € N, on désigne par H,, le sous espace vectoriel engendré
par (601 sesy e‘rn)-

2. Montrer que pour tout m € N, la famille (e, ..., €,,) est une base or-
thonormée de H,,.

3. a- FEcrire v, et v3 en fonction de eg, €;, e, et es.
m
b- Montrer que pour tout m € N, v, = 3 gk mex.
k=0

c- Donner 'expression de gk, m, pour tout 0 < k < m.
d- Montrer que (vy, ..., U,) est une base de Hy,.
4. On désigne par Q41 la matrice de passage de la base (eg,...,em) & la
base (vp, .., Um)-
Calculer det Q1.

5. On désigne par W41 = (a;, j)o<i, j<m la matrice telle que
a; ;=0 sii+j3=2m+1
Calculer det Wi, ;.

Probléme 2.
Partie I

Soit A € R\{0}. Pour n € N*, on désigne par u,(\) = / ch(Az) cos(nz)dz.
0

Ash( A7 '
nAsh{ T2)- et en déduire que la série de terme
n? + A

général u,(\) est convergente.

1. Montrer que u,(A) = (—1)

2. Pourzr € Ret n € N* on pose Dp(z) =1+ 22 cos(kz).

k=1
™

a) Calculer / D, (z)dz.
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b) Montrer que pour tout z dans R , on a :

sin(Z&Hz) o
: Du(z) =4 ~sm(z) * 7 $UL /), Iy
2n+1, size€2nZ N N
ou 2nZ = {27k , k€ Z}. N
3. Soit ¢ l'application définie sur [0 ,7] par p(z) = ch(Az) — 1. (\74
Montrer la relation suivante : &\
2 7 sh(hm) 1 , OL
Zuk(z\) = —— B e = f o{(z) Dy (z)dz. Xk o
2 27 2 0 Ny )@
kil_‘i e (/) \ AN
Pt elz) | . v
4. a) Montrer que la fonction z +— ®(z) = { sin(3)’ g <0,
0, s5x=4

est de classe C? sur [0 ,7].
b) En utilisant une intégration par parties, montrer que

™

lim o(z)Dy(z)dz = 0.
0

n—+oco

5. A l'aide des résultats précédents, montrer que pour A € R\{0} on a :

S~ 1, o« Yo
Zn2+,\2 = ﬁ(sh(/\w) g X)

n=1 i
” 6. Calculer les sommes des séries numériques suivantes :
/ +o00 5 +o00 a
3 5 St 3 (~1}
£—9n? + 1 it o 4
Partie {1 4
-A-

Soit A € R\{0}. On considére 'équation différentielle du second ordre &
coefficients constants :
y'(z) — Ny(z) =

5]

3

1. Montrer que toute solution réelle de cette équation est de la forme

Y(@) = ach(\a) + Ash(Ar) ~ 725, &, fER

o] 3

2. En déduire la solution paire de cetie ¢quation vérifiant ¥/ (7) =
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1. Montrer que pour tout z €lm, 7[,on a :
+o00
=] n+1
&= 22( ) sin(nz).
n=1

2. Montrer que pour tout z € [-r , 7] , on a : :
_1\n
= %— Z( D cos(nz).

3. Pour z € R , on pose

+oo 1)1 +oo n
h(z) = E—L(—)—_*_-A?)\cos(m:)\ et f (x) Z:l (= )/\2 cos(nz).

a) Montrer que h est de classe C? sur R et que l’on a pour tout réel z
W'(z) = f(z). .

)

b) Verif AIEE LI 1

’ €r que nz(nz 4 /\2) x n2 n2+ A2. % ﬂ

¢) En déduire que pour tout z € [-7 , 7],on a: .
L T

4. Montrer que la fonctlon f est de classe C? sur [-7 , 7] , paire et qu'elle
1
est solution de I'équation différentielle : ¥'(z) — Ny(z) = 5 avec

y(m)=3.

(&) ]

Montrer que pour z € [-7 , 7] ,on a :

f( 1)" e mch(dg) 1
Lun? LA 2X sh(dx) 2a%

6. Montrer que pour tout z €}-7 , 7|, on a :

2 (=11 g T sh{)x)
Z mORY sin(nz) = OW.

n=1
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