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Exercice

1/ D’apres le théoréme de dérivation d’une fonction définie par une intégrale, on montre que

2
I, est dérivable et que pourtout reR, 1,'(r) = -“0 " cos(nt)cos(t)e” Ot . On procéde

2
par récurrence pour justifier que pour tout pe N 1,7 (r) = J.o " cos(nt)(cos(t))P e O ar

ce qui permet de conclure que 7, estde classe C* sur R.

I,""(r) = J:ﬂ cos(nr)(cos(t))?e" Vg = 1,(r)- jozn cos(nt)sin? (t)e" Ot .

2/ En faisant deux intégrations par parties, on déduit que pour » >0 I, est solution sur de

ye) _m

I’équation différentielle : y''(r)+ = Dy(ry=0.
r ¥

+0 _k
- r g W=
3/ En dévéloppant "o = Z—T(cos(t))k , puis en remarquant que cette série converge
k=0 **
uniformément ( par rapport & ), on permute ’intégrale et la somme pour obtenir le résultat.

inu —inu iu —iu
4/ a)Ona (COS(nu))(cos(u))k =(6 J;e )(e ze )k
1 k L. B e
Sk Z()C,f(e‘("”zl kyu o o=i 2]+k)u}.
j:

or ! 2 : .
Si 0<k<n ,alorspourtout 0<j<k ona Jo 7 ol 2j-k) gy =_[0”e"("’2“k)tdt =0.

Ce qui implique J'Ozﬂ cos(nt)(cos(t))k dr=0

b) Supposons k >n,
- si k=n+2p, pZO
2 : 0 , s j#
pourtout 0<j<n+2p I ™ ine2jk)t gy ={ i j#p
0 2z, 8i j=p

2T _j ; 0, s j#n+
de méme I”e”’(”—21+k)’dt= .J ¥
0 27 ,5i j=n+p
-si k=n+2p+1, p20,ona pourtout 0< j<n+2p+1

J'Z” o 2=k gy _ J‘Z” o124k}t gy
0 0

[ =y

“Jj




. 0, si k=n+2p+1
Ce qui donne : J.o cos(nt)(cos(t))*dr={ 2z (n+2p)!

, si k=n+2
2% pept T
n+2p
— cos(nt N dr) =0+ 2
) é (j S(n )(COS( )) ) ”22n+2p (n+p)|p|
B 2 Z(r/z)n+2p
o (n+p)ipl

5/ -Si neN,ilestévident que si »>0 ln(r)>0,

- si neZ_ il suffit de remarquer que dans la définitionde /,(r),ona
Ly(r)=1_,(r).

6° a) un calcul direct donne que r—— 1, (r) ———1-—dt est une solution de

b 11,0
I’équation .
b) r—1,(r) et r—1, (r) ——I——dt sont deux solutions linéairement
L1, (1)
indépendantes de I’équation ( 1 ), donc toute solution sur ]O,+oo[ de (1)estdela
forme :

yr)=1 (r)[a+ yij .[ t—(—j——({-)—)—dt) ou «a et S sontdeux constantes réelles.

)2 r 2n+l

, donc (7, (r)) ~ (

— , par conséquent
02" -0 2"yt 3 !

¢) Ona / (r)

1 p
J'lr 2du — —00 . Ainsi les solutionsde (1) sur ]O,+oo[ qui sont
u(l, (u)) F=h

prolongeables par continuité en 0" sont de la forme y(r)=al,(r), @ € R.




Probléme
Partie 1

1/a)Soit PeE .Si P estdedegré n=0 alors A(P)=0,si P estdedegré n > 1, alors
A(P)est un polynéme de degré n—1.Donc: VP e E, AP € E. De plus, il est clair que A
est linéaire , ainsi A est un endomorphisme de E .

b) Lenoyaude A estle sous espace engendré par e .

¢) Soit Q€ E, un polyndme donné de degré m , on considére le polynéme P de degré
m+1 telque P(0)=0, P1)=0Q(0), P(2)=0(0)+0Q), ....... :

P(m)=0(0)+ Q) +........... + Q(m—1). On vérifie que A(P)=0Q.Donc A est surjectif et
I’image de A est E.

2/ Oncalcule A(hy),ontrouve A(hy)=0 et A(h,)=kh,_; pour toutentier k>1 .

3 .

a) On sait que dimE, =n+1, chaque polyndme A, est de degré égal & k donc

(M )o<k<n €Stun systéme libre , il est formé de (n+1) vecteurs, alors , B’= (%) o<s<n €St
une basede E,.

b)Onadéjavu quesi n>let PeE, alors APeE,  etsi PeE;, AP=0.Donc
pour tout entier nature] # E, est stable par A.

4/ a) D’apres 2/ la matrice de ¢ dans labase B’'=(hy )<, €st de la forme :

0149 -9
0 2
i Dt ¢ 9
. n
0 0 0 0

c’est une matrice carrée d’ordre (n+1), triangulaire supérieure telle que

b) Onadéjavu ¢ (E,)cE,_; , on montre par récurrence que pour tout p € {l,...., n}
P (E,)CE, ,.

¢) c’est une conséquence de la formule A(hy,) =kh;_; :
O0,sip>k

P -
o (hk)”{k(k—n ..... (k=p+Dhy_p ,sik2p




d)D’aprés 4/ b) ona ¢"(E,)cE,, ce qui implique ¢™'(E,) = {0}. D’autre part, d’aprés

00 .. n (0 0 . . 0)

.. ..0 .. .. 0
4/c) ona @"(h,)=nhy .Dou A"=|. . . . .|et A™=

0 . .. 0 0o . .. 0

5/ C’est une conséquence de 4/ ¢) et du fait que £,(0)=0, Vp=1.
Application : ona @(P)(0) = P(1)- P(0) ; gozP(O) =P(2)-2P(1)+ P(0) ;

(03P(O) =P(3)-3P(2)+3P(1)-P(0)
On trouve P(X)=7+14h—6hy —hy

Partie II

1/a) Unicité : supposons qu’il existe deux polynomes O, et @, vérifiant les deux relations.
Puisque O,'=0,',alors Q; = 0, + ¢, en intégrant les fonctions polyndmes associées entre
0 et 1,ontrouve c=0,donc O, = 0O,.

Existence : Si P =0, il suffit de prendre Q0 =0.

P By
Si P20, P= Zale‘ ,onprend Q= Zk—%XkH +c¢,o0u c estune constante telle que
+
k=0 k=0

[omw =0, ¢ e Bt
0 T T T Sk )

b) En utilisant la question précédente, on démontre par récurrence sur n 1’existence de la
suite (B,,),en Vérifiant les relations demandées.

¢) On démontre par récurrence que le degré de B, vaut n etque B, est unitaire.

2/ a) On procéde par récurrence. Pour »n =0, la propriété est vérifiée. Supposons qu’elle est

n
vérifiée a ’ordre #n, B, (X) = ZC,fbn_ka alors
k=0

(Bu) (X) = (n+1)B,(X) = > (n+1)CLb,_, X*. On en déduit que

k=0

n
B, (X)= Zn—HC,’fb,,_ka“ +c avec c=b,,;.

ok t1

n+ln+1 1 / n+l y :
Bua(X) = 3= =Cy bt X' + by = 3 Cratbpns X'

/=1 1=0
b) B](X)=X—l, b, = : Bz(X)zXZ—X+_1_’ by a :

2 2 6 6



3X2+%X, b3=0;B4(X)=X4—2X3+X2——1— b4=——1—

B =X’ -= ) .
3(X) 2 30 30

3/ On procéde par récurrence. Pour » =0, la propriété est vérifiée. Supposons qu’elle est
vérifiée a ’ordre n: B, (X)=(-1)"B,(1- X).Posons Q(X)= (—1)’“’l B, (1-X), alors
Q'(X) =~(=1)"(B,sy) (1= X) = (-1)"(n+1)B, (1= X) = (n + DB, (X) = (Bs)'(X).
Par conséquent O(X) = B, ;(X)+c,enintégrant entre 0 et 1 les fonctions polyndmes
associées, on obtient :

EQ(t)dt = ()™ [ By (=)t = (-1)™! [ B (w)du=0 . Dod =0 et
O(X) = B,,1(X).

4/ a) 3/ On procede par récurrence. Pour » =0, la propriété est vérifiée. Supposons qu’elle

est vérifiée a ’ordre n: B, (X) = Hd [B,, (% X)+B, (—;— (X + 1))] . Posons
0(X) = 2"[Bn+1 G+ B (G (X 1))] , 0'(X) = 2”[(8,”. )'(% X)+ (B G X+ 1))} -

0'(X) = (n+ 1)2"“[& (15;() +B, (%(X + 1))} = (1+1)B, (X) = (Bt (X))

Par conséquent Q(X) = B, ,;(X)+c,en intégrant entre 0 et 1, on obtient comme dans la

question précédente ¢ =0 et Q(X) =B, (X).

b) En faisant x = % dans la relation ( entre fonctions polynémes ) B, (x) =(-1)"B,(1-x),

. 1 % 1 1
onobtient avec n=2p+1, By, (E) ==Byp41 (5), ce qui donne B, (5) =0.

c) Enfaisant x =0 danslarelation B, (x)= e [B,, (% x)+ B, (-;— (x+ 1))J , avec
n=2p+1,onobtient B,,,;(0)= 2°P [Bz p+1(0)+ Ba i (%)] , en utilisant le fait que

1
sz+1 (5) =0, on trouve B2p+1 (0)= b2p+l =0.

d)Onapourtout n>1, B,'=nB,_; , enintégrant entre 0 et 1 les fonctions polynémes,
!
onobtient B,(1)-B,(0)=n J.o B, ()dt=0 si n—121.D’ou pour n=>2

B,(1)=B,(0)
Remarque : pour n =1, cette propriété n’est pas vraie.

5/ On procede par récurrence, pour n=1, Bj(X)=X —% et AB; =1, la propriété est

vérifiée. On suppose AB, =nX "™ . Pourtout reR ona B,(t+1)—B,(f)=nt"". Soit
x € R , en intégrant la relation précédente entre 0 et x , on trouve :

j: B, (t+1)dr - J: B,(t)dt = n _[g ",




fﬂ B, (u)du - J: B, (w)du=x" = J;O B, (u)du + EH B, (u)du— J: B, (w)du = x"

1 ' X
= [ B,du=x"= | Ll = 5= B ) =By ()= (D"
x x n+l

Puisque cette relation est vraie pour tout réel x , on en déduit I’égalité entre polynémes.

6/ a) D’aprés la question précédente, on a pour tout réel x , By (x+1)— B, (x) = foc® 1 | faisons
x=j avec 0<j<n-1 puis faisons la somme , on obtient our tout »=1 et pour tout -
k22, '

By (n)— B, (0)

”i’ .
j_=
j=0 b

byDrapres a) 30 =245 o p oy xt ox? 4 x2 - L onen deduit
0 ’ 30
n , :
que 372 = Lfm+ 1)t ~20n+1)? + (nr?]= D
- 4 3
Partie III

1/ Ona 3 et _ piave SV + D]

: , on prend la partie réelle
=0 sin 7t

N : : . .
3" cos(akt) = cos(aVi) sm[(i-\’ + l)m]:l[sm(@N + '1)721)+ sm(nt)]
k=0 sin 7t s sin 7t
N : 5 '
e 22"05(2”k’) = sm((Q.N ) +1=1+ 22 cos(27kt) = sm((2.N+ D) :
k=0 sin 7zt =l sin(7t)

2/ Au voisinage de 0 , (5

B2n'(0)

B,, ()= B,,(0) =£(B;,) (0) +o(f) et sin(m)~ m , donc lin(l)gn )=
t—>

D’autre part, en utilisant la relation B,,(X) = B,,(1- X), on remarque que

g,(0-1) =g,(t),cequiramene I’étudeen r=1aucas t=0.

Ce qui prouve que g, se prolonge en une fonction continue sur [0,1].

(Byy)' (t)sin(ar) = [By,, () = By, (0) b cos(ar)
sin? ()

Pour te]O,l[,ona (g,) ()= . On peut voir &

I’aide d’un développement limité que lirré( g,) @)= -21—(32,, )'"'(0). Ce qui prouve que g de
> 4

classe C! sur [0,1 [ puis grice a la relation g,(1-1)==g,(¢) onconclut que g de classe

c! sur [0,1],




3/ Pour x>0, on intégre par parties :
i - 1
Io f(@)sin(xt)dt = [COS(Xt) f( )} & J;) f'(t)cos(xt)dt . On majore le cosinus par 1,f et
X

sont continues sur [O 1] donc elles sont bornées, alors quand x ——>+o0 ,

lim I f(t)sin(xt)dt =

X—>+©
4/ a) En intégrant deux fois par parties, on trouve
N . 2n@2n-1)
nk = (Zﬂk) 2n 1 (27Zk) X1k -
b) En utilisant le fait que B,,_1(1)=0, si n>2 et B{(l)=— . Larelation précédente
, =)™ 2n)!
permet de donner : «,,; = W[ ao,k].
- sl k=0,a,)=
n-1 1
- st k>0, , EL—(ZE’E—)—
(2nk)™"

5/

j; g, (O)sin[(2N + ) ldr = j; [B,,, (1)~ By, (0) JSi“[(zN 0],

sin(zt)

1 N N
[ [B,, ()~ By, O it + 2/(2 [ [B,,, (1)~ By , (0)]cos(2mkr)di =~ b, , + 2%0: ks
=] =

+0
. . 1 S
6/ On fait tendre N vers +co, onobtient » a,; =—b,, c’est-a-dire
e -2

®
—1 +00 +00 —1 2
(-1)° (217)!2 I 1b 2 Z 1 s (-DHP7 2n)°P b

— 2 p-
@ Sk 27T G 2ep) 7
- Pour p=1,ontrouve ) — = =—
Ekz s
+00 4 4
(27) /4
- Pour p=2, ontrouve — == by =—.
£ ;k‘* 48 47T 90
8 ) ’i’ 1 +Z°'i‘ 1 7 5
a) on majore ~—=— Dar = =X
Pl o k* 6

2(2p)!§ Lo

b) D’aprés 6/ ona ‘b2p|=(27r)2p o k2P ? [




