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Baréme : ' Exercice : Spts. Probléme (I: Spts. II: Spts. III: 5pts. )

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, 2 la clarté et au soin de la
présentation. L usage des calculatrices n’est pas autorisé ;

Il est rappele que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
s’il n’a pu étre démontré.

(1P 18 )
Exercice BIZ 5 UE |
*~' ...... g
Pour tout n e Z, on définit les applications 7, : R—— R par rme le /19/06/06

2
VreR, I,(r)= Ioﬂcos(nt)e’ms(')dt.
1/ Montrer que pour tout ne Z, I, estde classe C® sur R et que pour tout € R,

2
L) = L " cos(nt) cos(t)e” ) gt -

2/ En intégrant deux fois par parties }'02” cos(nt) sin? (t)e’ws(’)dt , déduire de la question

précédente que /,, est solution sur }),+oo{ de I’équation différentielle : Sfax - IPEI

' 2
y 0+ 22 iy =0. @) ““\ | ||||| ""“
r r

1113000000

3/ En utilisant la définition de /,(r) , montrer que pourtout ne Z,ona:

+0 _k
V reR, I(r)= ka—'( .‘;2” cos(nt)(cos(t))* dr) .
k=0 %




4/ On suppose que neN.
a) Montrerquesi 0<k <n alors _[02” cos(nt)(cos(t))k dr=0

b) Calculer, pour k> n, J:”cos(nt)(cos(t))k dt .

( /2)n+2p
¢) Endéduireque: VneN ,V reR, [,(r)=2x Z———
o pPl(n+p)!

5/ Montrer que /,(r)>0 pourtout »>0 et pourtout neZ.

6/ a) Montrer que r——>1/,(r) I ﬁ—dt est une solution de I’équation (1) .
. t z

b) En déduire que toute solution sur ]O,+oo[ de (1)estdelaforme:

yr)=1 (r)(a+ ,6_[ Wt] ou a et A sontdeux constantes réelles.
!

c¢) Trouver toutes les solutions de (1) sur ]O,+oo[ qui sont prolongeables par continuité

en 0F.

Probléme

Dans ce probléme E=R[X] désigne Iespace vectoriel des polynémes a coefficients

réels et A désigne I’application définie sur E par :
APY(X)=P(X +1)-P(X).

Partie I

Pour tout entier naturel » , onnote E, le sous espace vectoriel de E constitué des
polynémes de degré inférieur ou égal a n.
On désigne par B=(e; )p<x<, la base canoniquede E, ,ou ¢; = X* gk en.
On considére (A ) ;> la famille de polyndmes définie par : '
hy=1let hp=X(X-1)....(X —k+1), pour k2>1.

1/ a) Montrer que A est un endomorphisme de E .

b) Déterminer le noyaude A.

¢) Déterminer I'image de A.
2/ Expliciter A(h,) pour tout entier k.
3/ Soit n un entier naturel.

a) Montrer que B’=(h;)o<s<, €St une base de E,,.

b) Montrer que E, eststable par A.
4/ On désigne par ¢ [’endomorphisme induit par A sur E,.

a) Déterminer la matrice A de ¢ danslabase B’

b) On définit par récurrence sur I’entier p I’endomorphisme ¢ par :

,
b)) Lkl



e

¢° =1Idg, et pour toutentier p>0, (o”” =pfop.

Montrerque si p e {1,....,n} alors @”(E,) cBs-
c) Montrer que pour tous entiers naturels p et k ona:
0, si k.
@” () = .
’ k(k-1)..... (k—p+1)hk_p,sik2p
d) Déterminer A" puis 4™,
5/ Soit P un polyndéme dans E, et (ay,q,......,a,) ses composantes dans la base B’.

k
Montrer que g, = —¢LI§)(O—)

Application : Déterminer le polynéme P dans Ej; tel que :
PO)=7, PN)=21, P2)=29, P(3)=25.

Partie II

1/° On considere un polyndme P e E de degré p >0 et de coefficient dominant a,,.

a) Montrer qu’il existe un unique polynéme Q € E vérifiant :
N.0=P ;
|

ii) IOQ(t)dt =0.
On précisera le degré et le coefficient dominant de O en fonctionde p etde a,.
b) En déduire qu’on peut définir par récurrence la suite de polyndémes (B,,),N Par :
il) Bo =1 ;
i) Vn21, B',=nB,, ;
iy) Wn21, [ B,(@dr=0.
c) Déterminer pour n € N le degré et le coefficient dominant du polynéme B, .

Les polynémes B, s’appellent les polynémes de Bernouilli.
?n définit ensuite les nombres de Bernouilli par : pour tout ne N, b, = B,(0).

n
2/ a) Montrer que pourtout ne N , B, (X) = ZC,',‘bn_ka.
k=0
b) Expliciter B, , B, , B; et B,, ainsi que lesnombres b, , b, , b; et by,.

3/ Montrer par récurrence que pour tout ne N , B,(X)=(-1)"B,(1-X).
4/ a) Montrer par récurrence que pour tout n€ N ,

B,(X)= 2""[3,, (%X) +B, (%(X + 1))] :
b) Montrer que pour tout peN”, B, o+ (%) =0

¢) En déduire que pourtout peN", by, =0.
d) Montrer que pour tout n>2 , B, (1) = B, (0)..




5/ Montrer que pour tout n>1,ona AB, =nX"".
6/ a) Montrer que pour tout »>1 et pour tout k£ >2,

n-1
k-1 _ Br(n)— B, (0)
P

n
b) En déduire la somme Z j3 .
j=0

Partie 111

1/ Montrer que pour N entier naturel non nul et pour tout € [0,1] ,ona:

y _sin(@QN +Dm)
1+2I§cos(27dct)-. i i *)

2/ Pour neN, n21,soit g, lafonction définie sur ]0,1[ par

BZn(t) - B2n(0)
sin(#)

gn(t) &=

Montrer que g, est prolongeable par continuité sur [0,1] et que le prolongement est

continfiment dérivable.
3/ Montrer que pour toute fonction f de classe C! sur [O,l], ona:

lim j(; f(O)sin(xt)dr =0.

X—>+0

4/ Pour k et n entiers positifs, on définit : a,,; = I; B,,,(t)cos(2nkt)dr .

a) Trouver une relation entre «, ; et a, ;.

b) En déduire I'expressionde «,; enfonctionde n et k.

5/ En utilisant la formule (*) , montrer que pour tous entiers naturels N et p ona:

N
jo' g,O)sin[ N + )l =23 @, 4 ~bs,.
k=1
+00

6/ Enutilisant 3/ et 5/ donner la valeur de Z i en fonctionde p et b,,.
il k2P ’

. . 400 1 +00 1
En déduire les valeurs de kZ% —- etde ;(Z; =
7/ a) Montrer que pour tout p entier naturel non nul, la majoration :
+00
1

> T £

k=1

b) En déduire la majoration ‘bzpl <(2p)! Y .
4

=)

7/




