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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la
présentation. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé. Il est rappelé que tout résultat énoncé
dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme g'il n’a pu étre démontré.

Exercice
T PRE
Pour z € C et t € R, on pose €5 %QUH»
= 32 j ‘lnn‘i‘fc . "(
9(z)=1 2 t) + 22 , e VIEQUE) e
zcos(l) + 2 -

1. Vérifier que, pour z € C,

1
i zexp(it) ¥ 1 - zexp(—it)’

9(2) = —
2. En déduire que pour z € C avec |z| < 1, on a:

g(z)=1+2 i 2" cos(nt).

n=1
1
3. Soit a € C et a ¢ [~1,1], on pose f(t) = el pour t € R.

(a) Montrer que I’équation 22 —2az + 1 = 0, posséde une racine complexe qu’on notera w,
vérifiant |w| < 1.
( on pourra raisonner par l'absurde et supposer que les deux racines sont de module
égalal).

(b) Vérifier que, pour t € R, on a:

2w W
= s +a? T 29w
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4. {a) Montrer que la fonction f admet le développement en série de Fourier suivant:
2{,4,) oG
N o : n
fit)y = T [1 + 22.0 cos(nt)J.
n=

v t
—L-(‘)—?—(—n—).dt. pour n € N.

n
(b) En déduire la valeur de l'intégrale / -
o a—cos(t)

Probléme

Pour tout entier naturel n € N et z € R, on pose F,,(z) = (2 —~ 1)" et on définit la suite de
polyndmes (P, )nen & coefficients réels par :

Po(:l:) =1

1
Pﬂ(‘r) = mFr\tn)(x)a pour n 2 1,

ol F,‘;k) désigne la dérivé k-iéme de la fonction £, k& étant un entier positif.

Partie 1
1. Expliciter Py, P et P3.
n
2. En utilisant la formule (z2 — 1)* = Z(—l)kafx?"_w‘, montrer que P, a pour expression:
k=0

Gl ken-2k
£ el(n = k) (n — 26)1

P,(z) =

ou la] désigne la partie entiére du réel a.
{on distinguera le cas n pair ou impair).

3. (a) Donner le degré de P,.
(b) V(éz’riﬁ(’er que le coefficient du mondme de plus haut degré du polynéme P, est égal.
n)
2"‘(113)2‘
{c) Veérifier que pour tout n € N et pour tout z € R, on a : Py(-z) = (—1)"Py(z).
(d) Calculer P,(0).
( on distinguera les cas n pair et n impair ).
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nt: Partie 11
1. En remarquant que (z?—1)" = (z—1)*(z+1)" et en utilisant la formule de Leibniz montrer
que :
n
( kN2
Pn(z) = Z .\Z"L)(x — )z +1)" %,
k=0
2. Déterminer les valeurs P,(1) et P(—1).
n 13
3. Calculer la somme Z(~1)"(C,'f)2.
k=0
la suite de} n
4. (a) Montrer que Z(C’,’f)2 = C%,. (on pensera & P,(z)).
k=0
{b) Montrer que pour tout z € {~1,1], on a: |Py(z)| < C%,.
Partie II1
1. {a) Soit k un entier tel que 0 < k < n — 1, montrer que F;(,k)(—l) = F,(f\;(l) = 0.
1
(b) En déduire que pour tout n > 1, 0on a / P,(t)dt =0.
-1
2. (a) Soit k un entier tel que 0 < k < n — 1, montrer que / t* P, (t)dt = 0.
- expression: —1
(b) En déduire que pour tout polynéme P de degré strictement inférieur & 7. on a:
1
/ P(t)Pa(t)dt = 0.
-1
1
3. (a) On pose pour n € N, J, = (z? — 1)"dz. Trouver une relation entre J, et J,._1,
-1
pour n > 1, puis donner 'expression de Jy.
{b) Montrer que, pour tout n € N,
P, est égal i \
1 nt+1(nl)
TP, (t)dt = ———.
/_1 E Pt = T
' Po().
4. Soient m et n deux entiers naturels, montrer que:
1 0 sim # n,
= 2
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Partie IV

On deésigne par £ , 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
an.

1. Montrer que {Fp, Pi,..., Py} est une base orthogonale de £. Exer
n
2. Soit P = Zaij un élément de £. Montrer que pour tout 0 < k¥ <n,on a : Pour z
J=0
1) 1.
2k+1 [ .
ar = 5 /_1 P(t)Py{t)dt. o

3. Soit @ le polynéme défini par Q(z) = zP,_(z), pour n > 2. Calculer les coordonnées du 2 p m
polynome @ dans la base {Fy, Pi,..., P,}. y

9(z
4. En déduire que les polynomes P, satisfont la relation de récurrence :
\ . . 3 i
nPp{z) — (2n - 1)zPa1(z) + (n = 1) Pa2(z) =0, vn > 2 (1) ) SO’F
a)
Partie V , ;

Ou coansidére la série entiére réelle ZPn(a:)t” de la variable £, z étant considéré comme un
n>0
parameétre réel vérifiant —1 < z < 1.

Fe

1. Soit R le rayon de convergence de cette série. Montrer que R >
{ on pourra utiliser [1.4.b. ).
2. On pose f(t,z) la somme de cette série.

(a) Expliciter f(t,1) et f(t,—1).

1
(b) Montrer que f(¢,0) = .
(b) que f(t,0) Vi
(c} En utilisant la relation de récurrence (1), montrer que f(t, z) est solution de I'équation:
2 of
(t* — 2zt + 1)—67“’ z)+(t—z)f(t,z) =0

(d) Donner I'expression de f(t,z).

Fin de 1’épreuve






