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Concours Technologique
Correction de ’epreuve de Mathématiques

Exercice

1. (a) Comme g est la composé de deux fonctions qui sont est de classe C? donc elle est de
classe C? sur R* x R*.

0 f 0 )
(b) S(z,y) = 200 (a4 07) o6 5 (2,0) = 2 (0" + 7).

82 ’ 1 o 82 / 14 .
(c) 5;%(9’ y) =20 (22 +yH)+42%p (2" +y7) et éy—g(w,y) =2¢ (z°+ ) +4vlp (27 +y7).

1
2. les solutions sur R sont z(t) = —2—t2 +caln(t) + ¢

3 (a) o) = %t o Inft) + oo

1.
(b) glz,y) = 5(1'2 + 9% + ey In(z? + y7) + e

1 9 1
(¢) g(wy) = 5@ +4*)? ~In(@® +4%) - 5.

Probléme

Partie 1

1
1. PQuwy = O(t_Q) au voisinage de l'infini et PQuo = O(
Iintégrabilité sur |0, +oo].

Z]__E> au voisinage de zéro d’ou

2. @, définit bien un produit scalaire sur E.

3. (a) Les coefficients de la solution développable en série entiére (L)) vérifient la relation:

A=k
oy = —— o ——ay, Vk€N.
k+ Do+ k)
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(b) D’aprés la question précédente on a a, = ag = pour tout p > 1 et donc

p [k + )
k=0

3

00
Yn = ZanfEn .

n=0
(¢c) Pour A =n € N, on remarque de l'expression de a, que a, = 0, pour tout p > n+1,
et par suite ¥y, est un polynéme de degré n.
(d) Lo=1,Li=z—aet Ly =22 - 2(1 4+ a)z + a(l + a).
il
(e) Pour chaque n € N, la fonction polynémiale Ly(z) = Z
p=0

mle)a(n)y p
()™ O )

plp+1)...(p+k —1) avec la convention (p)o = 1.

4. (a) Soit y la solution de (L,). Comme e f(z) = z%y’(x) donc par dérivation on obtient
F(z) + nwy(z)y(z) = 0.
(b) Legalité @oq1(P,Q) = $o(aP, Q) = $o(P, 2Q). est évidente.
(c) Par intégration par partie et en exploitant la relation établit en (4.a) on obtient I'égalité
a droite. Par inversion des roles de m et n on aura l'autre égalité.
(d) D’apres larelation n®y(Ly, L) = m®q(Ln, Ly), On déduit que la famille (L )reqo1,....,
est une base orthogonale de E,.

5. (a) Comme zLy(z) € Eny1 et la famile (Li)refo,1,...nr1) €St une base de Enyy donc il
existe une unique famille de coefficients réels (B k)o<k<n+1 telle que:

n-+1

ILn(CU) = Z ﬁn,kLk(I)'
k=0

(b) Pour n > 2, en remarquant que ®n(xLy, Lp) = ®o(Ln, xLy) =0, pour p+1<n —1,
cadp<n-—2onaf,,=0pourtout k<n-—2

n ! —_
(¢) Comme xL,(z) = Z Mmpﬂ d’aprés la question (3.e) et par identification
p=0 p(a)P("n)'n

de la relation (5.a) on obtient

ﬁn,n+1 =1,
Bnn = a+2n,
Brn—1=n{a+n—1).

(d) Daprées (5.a) et (5.¢) on a aLp41 = Lpt1 + (o + 2n)Lp +n{o+n — 1)L,y d'ou
Lpyi(z) =(z—a—2n)Ly(z) —n{a+n—1)Ly_1(z), n =1 Pour toutn>1

(e) On a d'une part ®o(xLy, Lut1) = Bpnt1®Poa(Lnt1, Lng1), d'autre part zLl,; =
n+2

Zﬁn,,kLk(ﬂf)- Alors @4 (xLn, Lp+1) = Pa(Ln,tLnt1) = Prt1nPa(Lln, Ly) finalement
k=0

ﬁnmﬂ—lq)a(Ln-{-l,Ln—i-l) = ﬁn+1,n@a(LnaLn) pour tout n € N.
(f) D’aprés la question précédente on a @o(Ln,Ln) = nla)pI'(a). Soit ||Ly]| =
nl{a)n (o).
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(g) L’endomorphisme ¢ est bien définie car deg(p(P)) < deg(P). Sa matrice dans la base
canonigue est:

0 @ 0 o . 0
g =L el . 0
0
M(p.B) = 0 & (k) (kta) 0
T ° ¥
: . n+o—1
0 - .. 0 1

(h) On remarque que ’endomorphisme  admet n + 1 valeurs propre distinctes donc elle
est diagonalisable.

(i) Puisque @(Li) = —%L;;, L est un vecteur propre associé & la valeur propre —% d'on
la famille (Ly)geqo,1,..,n} €5t une base des vecteurs propres.

geee

Partie 11

1. (a) Les coefficients de Fourier trigonométrique de g sont donnés par

n 2z sin(zm)

2 ki
an(g) = —/0 cos(xt) cos(nt)dt = (—1) I

™

les b, (g) = 0 car g est paire.

(b) Comme g est continue et C! par morgeau d’aprés Drichlet

o0
. . 9.
4 __ sin{zw) sin(zw) . 2T .. ‘
9(0) = 1= ==+ —— (=1)"-5——5 d'od, pour tout x € R\ Z, on a
n=1
bis _ 1 . +°°( 1)n 2y
sin(rz) @ 22— e

.1 .
2. (a) Comme la fonction = est décroissante sur }0, +o0] alors on a u,(z) > 0 on a

n+1 dt 71‘)‘1 dt
(—?f?ll)—x*n%:/ /=__7;/ =1 4ot
n (t:v) n 1

) n+1 dt n+1 dt 1 n+1 di
T

car la fonction = est décroissante alors on a up(z) < i ot 0 S wp(z) < .

(b) Comme 0 < up(z) < =5 et la série de terme général —% converge simplement
sur |0, +oo| donc la série des fonctions de terme général u, converge simplement sur
10, +00[ de plus les fonctions u, sont continues sur ]0,+oco| et il y a convergence
uniforme et méme normale sur [o, +oo[ car 0 < SUpP,», un(r) < 5y donc la série
de fonctions wu, converge simplement sur ]0, +oo] vers une fonction continue qui sera
notée U.

Concours Technologique - Session Juin 2010 Epreuve de Mathématiques Page 3/5




() vpar(z) — vp(z) = up(x) + (7}711—); — =, Comme > u, et 5 (E+l_1)? — L convergent

simplement sur |1, +oo[ alors la suite v, converge simplement sur |1, 4o0| vers une
fonction qui sera notée (.

(d) D’aprés la question précédente on a, up(x) = vny1(2) — vn(x) + o5 — (77+1T)r Donc

par sommation et passage a la limite, on obtient U(r) = {(x) + Ti—x’ Vo €)1, 400

(e) Soit v = Hp(1)—In(n). Comme yn+1—7n ~ 5= donc la suite numeérique Hy,(1)—In(n)
est convergente. Oun note -y sa limite.

+0o0 _1)71~1
(t) Lasérie de fonctions Z ——

—— est une série alternée verifiant le CSSA donc converge
n

n=1
simplement sur ]0, +-o0o[. Pour tout n € N* les fonctions u,(x) = (—2:—1 sont C*. De
plus la série des dérivées est une série alternées vérifiant le CSSA et donc converge
i (=1)* In(k) < In(n+1)
ke ~ (n+1)e

uniformement sur [a, +ocof car sup, >,
k=n-41
+0oo (__1)72—1

D’on la série de fonctions Z e

—— définit une fonction de classe C' sur |0, 4-c0].
n

n=1
On note f cette fonction.

(g) Pour tout z > 1, on a

2n (~1)k1 n (_1)2k—l n-l (wl)izk .
, = L = R —_— = H. — 277" Hy (x).
k=1 k=1 k=0
(h) Par passage 4 la limite, lorsque n tend vers U'infini, on obtient

flo)= Q1 =2"7%)(z), V€]l o0l
(i) D’aprés la question (2.d) on a U(z) = ((z) — —=5. De plus U(z) = U(1) + o(1). Or
00 p
1
Ul)=)Y wu(l) = lim — —In(p+ 1) = v. Donc au voisinage de 1, la fonction ¢
2
admet le développement suivant:

() = ;%—1 Ly o(1).

(3) Soit > O et a > —1. Comme @g(t) ~ W_—; au voisinage de zéro et g, (t) = o(t—lg)
tz~1

au voisinage de Uinfini on a Pintégrabilité de la fonction ¢ — @u(t) = sur

10, +o0[.

a+ et

< 2¢a(t). De plus la

(k) Pour ja] < 1 et z > 0, on a

N
T 1lp—t Z(_ae~t)n
n=0
™

série % le™?t E (—ae™*)™ converge simplement vers —;. D’aprés le théoréme de

z—1
n=0
convergence dominé, on a

+oo t.T—l +oo a'n
dt =T | |
/0 a+tel (m);( T

Concours Techuologique - Session Juin 2010 Epreuve de Mathématiques Page 4/5




1)

(m)

105 i
Considérons la série E (—

n=1

une série alternée vérifiant CSSA pour a € {0,1[. Puisque hrn( 1)”

T 1)71-1

existe, pour tout n € N, et la séric E converge vers [, De plus

lnliE
n=1
©o . gkt am 1 +oo
sup ‘R = (—=1)" < sup < la série
ol Z K* acfo[ (n+1)F 7 (n+1)* HZ:l

ae(0,1] k=n+1

par rapport a la variable a et pour 2 > 0 fixé. Clest

n—‘l (—1)“’

nt

n 1 a
nx

converge nniformément sur [0, 1[. D’ot d’aprés le théoréme dc la double limite on a:

a—1
n=]

a-—1
+00 tl’—l
/ dt = T(z) f (x), car
4]

O +o0 tm—l
t)dt— It
14 €t /0 (t) /0 14 et(

et ce dernier tend vers zéro quand « tend vers 1.

1
1

i. On a/ wo(t)dt = — et pour n > 1 et
0 r

1 1 (=12

1
o, (t)dt = (—1)" - T e :
/n wy (1) (-1) (n+$+1 n+—x+1) z? — (n+1)?

o0

ii. On : dt = L dt = R N -1
ii. On a A /0 T+ / ( + )(Z(

1+t 0 s

o0

N

Soit Kn(t) = S (=1)""1(t* — %), alors {KN(t)[ < o — ¢~

n=1

intégrable sur |0, 1[. D’aprés le théoréme CD

/1(2(_1>ntn+:r—l + (_l)ntn—z)dt _ /1(tg;_1 + i(_l)utn—l(tz _
0 n=0 0 n=1

+oe a1 +00 +oo pz—1
lim I'(z) Z( 1t = =T'(z)f(z) = lim /0 e(t)dt = /0 T etdt par suite:

00 t$~l
< (1— t,
<( a)/o T

Y dt =

%)) dt

%) qui est

oG tl‘*l 1 +oo
/ 1+fdt:/w°t)dt_2/w"l T =5 =
2 xT a: —n
0 0 n=1] n_—_l
T
sin(zm)
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