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La qualité de la rédaction, le soin de la présentation et la rigueur des raisonnements constitueront des éléments
importants pour |'appréciation des copies. |l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé
pour traiter la suite, méme s'il n'a pu étre démontré. L'usage de tout ouvrage de référence et de tout autre
matériel électronique est strictement interdit.

Partie 1
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Le but de cette partie est de calculer les intégrales / T dt et / — dt.
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Soit la fonction

1. Montrer que h est bien définie et continue sur [0, +co.

2. (a) Montrer que h est de classe C? sur |0, +cof et que, pour tout z >0,

1
N .- )
h(I)_QJ:

/” e~ %t cos(2t) dt.
0
(b) Montrer que, pour tout >0, ‘*6“\“ Ul',-')q %

0 1' * mm'ﬂf Y
/+ e % cos(2t) dt = ,,I ; ??qa&ﬁ
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(¢) En déduire que, pour tout = > 0,

12| —

i L e
h(z) = Elni - 1111(: + 4).
(d) Montrer de méme que, pour tout z > 0,
z? T

Eln - oA arctan( 5) -

+20 gin?t
/ —dt=
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3. (a) En déduire que
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(b) Montrer que

Partie 11

Le but de cette partie est de calculer entre autres les sommmes suivantes:

o0 .
Z sinn
n '

n=1

1. Soit ¢ la fonction de la variable réelle ¢, 2m-périodique et telle que:

{

Vi e [—m, 7, ¢lt)==—-1[t.

| =

On note S, (t) la série de Fourier de ¢.

(a) Préciser pourquoi @ est égale en tout point de R & la somme de sa série de Fourie

Sp(t).
(b) Calculer les coeflicients de Fourier réels an (@) et bn(e).

(c) En déduire que

S.(t) = +§ 4cos((2k — l)t).

(2 — 132
= (2k—-1)
2. Calculer les somme suivantes:
+ca +3C +o0
R 1 1 s ()7
Z) Z SRR ’L'l) 5 'H/l) =5
= (2k—-1) —n =
3. Calculer: R .
= 1 =1
Dy oy W >
k=1 n=1

4. On note ® la primitive de ¢ telle que ©(0) = 0.

{a) Montrer que ¢ est impaire et périodique de période 27.

(b) Calculer les coefficients de Fourier réels an(®) et b,(®) de @, puis sa série de Fourier.

(c) En déduire les sommes suivantes:

IS e O =
(2k — 1)8° né’
k=1 n=1

5. Soit f la fonction d'une variable réelle, 27-périodique, impaire et telle que, pour tout

t €]0, 7], on a:

w— 1

7t) =

W]

(a) Calculer les coefficients de Fourier réels a,(f) et b,(f) de la fonction f.
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(b) Ecrire sa série de Fourier.

) . sinn )
6. Montrer que la série numérique E est convergente et que
n>1
+o0
;ﬂ sian T—1
Ls p 9
n=1

7. On considére la fonction g, 27-périodique, impaire et définie sur |0, 7] par:

tf(1) sit€]0,1]
t) = . . Ty
9(t) { FB) sitellq]
(a) Calculer les coefficients de Fourier réels an(g) et b,(g) de la fonction g.
(b) En déduire que sa série de Fourier Sy(t) est égale &
X0

Sy(t) = Z SB() Ginne).

ne

—

n=

(c) Etudier la convergence normale de la série de Fourier de g.

(d) 1. Montrer que

T +00

-0 . .
Z<5mn>2 Zsmn
n n

n=1 n=1

cosn)2

-0
ii. Déduire la valeur de la sommme Z ( -

n=1

(e} Calculer les sommes suivantes:

+co .92 +oo 2
y\ s n Z cos™ n
Let ot nt
n=1 n=1

Partie IIT

e On note par M, (R) Iensemble des matrices carrées d’ordre n.

e Soit 4 une matrice de My(R). On dit quune matrice R de M,(R) est une racine carrée
de Asi RZ = 4.

e On note par Rac(4) I'ensemble des racines carrées de A.
Le probléeme propose de déterminer les racines carrées de A dans différents cas.
1. Cas otl 4 posséde n valeurs propres distinctes.

On suppose que la matrice 4 € My (R) admet n valeurs propres réelles A; < Ay < ... < An.

(a) i Justifier l'existence d'une matrice P € M, (R) inversible telle que A = PDP!
ou D =diag(As, Aa, -, An)




ii. Montrer que R est une racine carrée de A si et seulement si la matrice S = P"*RP
est une racine carrée de D.
(b) Racines carrées de D. Soit S une racine carrée de D.
i. Montrer que D et S commutent et en déduire que la matrice S est diagonale.
.. R . 9 .
ii. On note alors § = diag(sy, ..., sp). Que vaut s lorsque i € {1,...,n}.
iii. Que peut-on dire de Rac(A) si A admet une valeur propre strictement négative?

iv. Si on suppose que toutes les valeurs propres de A sont positives ou nulles,

déterminer les racines carrées de la matrice D. On pourra poser £; € {—1,1}

pour i € {1,...,n}.
(c) Ecrire toutes les racines carrées de A & 'aide de la matrice P. Combien de racines
carrées la matrice 4 admet-elle? (On discutera selon le signe des valeurs propres de

A).
(d) Application : Ecrire dans M3(RR) toutes les racines carrées de

2. Cas o A est la matrice nulle de M,(R).
On cherche dans ce cas & déterminer les racines carrées de la matrice nulle.
Soit R € Mp(IR), une racine carrée de la matrice nulle. Soit f I'endomorphisme de R”™ dont
R est la matrice dans la base canonique de R". On note r le rang de f.

(a) Montrer que Im(f) C Ker(f) et en déduire que r < .

(b) On suppose que f est non nul, donc 7 > 1. Soit (ey, ..., e,) une base de Im(f) que on
compléte avec (€11, ..., €n—r) pour former une base de Ker(f). Pouri € {1,...,7}, on
note u; le vecteur tel que f(u;) = e;.

i. Montrer que la famille B = (e1,...,ep—r, U1, ..., Uy) est une base de R".
ii. Ecrire la matrice de f dans la base B. On notera M, cette matrice.

(¢} Ecrire toutes les racines carrées dans M,(R) de la matrice nulle & l'aide de M, et
d’une mastrice inversible P.

(d) Application : Déterminer dans Ma(R), les racines carrées de la matrice nulle. (On ne
cherchera pas & calculer explicitement les coefficients de R )

3. Cas ol 4 = I, la matrice unité de M, (R).

(a) Soit R une racine carrée de la matrice unité I,.

i. Verifier que R est une matrice inversible.
1. Montrer que R est semblable & une matrice diagonale que l'on décrira.

{b) Déterminer Rac(l,).

4. Cas of1 4 est une matrice symétrique réelle.

Une matrice symétrique de M, (R) admet-elle nécessairement une racine carrée?






