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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la
présentation. L'usage des calculatrices n'est pas autorisé.

11 est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
g’il n'a pu étre démontré. :

Rappels et notations:

o R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes & coefficients réels. On confondra entre
~polyndme et fonction polynbme associée. '

o Pour n € N*, R,[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes de R[X], de degré inférieur
ou égal & n. '

o Si I est un intervalle de R, C(I,R) désigne le R-espace vectoriel des fonctions définies et
continues sur [ & valeurs dans R.

PROBLEME
Considérons dans R[X] les deux polynémes suivants:
A=O£0+O£1X+052X2 et B =g+ 6X.

Pour tout P € R[X], on pose:
#(P) = AP" + BP'.

PARTIE I

1. Montrer que pour tout n € N*, % est un endomorphisme de R, [X].

Dans la suite de la partie I, on prend n = 2.
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2. (a) Montrer que la matrice M de . dans la base canonique (1, X, X?) de Rp[X] est:

0 ﬁg 2(3.'[]
M=|0 B 2(c1+5o)
0 0 2(cz+p1)

(b) Veérifier que, sV k € {0,1, 2}, kap + p1 # 0, alors M est diagonalisable.
3. Dans cette question, on suppose que o = 2 = 0 et que By # 0.

(a) Verifier que M est diagonalisable.
(b) Donner une base de Ry[X] qui diagonalise M.

4. Onprend A= op(X?—1) et B=fo+ 81X, avec Py # 0 et 202+ B =0.
Montrer que, dans ce cas, M est diagonalisable si et seulement si By = 0.

Soit, I un intervalle non vide de R et w une fonction de classe ¢l de I a valeurs dans R%

Dans toute la suite du probléme, on note H I'ensemble des fonctions f continues sur I & valeurs

reelles, telles que wf? soit intégrable sur 1.

PARTIE II

1. (a) Verifier que l'on a: Vz,y €R, (z + y)? < 2(z® + y?).
(b) Montrer alors que H est un sous-espace vectoriel de C(I,R).

2. Soient f et g dans H. Montrer que w. f.g est intégrable sur L.

3. On associe & tout couple (f,g) de vecteurs de H le réel:
< f9>= [wI W) &
I
Montrer que 1'on définit ainsi un produit scalaire sur H.

Dans ce qui suit, on munit H du produit scalaire <., . >-

- PARTIE III

Dans cette partie, on considére I =]-1,1}, w définie sur I par

A=XE 1 et B Xl

Soit m un entier naturel tel que n 2 3.

1. Vérifier que (22 — 1)o'(z) = w(z), pour tout T €] - 1,1[.
2. (a) Déterminer £(X*), pour k € {0, cers T}
(b) Fecrire la matrice de £ dans la base canonique (1, X, .., X™) de Ry[X].
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. (c) Montrer alors que Vensemble des valeurs propres de % est donné par:
(M = k(k+ 1),k € {0, o

d) En déduire que £ est dia, DI].&hS&b}(‘! et que 565 spus-espaces Propres sont de dimension
q &
1.

3. (a) Montrer qu’il existe une unique base (Po, F1, ., Pn) de Rp[X] formée de vecteurs
propres de %, telle que P, est le vecteur propre associé 4 la valeur propre Ay et
unitaire pour tout k € {0, Lo

(b) Montrer que deg(Px) =k, Vk € T 8
c) Expliciter Py , P et Fa.

=

(
(a) Montrer que, pour tout k € N, z — z*w(z) est intégrable sur 1-1,1[
(b) En déeduire que R[X] C H.
5. Soit P, Q € R[X].
(a) Soit [a, 8] €] —1,1]. En remarquant que P(Py-FP = (X - 1)P’)’, montrer que:
g { 6
f PP Qb = [(2 — VP ()-QEw®)]s — ] (2 — )P (1)@ (bt

0

(b) Démontrer alors que:
1 1
< #(P),Q >= / 1- 3+ DIPOQ O =< P, 2(Q) > .
=}

6. Déduire de ce qui précéde que (Fo, P, - P,) est une base orthogonale de Ry, [X].

oo
i 42
Dans la suite de ce probléme, on admettra que : ] et dt = /T -

—00

PARTIE IV

Dans cette partie, on considére I =R, w définie sur I par
w(z)=e¢€
A=1 et B=-2X.
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction Hj, par:
VzeR, Ho(z) = (—1)”6”2w(“) Lz,

ot w™ designe la dérivée d'ordre n de w sin > 1 et w0 = w.

1. Calculer Hy, Hj et Ho.

9. Montrer que R[X] C H.

3. Montrer que, Yn € N, Vr € R, Hppilz) = 2oHalz) — H (2]

4. (a) Etablir VneN" ,VzeR, Hpi1(z) = 22Hn(z) — onH,-1(x).
(On pourra utiliser la formule de Leibniz)
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(b) En déduire que: Vn € N*, Vz € R, H,(z) = 2nHp_1().

5. (a) Montrer, par récurrence sur n € N, que H, est un polynéme de degré n, dont on
précisera le coefficient dominant..

(b) Montrer que, Vn € N,V z € R, Hy(—2) = (—1)"Hn(z).
6. Veérifier que, pour tout n € N, H,, est un vecteur propre de .Z.

7. (a) Soit n € N*. Montrer que, si P € R[X], alors:

lim P(z)w™ Y (z) = hm_fxmyﬁw4mm)—o

r—+00 T—+—00

(b) En déduire que
- 0 sin#0

VT sin=0.

(c) A l'aide d’une intégration par parties convenable,.montrer que:

Vn,meN*, < HpHp>= 2m < Hp1, Hm—1 > .

(d) Montrer alors que (Hy,)n>o est une famille orthogonale de R[X], et que pour tout
n € N*, (Hy)ogk<n €st une base orthogonale de Ry [X].

(e) Que vaut < Hp, Hy, > 7

(f) Montrer que

<.B.H >
Yn e N*, VP eR,[X], P= Z ok }{;P\ju

8. (a) Etablir par récurrence:

‘V’(x, t) € Rz? Vn € N*} R (6_(3:_”2) L Hn(ﬂ: = .{;)e_.[m_t)?..

ot"

2
2et—t est

(b) i Soit z un réel fixé. Montrer sans calcul que la fonction: gz : ¢ — ¢
développable en série entiére en la variable t, au voisinage de 0.
ii. En déduire:

: +00
Hald)
Y(z,t) € R?, g2ttt = Z ——-ﬂt

n!

n=0
(c) i. Vérifier que ¢ : z — €* est un élément de H.
ii. Montrer que < ¢, Hy, >=< ¢, Hp_1 > ,Vn € N*.
iii. Calculer alors < ¢, H, >,V n € N.
(d) Conclure, par 8.(b), que:

<y >
Yz € R, ew—z anT\/_H()

n=0
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PARTIE V

On désigne par L:(R) I'ensemble des fonctions définies sur R & valeurs dans R, continues et
intégrables sur R.

E.

(51

Soit f € L}(R). Montrer que, pour tout z € R, ¢ — e"* f({) est intégrable sur R.
On définit alors

-~ _l_oo .

fig)= f "™ f(t)dt, Yz e R.

-

. Montrer que,V f,g€ LI(R),¥v e C: X}?& =Af +§.

. Montrer que f est continue et bornée sur R.

Soit f € LL(R). On suppose que h: t +» tf(t) est intégrable sur R.

(a) Montrer que fest de classe C! sur R.

(b) Montrer que (f)f = ik
Soit f € LL(R). On suppose que f est de classe C! sur R et que f' € LL(R).
(a) Montrer que .L}—J;I:an Flo)= Jlim f () =0.

(b) Montrer que (}Tj(:c) — —izf(x) , Yz €R.

2

p e
. Soit wy iz e T,

(a) Montrer que o vérifie les hypothéses de 3) et 4) de cette partie.

(b) Donner une équation différentielle vérifiée par ¢o.

(¢} En déduire que g vérifie une équation différentielle qu’on précisera.
(d) En déduire que % = v/27.¢0.

(5

T

Pour tout n € N, soit @, : # +— H,(z).e” z. (H, étant défini dans la partie IV ).

(a) Donner une relation entre les fonctions @n41 , ©n et ¢, pour n € N.

(b) Montrer que, pour tout n € N, ¢, € LL(R), ¢}, € LL(R) et que hy : © — zpp(x) est
intégrable sur R.

(c) En déduire que, pour tout n € N, &, = Aqn, 00 A\, est une constante & déterminer.
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