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EXERCICE

1. Par récurrence sur p € N :
e La propriété est vraie pour p =0 car U’ =1, et V001 = 1I,.
e Soit p € N. Supposons UP = QVPQ~!. Ona UP*' = UPU = (QVPO 1) (QVO™!) =
ovr(o-loyvo! = gvrvot = gvrtigTt.

La récurrence est achevée.

2. ellexiste Q € GLy(C) et (A,u) € C? tels que M = Qdiag(A, )0~ 1. D’aprés 1), pour tout
p € N, MP = Q(diag(h.u))PQ~" = Qdiag(A?,u?)0~".
o lim MP=0« hm dzag(?»p P)=0« lim = lim £ =0 Al <let|y <l

p—rtoo p—rto p—rtoo

(O8]

! Soit(mB)EC?. Onpose: T = < g 5>etN=T—oclg.

(a) Un calcul simple donne N? = 0.

(b) Puisque I, et N commutent d’aprés la formule du bindme de Newton,

TP = (N+ah) P~ZC'N’ (o)~ }:c‘ocp 'N'. Comme N* =0,Vk €N, k>2,
=0 i=0

alors 77 = oP~ ONO + paP~IN! = 0P + paP~IN.

o poP~IB

0 o?

seulement si les suites (a”) ey et (par? =1 B) pen convergent dans C si et seulement si

o <lou(B=0eta=1)sietseulementsi|al<louT =h.

(c)Ona:TP= < ) Donc la suite (T7) ey converge dans M (C) si et

4. Soit M € M(C) non diagonalisable.

(a) Le polyndme caractéristique de M est de degré 2 et scindé dans C, comme M est non
diagonalisable, M admet une valeur propre double dans C.

(b) Soit V| un vecteur propre associé a 0, on le compléte en une base (Vi,V2) de C2.
Si Q est la matrice de passage de la base canonique a cette nouvelle base, on obtient

alors : M:Q< Oéo 50 )Q“l.
0

Tr(M) =20 donc yp =
Si Bo =0, alors M est semblable a ogl, donc M = aipl, et par suite diagonalisable, ce
qui est absurde, donc. By # 0.

(¢) La suite (M?) pen converge dans M (C) si et seulement si la suite (77) yery converge
dans M (C).

Puisque Po # 0, d’aprés 3)c), la suite (T7) e converge dans M (C) si et seulement
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ﬁ‘aoﬂ< 1.
Dans le cas de convergence, la suite (MP),cn converge vers la matrice nulle de

M(C).
vy 0 O
5. Soit (..B.y) €C¥. Onpose:A=| 0 o P
0 0 «a
Y 0 _(o B
(a) Ona: A= <O T)avecT—<O &
Par une récurrence sur p, et le calcul de produits de matrices définies par blocs, on
v 0 0
0 Y0 =1 =
trouve : AY =y et AP = = 0 o po~'B | pour pe N*
0 T1°
0 0 or

(b) La suite (A?)pen converge dans M3(C) si et seulement si la suite (Y7) ,ery converge
dans C et la suite (T7) ,en converge dans M, (C) si et seulement si (|| < 1 ouy=1)
et (T =5hou || < 1)sietseulementsi(]y| < letT =hL)ou(]y < let|a<1)ou
(y=1letT=DL)ou(y=1let|a| <1).

PROBLEME
Partie I
1. Soitt € R.
+ 2}’ltl’l
(a) e Pourtoutx € R, exp(2r x) = Z ’ x", avec un rayon de convergence infini.
n=0
v (=" 5, S
e Pour tout x € R, exp(—x~) = Z ———x"", avec un rayon de convergence infini.
n=0 :
(b) e ¥, est de classe C* sur R, comme étant la composée de deux fonctions de classe

C” sur R.

e Par récurrence surn € N : Vx € R, P! ( )= (=1)"dM)(r —x).

* La propriété est vraie pour n = 0 car ‘P‘ (x) =¥, (x) et (=1)°DO (1 —x) = ¥, (x).
x Soit n € N. Supposons ‘{’t( >(, )= (=1)"®"(t—x). Ona ¥ ”H)( h= [\ t(”)(,v)}’ =
(=1 @t —x)) = (=1)"(=1) @V —x) = (*1)”“‘13(”“)0 —x).

La recurrence est achevée.

e En particulier, ¥\ (0) = (— 1)@ (7).

; 1 1
(c) Pourtoutx € R, ¥;(x) =®(t —x) = T exp(—(t—x)?) = v exp(—t2) exp(2z x)exp(
= ®(r)exp(2t x)exp(—x?), donc P, est développable en série entidre en x = 0 avec
un rayon de convergence infini comme le produit de deux telles fonctions.
(d) Comme ¥, est développable en série entiere en x = 0 avec un rayon de convergence
infini, elle est égale 2 sa série de Taylor en 0.
S0, 0Ol , T (1)) H)
(e) Pourtoutx e R, ¥, (x) = Z —x"= Z —-;!—x” = Z{) —
n=

n!

n=0 n=0

doncfH:f”x*:‘f;fj:exp< £ x)exp(—x%) = G (x).

(f) Comme la fonction x — G;(x) est la somme d’une série entiere de rayon de conver-
gence infini, elle est C* sur R et on peut la dériver terme a terme.
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(2) En dérivant la relation (1) par rapport a x, on obtient :

kE, . = B Bt
Yy € R 2([ —X>G[<x) = Z __k/‘_'([_)xr'xAl — Z f:_@_l_‘_\l\—l - Z _mek.
k=1 ) ’ k=0

2. Soitr € R.

I
@
—
=
—
~
~—
Il
o
~

(a) Comme @) (1) = ®(r) et ®(V (1) = —2rD(¢), alors Ho(r)
(b) Pour tout x € R,

2(t )Gy (x) =2 .>z ) Z”HA . *f L) ot _ 7 20
k=0 =0

’LZZ( 1) 2t+:\i°[2sz( )_k%ka—l(f)}xk:Hl(ﬂ_{_f[ZZHk( )—k?/ch_l( )i

= k=1 - e !

Hk+l HA+1

«rh

7zH —2kH, (1), , T Hp(t
Il s’en suit que : Vx € R, Z k ) . k 1()]_(/»_,2 kH()x]‘.
k=1 -

Par identification, on a : Vk € N*, Hy.1(¢) = 2t Hy(¢t) — 2kH1\ 1(1).

(c) Posons dy = deg(Hy) et ai le coefficient dominant de Hy. Par récurrence sur k € N,
dp=kdtay=2%
» La propriété est vraie pour k = 0 car Hy = 1 donc dy = O et ag = 1 = 2°.
e Soit k € N*. Supposons di = k et ay = 2. On a Hy,(t) = 2tH,(t) — 2kH,_ (1)
donc le coefficient dominant de H; et son degré sont ceux de 2¢Hy () et par suite
depi =dpe+1=k+1etapy g =2a, =21,
La récurrence est achevée.

Z

Partie I1

1. Soit P € R[X].

@ (1+2%)2%(x)P B ={= 1)4(142%) Hy () P(x) @ (x) = (= 1)*(1+2") Hy(x) P(x) exp(—2).
CommexH( ) (1+x?)H,(x)P(x) est une fonction polyndme; alors
lim (14x2)0% (x)P(x) = 0.

[xl—=4oo

(b) X P est une fonction continue sur R et ®*) (x)P(x) = of l—i—i) quand |x| — 4o
%

donc X P est intégrable sur R.

(c) Une integration par parties donne :

/ ) (1)P(1)dt = [P(1)D*" 1()]‘_N—/_+°°q><k~1>(z)1>'<z)(zz.

Comme lim P( 1)@ =1 () = 0, on a bien le résultat.

e

too +oo .
2. (a) ParrécurrencesurkeN:VPER[X],/ CID“')(t)P(t)dt:(wl)k/ ®(t)P¥(t)dt.

e La propriété est vraie pour k = 0 car i &) (1)P(1)dt = / D(r)P(1)dt et

J —oo J —oo

(-1 /_ :ocp(z)P(O)(z)dz = [T ewpwa.

J —o0 e

» Soit k € N*. Supposons que, pour tout P € R[X], % (1) P(t)dr = (—1)* / &(1)P¥(1)dt.
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foo oo
D’aprés 1)c), / S D (N P(r)dt = ~/ ®O) ()P (1)dt et d’aprés 1"hypothese
de récurrence B CD“( )P’(t)dz‘:(-l)k/ (1) (PO (t)dr = (- / ®(1) P4V (1)dt.
he
D’ou : / plk+1) P(t)dt = (— )kH/ d(1)PEH(; (t)dt et la récurrence est
achevée. 5

(b) Soit (n,m) € N2.

I. HyH,, est une fonction polyndme, d’aprés 1)b) H,H,,® est intégrable sur R donc
too oo
I’intégrale / |Hy(t)Hy(£)®(1)|dt existe et par suite I’intégrale H,(t)Hy(1)P(t)dr

existe.
roo —+oo
i. o / Hy(t)Hp(1)D(2)dt :/ (—1)"Hyu(1)®" (1) dt et d’aprés 2)a) de cette

—co —o0

—o0

oo oo
question,/ Hy ()" (1)dr = (—10)" H}% (£)®(t)dt,d ou :

oo K
H,(t)Hy(2)D(r)dt = / H,;l t)dt.
s En échangeant les roles de Hﬂ et Hm, on obtient :
“+oo
_H, (t)H, t)dt = / am t)dr.

© oSin<mH™ =0 donc/ Hy(£)Hyn(£)®(1)d1 = 0.

e Sim< n, H,S7) = (0 donc / H ) m( )@(f)dt = ().

e Sin=m, H,g = 2"n! car H, est de degré n et de coefficient dominant 2”. Il s’en
Joo foo +oo
suit que / Hy,(t)Hp(2)D(¢)dt = / 2"n!d(t)dt = 2"n! car d(1)dt = 1.

—co —co

2
3. Pourtoutn € Netx € R, on pose : A, (x) = H,(x) exp< _% )

* V1 ER, n(t)hm(2) = VIR H, (t)Hi( donc/ P ( dz existe.

oo

x D’aprés 2)c) de cette partie, / 0, si n#m,

= P (t) )dt“{ V2!, si n=m

4’(®?¥ €R, 0< (/)] —lg))* = f2(x) + &(x) — 2| f(x)g(x)| donc |f(x)g(x)] <
5(]"(-’6) + g2 (x)).

(b) Comme f? et g2 sont intégrables sur R, alors d’aprés a) de cette question, fg est
intégrable sur R.

(c) e C’est clair que la fonction nulle sur R est dans £ donc E #0.
o Soit (f,g) €E*etL€R. Ona (Af+¢)2 =A2f2 + g2+ 2\ fg. Comme les fonctions
A2f2, g% et 2Afg sont intégrables sur R, il en est de méme pour (Af + g)? donc
(Af+g) €E.
On en conclut que E est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel réel des
fonctions continues sur R et par suite £ est un R—espace vectoriel.

5. Pour tout (f g.h)EE}etLeR,
o f.8)=1{a.f)
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o (Mf+yg, h> MSh)+ (8. h),

« (f.f) 2

o (f.f)= O = f =0 car la fonction f> est continue et positive sur R.
On en conclut que I"application (.,.) est un produit scalaire sur E.

6. (a) Pour tout P € R[X], (hoP)*> = P?>®. Comme x — P?(x) est une fonction polynome,
d’aprés 1)b) de cette partie, x — P?(x)®(x) est intégrable sur R et par suite x —
ho(x)P(x) est dans E.

(b) e Pour tout n € N, h, = hoH,, donc h,, € E.
e La famille (h,),en est orthogonale pour le produit scalaire (.,.) d’aprés 3)b) de
cette partie.

nen est une famille orthonormale de E pour le produit scalaire

n
T )ne
(72

Il s’en suit que (

Partie 111

1. (a) V(x,t) € R?, |ho(t)exp(it x)| < |ho(2)] et kg est intégrable sur R, donc la fonction
t— ho(t)exp(it x) est intégrable sur R.

- I -
b) eVx e R, |hp(x)| < — ho(t)|dt, donc hg est bornée.
(b) e Vx €R, |hp(x)]| < \/ﬁ/—m |ho(t)|dt, donc hg est bornée

e x V¢t € R, la fonction x — ho(r)exp(i ¢ x) est continue sur R

* Vx € R, la fonction 7 — ho(t)exp(it x) est continue donc continue par morceaux
sur R

* V(x,1) € R?, |ho(t)exp(it x)| < |ho(t)] et |ho| est une fonction continue (donc
continue par morceaux), positive et intégrable sur R.

Il s’en suit que A est continue sur R.

o

(a) = Vx € R, la fonction # — hg(z)exp(i ¢ x) est continue par morceaux et intégrable sur
R car |ho(t) exp(i t x)| < hy(z) et hg est positive continue et intégrable sur R.

oh
* ¥t € R, la fonction x — ho(r)exp(i t x) est C! sur R et a—O(x, 1) =itho(t)exp(it x).
X

* Vx € R, la fonction ¢ — ithy(r) exp(i t x) est continue par morceaux sur R.
* V(x,t) € R?, |itho(t)exp(it x)| < |t|ho(t) et la fonction ¢ = |¢t|ho(¢) est continue,
positive et intégrable sur R

Ainsi, hg est de classe C' sur R et pour tout x € R, iy ( lies \/_ / tho(t)exp(it x)dt.

(b) e Posons u(t) = iexp(itx) et V(t) =tho(t). Ona: u/(t) = —xexp(it x) et v(r) =
—hp(t). Une intégration par parties donne :

oo

h~0/(x) == ——:/é__}-[ lexp(i ¢ ,v)ho(z)};w - f exp{i t x)hot(t)dﬁ

= m[cxp(l t X)ho(l‘” \ho( )
Puisque |exp(i t x)ho(r)] < ho(t) et l llim ho(t) =0, alors lim exp(it x)hy(t) =
ti——+oo

[t =40

et par suite ho () + xhg(x) = 0.

+<x> 2 _ t
° ho = -~—~/ < —_— >dt. Le changement de variable z = —= donne

2
ho(0) = /_w D(z)dz = 1.
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(c) Les solutions de I’équation y' + xy = 0 sont de la forme x — Cexp < _’% > La

condition initiale donne C = 1. Ainsi, iy = hy.

Partie IV

Pour (n,x) € Z xR, on pose : i, (x )_exp< ~%( X —2nm )2 )

L@ lim (I+n®)uy(x)=0et lim (14n%)u (x) =0 donc u,(x) = o< —-}——5 > et

[l —+o0 [n|—+eo

: 1
w,lx)=p < T > quand |n| — oo,

(®) Onau,(x)=o0 < anz > et (x) = 0( % > quand |n| — .

) et il existe

1
Il existe ny € Ntel que : Vn € Z, Vx € R, (In| > n; = ]un(x)f £ 2

m eNtelque: Vn e Z,VxeR, (|n| > ny = |u,(x)| <

l«f—n7
Posons no:max(m,m) Ona:VneZ, VxeR, (|n| > np=|u,(x)| <

1+n2) ot

(] 2 0 = i (3)] < — ).
1

5 converge, les séries Z Up €t Z u,, sont normale-
In|=mo |n|2no

Puisque la série Z
[n{>ng 1 +n

ment convergentes sur R.

(c) e Vn € Z, u, est de classe C! sur R.
e La série Z u, est normalement convergente donc convergente sur R.

[n|=no
e La série Z 1, est normalement convergente et par suite uniformément conver-
[n|>ng :
gente sur R.
Ainsi, la série Z u, est bien définie et sa somme est de de classe C! sur R. Il s’en
In|=ng
suit que Z uy est bien définie et sa somme U est de de classe C! sur R.
neZ
2. VxeR,U(x+2n) = f exp l( x+2n —2nw )2 = f exp -—l( x—2(n=1x )2 )
e ¥ | 2 il 2
“En faisant le changement de variable m = (n— 1), on obtient : U(x+2%) = U(x).
1 21 1 2m  +o
3. (a) Parconvergence normale, c, = 7—~/ U(t)exp(—ip z)dt:E/’ [ Y wn(r)]exp(—ipt)dt
0 n=-—-c0
21 4 5
f —ipt) lt—— — (=2 —Ipt)dt.
n;m/ un(t)exp(—i pt)a ,,X_:m/ exp( 5 (t—2nm) )exp( ipt)

Le chancement de variable y =1t — 2n7t donne :

] = (1=n)m
p== Y / exp < «%yQ > exp(—i p y)exp(—2i p nnt)dy
n=—co"

21 S —2nm
L el b Jemiip gy —tag—) /mex L2 Y expt—ipaldy)
= iyt N expl—1 Y)Y = e e . gl =§ 5P —
| P 'Zy p pyyy= R 2 p 2) P py)ay
I ~ 1 1
ho(—p) = —ho(—p) = —=h 4
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(b) U est 2mw—périodique et de classe C I sur R donc sa série de Fourier complexe
converge normalement vers U sur R.

(c) Ona:VxeR,U(x) = Z cnexp(in x) donc

A== —00
f exp( Lo )2 ) L f o () expli . %)
—=( x—2nm = o(n)exp(in x).
P 2" VAT 2
En faisant x = 0, on obtient f exp(—2n°n?) L TZO,Q e‘P( - )
1 X =U, 1 . Xp — LN ) = 2 JE— .
" V2R pe"es 2
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