Exercice : 10 points

1. e pjp est la probabilité d’obtenir un 2 ou 4, donc p; =

Lhit\)

e p, est la probabilité d’obtenir au premier et au deuxiéme lancer un nombre pair ou obtenir au premier et
22 33 15 @

d 1 b , donc
euxieme lancer un nombre impair, donc p; = 33 + - 55 =05

. & Soit A, ="la somme des résultats obtenues lors des n premiers lancers est paire”.
1l est évident que {A,,A,} est un systtme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales,

ona: pnyi :P<An+l) :P<An—i—1/An)P(An)+P( n+1/A ) ( ) ?pn+2(1*]771>-

1 8 1 3 .
Onapyt1 = ~5Pn + 5 L’équation x = ~§x+ 5 admet I’unique solution x = —. La suite (gn)>1 définie par
1 1 1
Gn = Pn— 5 est une suite géometrique de raison <—§ et de premier terme g1 = ST donc, pour tout n > 1,
A - ] ! nIl ’ it toutn > 1 +] : : n+1

= — —— = - —_—— " S K I = _— = - —_—— .

qn 5 T 5173 s’en suit que, pour toutn > 1, pn =gn+5 =3 5
1 i 1

e Comme <——5—> €]—1,1], alors n}ﬁl&op” =35 @

(a) X prend ses valeurs sur N* et I’événement (X = k) t obtenir un 5 au kéme lancer et non 5 pour les
1/4
(k— 1) premiers lancers, d’ou: P(X =k) = 3 (-5—> ( > 3 @:
4
= 1 5 !
(b) e GX(Z):k};lP(X:k)t =i S
= 1 —=t
5 . 40
Ona: Gy(t = ! ——,dou:
e Ona: Gy(t) Go@) et Gglt) = Goa)p ou
% B(X) = Gpll) =35
*V(X) = GL(1) + G (1) — Gy (1)* = 404+ 5 — 52 = 20. 3




Probleme 1 : 45 points

Partie I : 11 points

o0
1. Pour tout x > 0, on pose : I'(x) = / Fg s,
0

(a) Posons u(t,x) =t""le™?, t>0etx>0.
e On a la fonction 7 ++ u(t,x) est positive et continue par morceaux sur J0, o[, u(z,x) v et

1 1 e 1
lim ?u(t,x) = 0. Comme x > 0 alors / r~1dt converge et par suite / le~dt. De plus, / t—zdt
0 0 1

t—>-oo
-0
converge donc ~Ye~'dt converge absolument. Par suite I est définie sur |0, +oo].

1
e Soit (a,b) € R%avec 0 <a<b.
% Vx € [a, b], la fonction f + u(#,x) est continue par morceaux sur |0, +oof.
% Vit > 0, la fonction x — u(t,x) est continue sur [a, b].

121 si0<r<1,
w90,8) €0, el o0 <0 = { TP 5 S

1 oo
@ est continue par morceaux positive sur ]0,-+eo[. De plus, les intégrales / 1971t et / Pt dt
0 1
convergent, donc @ est intégrable sur |0, 4-o|.

11 s’en suit que I est continue sur tout segment [a, b] de 0, 40| et par suite sur |0, +eol.
e Vx €]0, ++oo[, 1a fonction 7 +— u(f,x) est continue et strictement positive sur ]0,+-eo[ donc I'(x) > 0.

(b) e T(1) = /O+me_ldt =1.

e Une intégration par partie donne : Vx > 0,

Ix+1)= /+ e ldt = [—rxe_’](;rm+x/+ e dt = xT(x).
e Par récurer?ce surn €N, I'(n+1)=nl ’

% (1) =1 =0!

* Soit n € N. Supposons que I'(n+ 1) = n!.
I'n+2)=m+1)I'(n+1)=(n+1n!=(nm+1)L

La récurrence est achevée.



|In(z)| ¥ 2971, sit €]0,1]

2. Soit (a,b) €]0, 4[> tel que a < betk € N. On pose : fi(t) = { (In(1))* 151 e, sit €]1, +oo]

() La fonction f est positive et continue par morceaux sur |0, +eof.
lus, lim 1178 f;(f) = lim 12 k=0et Lim 2f;(¢) = lim |In(t)[¢Hle? =04d
De plus,lm 115 (1) = lim 1£|In(1)* =0t lim 12filt) = lim [I(e)fe"* e~ =0 done

1 oo oo
/ |In(z) |*2°~dt converge et / |In(¢) ¥ e~ dt converge et par suite / fi(t)dt converge.
0 1 0
Ainsi, f; est intégrable sur ]0, +oo]. @

(b) Soitke N*eta,b e Rtelsque 0 < a<<bh.
% On a déja montré que I" est continue sur 0, +oo].

ak
* Vt €]0,+o0], 1a fonction x — u(t,x) est de classe C* sur [a,b] et Vx € [a,b], gt—lg(t,x) = (In(z))fr*te .
ak
x Vx € |a, b], les fonctions 7 — —a?if(t,x) sont continues par morceaux sur |0, 4o et pour tout 7 €]0, +2o,

ku
TR0 < 20

* fi est intégrable sur |0, +oo[.

oo

+
Il s’en suit que I est de classe C* sur [a,b] et pour tout x € [a, b, r®(x) = / (In()* #tear.
0
On en conclut que T est de classe C* sur 10, oo et pour tout (k,x) e N* %0, +o0],
—-c0
T®(x) = / (In(e)* F=1e s,
0

3. (a) Ona: Vx>0, - .
U] < /0 IIn(r)] 7~ e~dr = /O 7 7] In(0)| £

</0+°"tx_1e—fdr>3lz (/0+°°( (z))ztx~1e_fdt>% _ TS

Ainsi, (I'(x))? < T (x). @

A
=)

AN /! (' 2 /
(b) Ona:vx>0 (f— (&) = BRI ) — Tex)) > 0 alors la fonction L est croissante sur 10, ool T
r (T(x))? r



Partie Il : 11 points

D(x+1 P
1. oVx>0,%x+1)= T(())ccil)) :JJCCI‘((;C)) = ¥(x). Donc ¥ est 1 —périodique sur ]0,+-oo|.
P(1)
= ——==®(1).
ST — oI’ Y T [PT-oI" o' I
. /:__—.__._.d —_—=—— | = — — —
2. () ¥ T one (p[ 0 } s T
O'(x+1) P)+xP(x) P'(x) 1
0 A 1)= (I)/ d i e -
(b) Vx>0, P (x+1) = P(x) +x P'(x) donc Bt 1) ~ B0 0 +o
R T/x+1) T'(x) 1
(¢) De méme, on a : Tt D) - Tk <
\Pl
3. On pose : ﬁ:ij—%
\P/ ! ! @/ 1“/
(a) Ona: 7 ((;::)) = z ((;::)) - Ill ((;::)) Comme les fonctions £y et T sont croissantes sur |0, +oo],

q)'(n)<<l>’(x+n) CI>’(x+n)<<I>’(n+1) -I”(x+n)>_1"’(n+l) _T’(n)>_F’(x+n)
®(n) — @@x+n) O(x+n) ~ @n+1)° Tx+n) = Tw+1)" Tn)— T+n)
, . ®'(n) T'(nt+1) & Y/ (x+n) 2 @'(n+1) F’(n)'

D’ou: ®(n) Tn+1) ~ ¥Yx+n) — @(n+1) T(n)

alors

®'(n+1) @'(n) 1 T'(n+1) T'(n) 1 . ®'(n) TI'(n+1) ¥'(n) 1
(b) Avec Bnt1) . B(n) +; et Tnt1)  T(n) +;,onobtlent ) Thrl) B net
®'(n+1) T'(n) ¥'(n) +1' On en déduit que : W' (n) Yiix+n) P(n) 1

Bnr1) T F(w) 7 Fn) n " Wn) B n
!
Enfin, puisque ¥ est 1—périodique, ¥’ est 1—périodique et donc 57 est 1—périodique. 11 vient : pour

¥ (n) C‘P/(x+n):‘l"(x) - 1 _¥(x) 1
¥(n) =P ¥(x+n) ‘P(x)’dO i n~— ¥(x) Sﬁ+n'

IA

1
—-<
n

<

toutx €]0,1] etn €N,




(c) En faisant tendre n — +oo et en utilisant la 1—périodicité de ¥, on obtient : Vx > 0, ¥/ (x) =
Par suite il existe une constante C € R telle que, pour tout x > 0, ¥(x) = Cexp(p x).

BY (x).

(d) ¢ Comme ¥(x+1)=¥(x) Vx>0, alors B =0.
o Vx> 0,¥(x) =C=¥(1) =®(1) donc P(x) = ¥(x)['(x) = ®(1)[(x).

Partie 111 : 23 points

n=1 n>1

oo
te et - — =1,
convergente € ﬂ;l (n P 1>

N
1 1 1 1
. ; x - — =]1—-——. C 1 ]= 1, al == e
1. Ona:VNeN Z(n n+1> pYa ommeNirEw< N+1> aorsZ(n
1

ey

n+1

) e

n
1
2. Soit (uy)nen~ la suite définie par : Vn € N*, u, = Z T In(n).
k=1

i 1 1 1 1
(a) Ona:u,hq—un:—ﬁ—log(lqL Y= En—z+0 =

s g 1 o i
Comme la série Z =— est convergente et la série Z 0 (—2 est absolument convergente alors la série

n>1 n>1 \I

Z (t4y41 — up) €St convergente.
n>1

(b) La série Z Upi1— Up) est une série telescopxque convergente donc la suite (i, ),en+ converge.

n>1

a

a

@

(NS

3

=



3. Z(Mn+1“un>= Z ‘ —1H( )> Z Upi]—Uy) = 11m (Upipr = uy ) =7y=1etles séries

Ne=

—

;12::1 (; N n+ 1) et ngl <n l —]‘n (1 =k ;l’ > sont Convergentes dOnC:
00 1 1 oo 1 1 too 1 .
w1 =V (2o () |
n§1<n n< +n>> n:l(n n+1>+nzl(n+l n( +7’l>> Y @

i 1% 1 _ , a
4. Ona <- - > = 5 2> 0donc sup / - — ) = . Comme la série numérique Z —_—
n n+x (n+4x) xelog \n n+x/) n(n+a) Sin(n+a)
: : 1 .
est convergente, alors la série de fonctions Z <~ o ) est normalement convergente sur [0, al. @
aS1 A\ ntx

= fl
£ Onpose,pourtoutx>O,H(x)=——;1(-+Z(—— : >

(a) « D’aprés 4) de cette partie, H est bien définie et continue sur ]0, 40|,

1 1
* La série Z <— — > converge pour x = 1.

ns1 \7 n+x
. 11y 1
% La fonction x = | ~ — est de classe C! sur [0,+oo] et | — — =,
n n+x n n+x (n+x)*
1
* Vx> 0, ———— < — et la série numérique ) — converge donc la série ¥ ——— converge nor-
(n+x)?2 ~ n? nél n? ‘ an:l (n+x)?

malement sur ]0, +oo|.

.. .. . 1
Ainsi, la série de fonctions Z - —
n>l \ ntx

(2 (hi)%z@%—)—

On conclut que H est de classe C! sur ]0, ~+oo[ et pour tout x > 0,

) est de classe C! sur |0, +oo] et pour tout x > 0,

W M. ¢
X2 n-+—x)2 = (n+x)? . _
(b) Ona: Vx>0, H'(x) > 0 donc H est croissante sur |0, +oo]. @



1 1

o0
(©) OH(I):—I*F; <;'~n+1

):-1+1:0

1 ] = 1 1 v 1 1 1
oPourtoutx>O,H(x+1)~H(x):—x+1+~+ e = — +1+_+m:_‘ @
x S \n+x n+x x X %

n

X
6. Onpose: Vx>0, M(x) = / H(t)dr.
1

1
(a) e La série de fonctions Z (— —
w1 n n+x

sur tout segment de [0, 4-oo[ alors :

MR) = ﬁﬂmmnif(—;+f(%~;%>>ﬁ:wmm+gx5~m@+niJ>

) est normalement convergente donc uniformément convergente

n=1
. ) sl g 1 iy 1 1
Comme les deux séries numériques Y | —— et ) R > sont convergentes,
=1 n n—+ 1 e | n—+ 1 n-+ 1
alors :

o) = v+ E (2 E (054
)

= —m@)m<}_ 1 !
))-E(2-n(1+2) -+

2 oo
(b) Pour tout x > 0 fixé, N —In (1 + i) = +o0 <i> alors la série numérique Z (i —In (1 “+ i)) est
n n n n

27’12 ’12 n=1
convergente comme somme d’une série convergente et d’une série absolument convergente. @
.. . 1 1 . .
(c) Comme la série de fonctions Z S converge uniformément sur tout segment de |0, oo, alors,
non
n>1

pour tout x >0, on a:



M(x) =" —y—In(x)+M(x+1)=—y—In(x +/ <v——+2(%—%it>>dz
— —y—In(x)—In(x+1) +i<%—m<1+n+l>> -

k% ¥ x
= —y—In(x)—In(x+1 A - =
y—In(x) —In(x+ )Jrn;l(n n+]+n 1 1n<1+n+1>>

+
Pui les séri uméri f - a ti * In{ 1+ = sont convergentes
isque, les séries numériques - — e — —Im nt conv ,
usd d n+1 n+1 .

psi\n nt+l el
alors, on a :
M(x) n(x) 1n(+1+):(1 1>++w<x 1<1+x>>
x) = —y—In(x)—In(x x —— —In{14+——
i = ne1) " = \ntl £

1
— _'Y—ln<x)-1n(x+] +X+Z(f"ln<1 §>>

— —y—In(x)+ ; C-m+2).

7. On pose : Vx > 0, F(x) = exp(—yx+M(x)).

(a) Ona:
* Vx €]0,+oo[, F(x) > 0.
%, F est dérivable sur |0, oo, comme étant la composée de deux fonctions dérivables.
* Vx €]0,4oo], F(x+ 1/) =exp(—y (x+ 1) +M(x+1)) = exp(—yx— Y+ M(x) +y+1n(x)) = x F(x).
/ /

* Vx €]0, 40|, <FF> (x) =M"(x) = H'(x) > 0 alors la fonction fF— est croissante sur |0, 4-co[. @
(b) La fonction F vérifie les hypothéses de la Partie IT alors Vx > 0, F(x) = F(1) T'(x) = ¢ " I'(x). @
! /
(c) eVx>0, Lo = ) = —y+H(x).
T(x) — F(x)
e T'(1) = T(1)(=1+H(1) = @




(d) En utilisant la continuité de la fonction exponentielle, on a pour tout x > 0,

*f“—(]—ﬁ _ Fe"y =exp(Yx—y—M(x)) =exp yx+1n(x)—-§(%_1n(1+£>>>

(x) n=1
o s X x
- <o (v £ (-n ()
. & x %
= xexp(yx) exp ngxfm k§1 (—Z+ln (1+I€>>>)
. X\ x
= xexp(Yx) n]}glmk:l (1 + %> exp <~%> .
1 _ [xx+ 1) (x+n)  q
ek = oo [HEE e (L
_ , x(x+1)...(x+n) | ._
= exp(yx) nllg_lm Py exp | —x k}::l P —In(n) | —xIn(n)
B . xE+D. (xR
= exp(yx) ngrjrlw = éxp(—yx) exp(—xIn(n))
; ) nn!
Il s’en suit que : I'(x) = lim :
n—4eo x(x41)...(x +n) @

Probléme 2 : 45 points

Partie I : 23 points

On considere le sous-espace H = {(x1,x2,%3) € R3/ x; +xp +x3 = 0} et les vecteurs u = (1,—1,0), v = (1,0,—1)
etw=(1,1,1).

1. (a) eX = (x1,12,%3) € (Rw)L & (X, w) =0 < x; +x2 43 = 0. Ainsi, (Rw)L = H.
e R3 est euclidien donc R? = (Rw)* @ Rw = H & Rw. 7

(b) e D’aprés a), dim(#H ) = 2. De plus, u et v sont des éléments de A et u et v ne sont paé colinéaires donc
(u,v) est une base de #.
e (u,v) est une base de 4, (w) est une base de Rw et R> = # @ Rw donc (u,v,w) est une base de R°. @




& SN TR | -1 0 0
2. Soient A et D les matrices carrées d’ordre 3 définiespar:A=| 1 0 1 |,D= 0 -10
' 1 10 0 0 2

(a) On vérifie que Au = —u, Av = —v et Aw = 2w. Donc (u,v,w) est une base de vecteurs propres de A. @

(b) e En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a la base (u,v,w) on obtient une base or-

thonormée B’ = (' ,v/,w') de R? définie par :

v— {10 u
/ Y 1 / Jla]] 1 W 1
UW=—=—(e1—e),V=r—F———m=—=(e1+er—2e3), W = — = —(e; +e2 +e3).
CR A b T V6 S TR

Sk
e La matrice de passage P de la base orthonormée B a la base orthonormée B’ est une matrice orthogo-

nale et elle est est donnée par: P= | —

° 5l=sl=
A ESE
Sl=%1-51 -

e 1l est clair que Au' = —u/, AV = —V et AW = 2w/ donc A = PD'P. _ @

3. Onnote p la projection oﬂh_ogonalé sur H. Soit X € R3.

(a) Ona:X=Y+7»w<:>x1—K:yl,xz—?»:yzetx3~7»:y3.
X1 +xp +x3 2x1 — X3 — X3

On utilise le fait que y; +y; +y3 =-0 on trouve A = 3 , et par suite y; = 3 ,

~¥) 2% =% Sadpy == Sy =p o
. . e O . S s @2
3 3
] 2% =l mgy iy iy Sy oKy o Aoy
(b) Avec p(Y) =Y et p(w) =0, on obtient p(X) = 3 5 3 j 3 . @
(c) p estla projection sur #H donc rg(p) =dimH =2 et Tr(p) = rg(p) = 2. @

10




4. Soit b= (4,1,1). Pour tout (x1,x;) € R?, on pose : £(x1,%2) = ||y —x1 u—x3 v||> et T la surface de R® donnée
par £ = {(x1,x2,%3) € R?/ x3 = f(x1,x2)}.

(a) Le calcul donne : f(x1,x;) = 2(x% +x% +x1x0 — 3x1 —3x,+9).

(b) e £ est polynomiale donc de classe C* sur R2.

)
° %(xbxz) =2(2x1+x;—3) et 5%(’517"2) =2(x1+2x, - 3).

(c)

L application R? — #, (x1,x2) — x1u + xpv est bijective. Il s’en suit que :
min__f(x1,%2) = min |b—X|* = ||b— p(B)|*.
(x1.02)€R2 XeH
Avec p(b) = (2,—1,—1), on obtient min f(xl,xz) = 12
. (x1,%2)€R?
Deuxieme méthode :

' ) )
si min f(x1,x;) existe en un pomt (y1,2) € R?, alors =~ f =—(y1,y2) = 2 =~ (y1,y2) = 0, car R? est un
(x1,x2) €R? 8 ox X2

ouvert. Le calcul donne (y1,y;) = (1,1) et f(1,1) = 12. Enfin, on montre que, pour tout (x1,x,) € R?,

2
f(xhxz)—f(l’l)=2<x1+%(x2—3)> +—;—(x2—1)220.

(d)

e Ona f(1,1) = 12 donc le point M)(1,1,12) € Z.
» Posons g(x1,x2,x3) = f(x1,x2) — x3.

0
ox; Ty FL21%3) a—f(xhxz) 0 0
a
OnaVg(xy,x,x3) = (xhxz,x:a) =] d donc Vg(1,1,12)={ 0 |#| 0
a a (x17 2) _1 O
a—i(xl,xz,&) =1

Il s’en suit que M est un point régulier de X.
e L'équation du plan tangent ITaXenMest: 0 (x;—1)+0x (xp— 1)+ (—1) x (x3 —12) = 0, c’est 2
dire : x3 = 12.

11
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Partie I : 22 points

.V(lhl) E {1,...,7’2}2, aiJ e {07 1}7

Soit A = (a; j)1<i,j<n € My (R) une matrice symétrique non nulle vérifiant : { Vi€ {1,..,n}, ayi=0.

On pose : Vi€ {1,.. n}d—Za,],eta max (d;).

j=1 1<i<n

1. A est unc matrice symétriqne réclle alors A admet une hage orthonormée de vecteurs propres de R”.

2. e Sipourtout k € {1,...,n}, Ay = 0 alors A est semblable & la matrice nulle et par suite A est nulle ce qui est
absurde Alors il existe k € {1,...,n} tel que : A # 0.

Z?» Tr(A

e Sl A1 >0, alors A > O et par suite Tr(A) > 0, ce qui est absurde. De méme si A, < 0, alors Az < 0 et par
suite 7r(A) < 0, ce qui est aussi absurde. On conclut que : A} < 0 < Ay,.

3. Ecrivant X = Zx,v, OnaQ(X Z Aix?. Avec A < A; < Ay, pour tout i € [1,7]], on obtient :
1~1 i=1 '

x; = X%

M:

7\1HXHZ M Zx <Q )

1

T

4. Onnote : S={X € R"/||X|| = 1} la sphere unité de R".

(a) I estclair que S est un borné de R". De plus S est un fermé de R™ car c’est I'image réciproque du fermé
{1} par I'application continue X — || X|.

(b) e Q est continue sur R” comme étant une fonction polynomiale. _
e O est continue sur le fermé borné S donc elle est bornée et atteint ses bornes.

12



(c) e Q(vl) == levl = 7\,1”1/'1“2 kl et Q(Vn) = vnAvn = 7»1“\/”” 22 7\,
eVX eS A <OX) <Ay
e VX €8, A <O(X)donc A < me(X) et me( )< Q(v1) = A carv; € Sdonc Ay = me( ).

VX S, Ay > 0(X )donc?»nzr}rgggQ( )etr}?gé(Q( ) > O(vy) = Ay car v, € Sdonc Ay, = r}?éléiQ( )- @

i 2\ 2 2\ 3
5. @ ¢ l0X)| <} (Z az]}le> x| < (Z ) (21 (leai,jlx]o ) = |IX| ( (Zlai,jlxj'!> ) :
i=1 =1 1 = J= S J=
2
Avec a,J—aU, (Zawlx]]) (Z ai,jai,jlxjo (Z > <Z al]x?> S(l(Z ai,j)%),
Jj=1 - =1 j=1 Jj=1
d’ou zn‘i <Z’1ai’j]le> <o (Zi (ilai,jﬁ)) (i <i J> xf) <o? ("’lxi 2||XH2
=1 \J= =1 \J= =1 \i=1 J=

et par suite |Q(X)| < al[X]*.

I

e Puisque v, € S,ona |Q(vy)| = A, < . @
(b) eOnaQ(X ilzn:la,jxjx, et O(|X|)= X;ZEalﬂxJHxZ]donﬂQ( ) < o(X])-
i=1j= i=1j=
o Vi€ [[1,n]. [QO1)] = [Ail < Q(Wil) < Anll Wil 1P = Rallvill? = 2. 2

(@)
—
(@)
o

1 0 1

6. Soit A, € M,(R), n > 2, la matrice définiepar: A, = | 0 | 0
: T I
0O ... 0 1 0

On note P, = det (A, — A,) le polyndme caréctéristique de la matrice A,,.

(a) e Le devéloppement suivant la premiére ligne donne : Vn > 2, Pyi2(A) = APy (A) — Ay 1 ().
En développant suivant la premiére ligne, on montre que A, (A) = P,(A).
e Par récurrence surn € N, n > 2.
C’est évident que P,(2) =3 et P3(2) =4.
Soitn € N, n > 2. Supposons que P,(2) =n+1etP,11(2) =n+2.

13



On a Pusa(2) = 2P 1(2) — Py(2) = n+3.

Deuxieme méthode : :

L équation caractéristique de la suite (P,(2))n>2 est 7”2 —2r+ 1 = (r—1)? = 0. Elle admet la racine
double r = 1 donc il existe (a,b) € R? tel que : Vi > 2, P,(2) = (a+bn) x 1" = a+ bn. Avec P,(2) =3
et P3(2) =4, ontrouve a =b = 1donc P,(2) =n+1.

(b) D’apres les questions 5 et 6 de cette partie, pour toute valeur propre u de la matrice A,, ona: [yl <o0=2
et d’apres 7)(a) 2 n’est pas une valeur propre de la matrice A,. D’ou : |u| < o= 2.

||

(c) On a — < 1 et la fonction cos est une bijection de |0, 7| sur | — 1, 1] donc il existe 90 €]0, 7 tel que :
p=2cos(6g). @
i 1)6
(d) e Soit 8 €]0,n[. Montrons par récurence sur n € N, n > 2 que P,(2cos(6)) = ﬂ(_n_?;))_))
sin
On a P(2cos(8)) = 4cos?(8) — 1 et P3(2cos(8)) = 4cos(8)(2cos?(8) — 1).
in(36 in(46 .
On vérifie que Ssl?n((g)) =4cos?(0) —let Sg;((e)) = P3(2cos(9)).
PR i in((n+2)0
Soitn € N, n > 2. Supposons que P,(2cos(8)) = S—IE%;—?;))I)GJ et Py1(2c0s(6)) = %2
i 2 0) —si 1)8
Praa(2605(8)) = 2005(8)Brs (2605(0)) — Py(2c05(8)) = 222+ 20 cc?s((e% =
sin

sin((n+2)8+40) +sin((n+2)0—08) —sin((n+1)8) _ sin((n+3)6)
sin(0) ' _ ~ sin(8)

Deuxiéme méthode : :
L’ équation caractéristique de la suite (P, (2cos(8)))n>2 est r2—2cos(0)r+ 1 = 0. Elle admet deux racines
distinctes et conjuguées r; = ¢ et r, = ¢ donc il existe (a,b) € R? tel que :
Vn > 2, Py(2cos(8)) = acos(nB) +bsin(nb).
Avec P»(2cos(8)) = 4cos?(8) — 1) et P3(2cos(8)) = 4cos(8)(2cos?(8) — 1), on trouve a = 1
cos(9 in((n+1)0
sin((e)) donc P,(2cos(0)) = R (s(m?;)) )®) g
e Soit u une valeur propre de A,,. D’aprés 7)c), il existe 8 €]0,7[ tel que : u = 2cos(8p). D’aprés ce qui
_ sin((n+41)60)

préceéde de cette question, on a : 0 = P,(2cos(8p)) = Teni6y) donc sin((n+1)8p) = 0. Il existe
m{%o

. - km .
donc un entier k € N tel que 6 = —~—-'+ T Puisque 89 E]O,Tc[, alors k € [[l,n]]. Inversement, tout réel de la
n

k
1) est une valeur propre de A,. On en conclut que : Spr(4,) = {%, 1€k< n}. @
n

eth=

k
forme 2 cos ( :
n-+
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