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Probléme I

Partie 1

1
1. (&) Pour tout x €]0, +], la série de Riemann Z —7 est convergente car x + 1> 1.
n>1
1
n\'+l B

- Pour tout n € N*, f, est continue sur 10, +oo;

Pour tout n € IN*, on pose ful%) = on a:

: 1 - 1
- Soit [a,b] C]0,+o0[. Ona 0< Sél;lpbl |fu(x)] < 1 et comme la série ; 7 converge (car
x€Ela, nz
a+1> 1), alors la série de fonctions Z frn converge normalement, et par suite uniformé-
nz1
ment sur tout segment [a,b] C]0, +oo].
+c0
Ainsi, la fonction Z = Z fn est continue sur |0, +o0].
n=1

; 1
(b) La fonction t — P est continue par morceaux et positive sur [1,+oo[, avec

Y odt 1 1 1 r
/ = ———+ - — -, donc la fonction est intégrable sur [1,-+o0].
T ks XYy* X y—toeox :

1 5
D’autre part, t e est décroissante sur [1,+o0[, ce qui donne que Vn € N*,

1 n+l gy 1 +00 1 +0 apl at +0c0 1
—_— —‘<~—,d0nc — < / —= R
(\n 4 1>r+1 \/n Fx+1 nx+1 Z (n - 1>x1-1 n:Zl ” fr+1 Z n_\—H

n=1 n=1
r _ +oo df
d’ou Z(x)—1</1 f-)a_—ng(X)
8 1 ) 1 1 .
(¢) Ona / —7 = —,onobtient donc Vx>0, =< Z(x) <1+ - , par suite
1 e X x X .
1<xZ(x)<x+1, parle théoreme d’encadrement, hII‘CL)XZ(X) =1, ce qui donne Z(x) T
X— ) x—0 A

1. (a) Soit x €] —1,400[. La fonction t — +*e~* est positive et continue par morceaux sur |0, +oo|.

1 1
De plus, on a d’'une part, et = o (t_2>’ ok trd 2 est intégrable sur [1,+o[, on a

f—=+o0

t— g’

: 1 1 )
d'autre part te™' ~ ¥ = et t— =" est intégrable sur ]0,1], car —x < 1.

Ainsi, t — t*e~! est intégrable sur |0, +oo].
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(b)

On pose g(x,t) =te¢~ !, pourx>—lett>0.0na:

-Vt >0, x — g(x,t) est continue sur | — 1,400,

- Vx> -1, t+— g(x,t) est continue par morceaux sur |0, +oo].

- Pour tout segment [a,b] C] — 1, +o00[,0ona Vx € [a,b], |g(x,t)| < ¢(£), ot @(t) =17 si £ €]0,1]

L

et p(t) =tletsite [1,+00

|- ¢ est positive intégrable sur |0, +oo[, car ¢ — t* est intégrable

; 1
sur0,1] (—a< 1), ettle~t = o (t—z , donc @ est intégrable sur |1, +oo[. Dot 'hypothése

t—-+co
de domination sur tout segment inclus dans | — 1, +co].
Ainsi G est continue sur | — 1,+00].

(c)

Intégration par parties : on considére les fonctions u: ¢t ¥l et v: ¢t — —e~t. 1 et v sont

de classe C! sur |0, +oo[, avec hngu(t)v(t) =0,carx+1>0et tlim u(t)v(t) =0. Par suite,
f— —+00

+00 +00
pour tout x > —1, G(x +1) = {—t"“e_tJO —l—(x+1)/ tevtdt = (x+1)G(x).
0

=0

(d)

D) P 2 1 1
t+e™" est continue sur [0,+oof,ete™" = o= ), t— = étant intégrable sur [1, +ool,
t-stoo \ £2 t2
on en déduit le résultat.
On effectue un changement de variable u = > = a(t), x est de classe C!, strictement crois-

sante et bijective de |0, +oo[ sur |0, +oo[, do1

teo 5 +eo du 1 1
-t dt:/ —u = S0 =2,
/o : 0o ¢ 2va 20079

1. (a)

o= (1+82)

———— est continue par morceaux sur [0, +o09],
142

=X (14+£)

14142
=¥ (1+£%)

1442

- Pour tout x € R, I'application t —

- pour tout ¢ € [0, +o0], 'application x — est continue sur R,

et t— est positive et

1
- pour tout x € R et pour tout ¢ € [0, 40|, < e 7

intégrable sur [0, +oo],
on en déduit par le théoréme de continuité que f est définie et continue sur R.

(b)

a2 ()
On pose h(x,t) = g pourx €ERett>0.0na:

- ¥x €]0,+00[, t = h(x,t) est intégrable sur [0, +oo[;

oh i 2
-Vt>0, x = h(x,t) est de classe C! sur ]0,+oo], avec — (x,t) = —2xe~* (1+#),

ox

oh :
- Vx €l0,4+0f, t— E(x,t) est continue par morceaux sur [0, +oo/;

- Hypothese de domination : Pour tout segment [a,b] C]0,+0], on a
oh
gg(x/f)
1
[0, 4o, car ¥(t) = o <f§> .

<2be= " (148) = P(t), et P est positive et intégrable sur

Vx&labl,etVt>0,0na

i

f— 400

Ainsi f est de classe C! sur R* avec

+0o0 “+oco +o0
Vx>0, fi(x) = / ?ﬁ(l’/f)dt = —2x/ e ¥ (1H) gy ——2xe_x2/ et
Jo  9x 0 0
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teo s 1 [+ _ I
On effectue le changement de variable u = xt, on aura / g dt= - /o v gy = =,
0 X X

Par suite, Vx € Ry, f'(x) = —2Je ¥,

(¢) Vx>0, /Oxf/(t)dt [Fieh]g = fl=) - %H%f( = f(x) — f(0), car f est continue en 0, et
. T dt lis L gy E
F0) = (,(3 - . Ainsi /0 f(£)dt = f(x) 2.Dautre part,

P .
/ f’(t)df = ‘2[/ €_~dt, douVx >0, f(x)——f_ZI/O i
40 0 ]

i
(d) Vx>0,etVt>0,0ona |h(x,t)| < 1e—+-f*2, d’ot1 en intégrant sur [0, +o0]
Vx>0, |f(x)]| < *x2/+m at =D — 0, par suite hm f(x)=0
: : Flelise 0 1482 2 x—+-too £ —+00 '
+oo T 5
En utilisant Pexpression du 3. ona: lirf flx)=%~ 21/ e~ dt = =25
X—=r-1T00 &
donc I? = g, et puisque [ >0, alors [ = \/T—
Partie 2
1 1
1. (a) Pour tout t >0, lim n?(2n?#* — 1)6_'” =0, donc fr(t ) = B <-—,>, comme )  — est
n—4-o00 koo n< e 1<

convergente, alors Z fn(t) converge absolument donc converge. Ainsi, Z fn converge sim-
nzl nz1
plement sur R%.

, . 1 .
(b) On a ¥n € N*, fu(=) =e~! = 0, et puisque sup |f(t)]| > lf,,\—)i alors sup |fu(t)| ne
o teRY tERY,
converge pas vers 0, donc la suite ( f,z)n ne converge pas uniformément vers 0 sur R%.
n
Comme f, =S, — Sy_1,0u S, = Z fr, alors (S,), ne converge pas uniformément sur R7,
k=1
et par suite Z fn ne converge pas uniformément sur R .
nzl

(¢c) Ona:
- Vn € IN¥, f, est continue sur R ;
- Pour tout segment [2,b] CR%, on a

Vie[a,b], Ve N, |fu(t)] < (20202 + 1) e~"® = u, , par suite sup |fn(t)] < ta.
fc'ﬂ b]

g, = » <l> et Z = converge, donc Z sup |fn(t)| converge et par suite Zf”

1 2
11— 400 n n>1 n>1tela,b) H21
converge normalement, donc uniformément sur tout segment [a,b] C R}.
On en déduit que S est continue sur RY .

1
2. (a) Soitn € IN*. f, estcontinue sur R, et lim t*(2n*t* —1)e —n =, donc f,,(t) —m0<7>,

t—+o0 t=

1
comme f +— 7 est intégrable sur [1,+oo[, alors f, est intégrable sur [1,4oc0[, done sur R..
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(b)

(c)

Pour tout A > 0, et pour tout n € IN*, remarquer que t — —~te~™t st une primitive de f,,
_i_CX) “+oco 242 5.0
d’ou / fult)dt = { pe } =Ae” "V car lim —te " =0.
J A . ) A f—too

On peut également trouver le résultat & I'aide d’'une intégration par parties.

On en déduit / fu(t)dt =0, en prenant A = 0.
0

i
rboo 0=

Soit n € N*. On a Vt [—‘: o[, fa(t) >0, donc /"“ | fu(£)] dt / f,,(t Jdt = —=,
0

RV

2

[/

; +0o0
d’aprés (b). Ainsi, Vn € IN*, / |fu(t)|dt > % >0 avec c = . Comme Z diverge,
0

z>1

ﬁ‘

alors ) / | fu(t)|dt est divergente.

nzl
RQ : D’apres ce qui précéde, on ne peut pas appliquer le théoreme d’intégration terme &

terme & la série de fonctions ) _ f;, .
n>1

(a)

La fonction u — e — u est croissante sur Ry, done Vu >0, ¢ —u>e —0=1>0.

Onauradonc Vi1, VneIN*, 0<2n? —1<2n?2 —1<2n2#? |, done
> e
2,2 22 20 n2f iy
B< £, (1) € 20220 & 46_5—"- e~ =477, car T <e'T . Par suite, comme 1% >, on

[2 g)

aura Oéf,,(t)<4e_ e

(b)

9 k|
. e _nf _B
Soit t > 1. La série géométrique Y e 7 est convergente, car <e” 7 < L.
n=1

+oo 7 +oo 2
Par suite, d’aprés (a), on a 0 < Z ful£) Z P Z (e‘%)”

2 2
2 e"z 4e” 7
et Z( -7) = ——, ce qui donne finalement 0 < 5() < ——-.

L=gTE 178

(c)

Soit x > —1, t — t*5(t) est continue sur |0, +oco[. Comme § est bornée, il existe M > 0 tel
que ¥t >0, |S(t)| < M, done | S(t)| <M, et t — t* M est intégrable sur |0,1] car x > —1.

Par suite, f — ¥ S(t) est intégrable sur ]0,1].
; - _ AtTe™7 - 1 1
D’autre part, d'aprés (b) ,onaVt>1, | S(t)|< ——— ~ A4t%e = 0(=).0nt— =
1—¢ 7 t—+oo t—=4c0 - =

est intégrable sur [1, 400, done t — +*S(t) est intégrable sur [1,+oo].

Finalement, t — *S(t) est intégrable sur |0, +oo].

| Fo

. Pour tout x > —1, et pour tout t > 0, on pose k(x,t) =t*S(¢t). On a :
-Vx > —1, t = k(x,t) est continue par morceaux sur |0,+];
-Vt >0, x— k(x,t) est continue sur | — 1, +o0[;
- Pour tout segment [a,b] C] —1,+o0[,ona:Vx & [a,b], Vi >0, |k(x,t)| < @(t ) ol go( =451,
sit€]0,1] et o(t) =t 5(t),sit € [1,+oo[. ¢ est donc positive et intégrable sur ]0, +-cof, cara > 1
et b > —1. D'out ¢ est continue sur | — 1,+o0].

5.

(a) VE>0, e = o <—1§>, et la série ) —15 converge, donc Ze"”zfz converge. De plus,
7 /

H—> 400
-t n>1 n>1
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¥Yn& IN*, v,:t+— e~ ™t est continue sur R?%, et la série de fonctions Z v, converge nor-
nzl

malement, donc uniformément sur tout segment [z,b] C R%, car sup |va(t)| <e
t<a,bj

17')
-
1= 7et
“+c0

Y e %" converge. On en déduit que la fonction H : t — y.e

nzl n=1

22 . .
"7t est continue sur R% .

(b)

Soit x > 0. Pour tout t >0, on a *K Z U (1), ott Up(t) = 2n2 542070,

Ona:
-Vn € IN*, U, est continue par morceaux et intégrable sur |0, 4o, puisque

. 1
mUy(1) =0 (1 +2> 0 et Uy(t) = o (72)

- Y U, converge simplement sur ]0, +oo, et sa somme — *K(t) est continue sur |0, +09],
nzl
car K =5+ H est continue sur ]0,+oo[ comme somme de deux fonctions continues,

+00 5 +oo 2 50
-Vne N*, / !U,1<f)|df =211 / tx+_e—n 3 dt
0 0

Par le changement de variable u = #%t2, on aura

oo 2.2 +oo 1,52 du 1 +o0 14 1 ‘x-1 R
tfoe—n t dt = e—u i Z[\z e—udu: . .,G ,d’()u
0 0o NI 2ny/u  2n¥3 o 2n¥+3 2

T 1 c+1 1
/ U, (t)|dt = T —G <¥_>, et comme Z 1 converge (x+1>1),alors
- ' n>1

Z / |U, (£)| dt converge, done par le théoréme d’intégration terme & terme, on aura

nz1
Vx>0,/ t-‘K(t)dt:/ Zu,.l( dt = Z/ EL:{t dt_ZTﬁG —
0 0 =1 n=1 =1 <
=Z(x)G <x—£1>‘
On ade méme V>0, t*H(t Z Vu(t), ot Vi (t) = t* ¢~"'f Un raisonnement analogue

(intégration terme a terme ) apphque a la série Z Vy, donne
nzl

FH(t)dt = o / (B dt = (
/O / ,El 0 nl f; 2p*tH 2

(c)

:%Z(x)c;(x;l).

Vx>0, cp(x):/()+ootx5(t)dt:/c)+ooth(t)dt—/ £ H(E) dt,

/0

40
Or,/ fo(t)dt:Z(x)G<x;1> :Z(x)x+1G< 5 ) d’apres Partiel/2.c
0
Z

2
D'ott ¢(x) = ()“’1@( 21>—%Z(x)6(x;1>:§ (x)c(x’z"l)

L
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6. D’aprés 4. ¢ est continue sur | — 1, +o0[, donc continue en 0, ainsi lirrégb(x) =p(0) = / - S(t)dt.
Jo

X

\ o X -1
D’autre part, en utilisant 5.c lim ¢(x) = lim = Z(x)G (x 5 )
X=X

x—0 +0 2
Or, d’apres Partiel/l.c Iir% xZ(x) =1, et d’aprés Partiel/2. G est continue sur | — 1,+co], donc
X==F
‘x—1 1 : 1 1 T o
%13106 (—2———) =G <~—§>. On conclut que il_l;%gb(x) = EG <~.E> = Jé e~ dt

\/E, d’aprés Partiel/3.d.

)
&

+0o0
D’ou finalement ¢(0) = / S(t)dt =
Jo

Probléme II

Partie 1
1. (a) Onadet(vy,v3) =1# 0 donc la famille B est une base de R2.

l=a+p
0=2a+3p
Par suite s(e;) = 307 + 20, = (5,12). De méme on obtient s(e;) = —(v7 +v5) = (=2, -5).
5 =2

12 =5

(b) On a ¢; = av; + fvy <= { & (&,B) =(3,-2)

On en déduit que M = Matp,(s) =

(c) Onas(v;) =0y ets(vy) = —v, donc vy et v, sont des vecteurs propres de s associés respec-
tivement aux valeurs propres 1 et —1. Comme s (et donc M) admet deux valeurs propres

1 0
distinctes alors M est diagonalisable et done M = PDP~! avec par exemple D =

0 -1
11
et P= .
2 3

2. (a) Silamatrice A vérifie la propriété P alors A admet deux valeurs propres distinctes 1 et
—1 donc son polynéme caractéristique est scindé. Ainsia+d =Tr(A) =1+ (-1) =0 donc
d=—aetdet(A)=1x (-1)=~1donc a® +bc=1.

Réciproquement, x4 (X) = X?> — (a4 d)X + (ad — bc) = X* — 1. Ainsi 1 et —1 sont les va-
leurs propres de A et donc A vérifie la propriété P.

(b) Si A est la matrice d'une symétrie alors ses valeurs propres sont 1 et —1 donc A vérifie
la propriété P. Réciproquement, si A vérifie la propriété P alors A est diagonalisable car
elle admet deux valeurs propres distinctes : A = PDP~! ot D = diag(1,—1) et par suite
A% =PD?P~! =L, car D? = [,. Ainsi A est la matrice d’une symétrie vectorielle.

3. (@) Ona U =Tr('AA) =2X3 + X3 + X3. Or, X;,X,,X; suivent une loi de Bernoulli, donc
X2 = X1, X2 = X, et X2 = Xs, d'ott U = 2X; + X + X3.

(b) Comme X;(Q)) = {0,1} pouri=1,2,3 alors U(Q) = {0,1,2,3,4}. D’autre part,on a :
E(X))=petV(X;)=p(l-p),pouri=1,2,3,dou:
E(U) = 2E(X;) + E(X,) + E(X3) = 4p et comme les v.a. sont 2 & 2 indépendantes alors
V(U) =4V(Xy) + V(X2) + V(X3) = 6p(1 - p)
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(¢) Siw (), on a A(w) vérifie la propriété P si et seulement si (Xl(w)) + X (w)X53(w) =1,
d’apres.‘Za Or, (X2 +X7X3—1) (X1=1X=1LXG=0U(Xx=1,X%=0Xs=1)U
(X1 =1.,X=0X:=0U(X1=0,X=1,X3=1)= (U €{2,3}), et comme la réunion est
disjointe,ona P(S)=P(X;=1,X=1,X:=0)+P(X1=1,X, =0,X;3 = 1)+
P(X1=1,X=0,X3=0)+P(X;=0,X,=1,X3=1) et par indépendance on a :

P(S) = P(X; = 1)P(Xo = 1)P(X3 = 0) + P(X; = 1)P(X, = 0)P(X3 = 1)+
P(X1=1)P(X; = 0)P(X3=0) + P(X; =0)P(Xo = 1)P(Xs = 1) = p(1 — p)(2p + 1).

(d) D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a :

| :
P(lU~4p|>a)=P(JU—-E(U)|>a) < V(g) :ép(l—p)<2p(1—p)s— car max p(1—p)=1.
? a? 2 p<l0,1]

Partie 2

, , MQ=0QN
1. @)OnaM:PNF4¢:>MP:PN<:¢NHQ+UU:<Q+HQN¢:>{MR*RN

Ainsi pour tout z € C, M(Q + zR) = (Q + zR)N

(b) On a T(i) = det(Q +iR) = det(P) # 0 car P est inversible et par suite T est un polynome
non nul.

(c) Comme T #0, alors d’aprés le théoréme de D’Alembert-Gauss Uensemble des zéros Z de
T est fini et donc il existe z0 € R\ Z et on a T(z) = det(Q + zgR) # 0.

(d) La matrice S = Q + zoR € GL,(R) car Q et R sont deux matrices réelles, %0 cERet

det(S) = T(zp) # 0. De plus, d’aprés 1.(a) on a MS = SN <= M = SNS~! cest-a-dire M
et N sont semblables dans M, (R).

n ‘
2.0naxaX)=11 (X- e’gk) = X" —1 et A est diagonalisable dans M, (C) car elle admet n
k=1
valeurs propres distinctes.

3. Sin est pair alors 1 et —1 sont les valeurs propres réelles de A et les autres sont complexes
deux & deux conjuguées de module 1.

LI : L. 1 plinm/n
Ainsi det(A) = kﬂl e% = —1et Tr(A) = kzlelgk — 6217[/“11:—22;}77; =

Si 1 est impair alors 1 est I'unique valeur propre réelle donc det(A) =1 et Tr(A) = 0.

4. Comme A est une valeur propre simple de A alors dimE glA)=1.

5. Notons Ay,...,A, les n valeurs propres distinctes de A. Puisque A est diagonalisable dans
My (C) alors M, ;(C @EM ). Ainsi pour tout V = Z Vi € M,1(C), ot Vi € Ey, (A),
k=1

1
ona: A'V=Y A"V, = }: AV = Z Vi =V et par suite A" = [,.
k=1 k=1 k=1

6. (a) On a AV = AV donc en prenant le conjugué en tenant compte que A est une matrice

réelleon a : AV = AV = L,V = A, V. Ainsi V est un vecteur propre de A associé 4 la
valeur propre A,.

(b) Les sous-espaces propres de A sont de dimension 1 donc (V,V) est une base de
ker(A — Aply) & ker(A — Ail,) et par suite <V1 =2(V+V)Va=1(V- V)) est une base
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de ker(A? — 2cos(6,) A+ I).

(c) Du fait que AV = AV on a: AV; = cos(6y) V) — sin(6;) V2 et AV, = sin(8;)V; + cos(6;) V5.

(d) i Les valeurs propres de A sont 1,A1,A1,...,Ap, A, et on a
My 1(R) = E;(A) @ ker(A% — 2c0s(61)A+1,) - @ ker( A% - 2cos(0p)A + 1)

donc relativement & une base obtenue comme en 6.(b) et adaptée a cette somme di-
recte, et en vertu de 6.(c), la matrice de u 4 est B et par suite A est semblable & B.

B . ‘ cosf —sinf
ii. La matrice de rotation est orthogonale donc par un calcul par blocs

sinf  cosf
on a ‘BB = I, et par suite B est une matrice orthogonale.

iii. Sin =2p alors la forme de B est

1

cosf; —sinb,

B= sinf; cosé;

costhp—; —sinty_;

sin 9},_‘1 cosbp_1

7. (a) En développant par rapport a la premiére ligne, on obtient

xc(X) =det(XI, - C) = X"~ 1.

(b) Les valeurs propres complexes de C sont les racines n-iéme de I'unité, alors C est sem-
blable & B dans M,,(C) et donc aussi dans M, (R) d’apres 1.

(¢) i. Pourk € [1,n], Uy = A5"1vp + - Ak-1y,

ii. On a
1 Ay o AN
T A e AR
1 An e /‘\-;;_1

iii. La matrice V est de Vandermonde et elle est inversible car les valeurs propres sont
distinctes. Ainsi (U, ...,U,) est une base de M, 1 (R) et la matrice de u 4 relativement
4 cette base est C car us(Uy) = AAFTW = AKW = U1 pour tout k € [1,n — 1] et
uallly) =A"W=W=1].



