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Le sujet comporte deux problémes indépendants. Le candidat peut traiter les questions dans I'ordre de son choix, &
condition de l'indiquer clairement dans la copie. La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans
I'appréciation de la copie.

L'usage d"une calculatrice non programmable est autorisé. L'usage de tout autre dispositif électronique est interdit.

Notations

Pour n,p € IN*, on note :
e M, ,(R) le R-espace vectoriel des matrices & n lignes et p colonnes.
e M, (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 7.
I, la matrice identité de M, (R).
‘A 1a matrice transposée de A et det(A) le déterminant de A.
Spec(A) I'ensemble des valeurs propres de A avec A € My(R).
Sx(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R).

n

¢ On munit My1(R) et R"” du produit scalaire canonique défini par: (x,y) = ) xiyx olt
k=1
X1, ..., Xu €t Y1, ..., Yn sont les composantes de x et y respectivement. On note aussi H |2 1a

norme euclidienne associée a ce produit scalaire.

Probléme I

Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire (-,-) et de la norme associée || - ||.
Soient x1, x3, ..., X, des vecteurs de E, on appelle matrice de Gram de la famille de vecteurs
(x1,%2,...,%n), la matrice de M, (R) notée Gram(xy, xs, ..., x,) et définie par

Gram(21,:%0; ... ; %) = { (%, xj>)1§i,j§n

c’est-a-dire :

(xl,xl) <X1, x2) o (xl,xn)
Gram(xy,x3,...,%,) = <x2’,X1> (xz,.x2> o (xz,lxn)
(xn,.xl) {(Xnpdp) .. (X Xy

On notera G(x1, xp, ..., X,) son déterminant.



Partie A : Etude d’un exemple

Dans cette partie, on considere E = R® que 'on munit du produit scalaire canonique et notons
B = (e1, €2, €3) sa base canonique. On considere les vecteurs :

x1=(2,-2,-1), x=(-1,1,-2) et x3=(1,12).
Q.1> Monter que (x1, X2, x3) est une base de R3.
Q.21 Soit M = Gram(xj, xp, x3), vérifier que :

9 (—2 —2
M=]|-2 6 —4].
274 6

Q.3 > Sans faire de calculs, prouver que M est diagonalisable dans M3(RR).
Y Q41> Montrer que le polynéme caractéristique de M est :

Pp(X) = X3 — 21X?% + 120X — 100.

Q.5> Déterminer alors det(M). Que peut-on dire de la matrice M?
Q.6 > Montrer que Spec(M) = {1,10}.
Y Soient E; et Ey les sous-espaces propres associés aux valeurs propres 1 et 10 respectivement.

Q.7 > Montrer que Ejg = Vect((2,—2,1), (2,1, —2)) et que ces deux vecteurs forment une base
orthogonale de Ej.

Q.8 > Montrer que E; = Vect ((1,2,2)).

Q.9 > Déterminer une matrice orthogonale P telle que M = PD P avec D = diag(1,10,10) la
matrice diagonale formée par les valeurs propres de M.

¥ Soit x = (1,1,0) et soient y et z ses projetés orthogonaux sur E; et Ejg respectivement.
Q.10 > Montrer que y = (%, %, %) puis déduire z.

Q.11 > Calculer la distance de x a E; puis a Eqp.

Partie B : Etude du cas général

Q.12 > Montrer que si la famille (x1,xy, ..., x,) est liée, alors G(xy, x2, ..., %) = 0.

v  Onsupposeque (x1,X, ..., %) estlibre. Notons F = Vect(xy,x, ..., xn) etsoit B = (e, ey, ...,en)
une base orthonormale de F. Soit A = (2;j) € My(R) la matrice dont les colonnes sont les
composantes des vecteurs x1, X2, ..., X, dans la base B.

n
Q.13 > Montrer que (x;, x]-) == E a,iax,; pour tout1 < i,j<m.
k=1
Q.14 > En déduire que Gram(xy, xp, ..., %) ='AA.
Q.15 > Déduire que G(x3,x2,...,%n) > 0.

Q.16 > Vérifier que Gram(x1,xp,..., %) € Sx(IR) et déduire que toutes les valeurs propres de
Gram(xy, X, . .., X,) sont réelles et non nulles.

Q.17 > Vérifier que pour tout X € M, 1(R),ona:
X . Gram(xy, %2, ..., %) - X =|| AX |3
et déduire que les valeurs propres de Gram(x1, xp, . .., X ) sont strictement positives.
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n
Q.18 > En déduire que pour tout A € Spec(Gram(xy,x2,...,%n)), ona A < Yol 1.

i=1

Y Onconserve les mémes hypothéses et notations que celles données juste apres la question Q.12.
Soient x € E et pr(x) son projeté orthogonal sur F.

Q19> Justifier que || x |2=|| pr(x) |1 + || x — pr(x) |I*
Q.20 > Montrer que G(x1, X2, ..., %n, X) = G(x1,%2, ..., Xn, X — pr(x)).
Q.21 > Montrer que G(x1,%2, ..., %n, ¥ — pr(x)) =| x — pr(x) I? - G(x1,%2,...,%n) puis que

1
o G(xlleI' . "xn’x) ’
d(X,F) = ( G(xlleI""xn) )

avec d(x, F) désigne la distance de x au sous-espace F.

n
Q.22 > Montrer alors par récurrence que G(x1,%2,...,%:) < [ ] || % ||? avec égalité si, et seule-
i=1
ment si, (xq, %y, ..., X,) est une famille orthogonale.

v Application : Matrices de Hilbert

On pose E = R,_1[X], n > 1 le R-espace vectoriel des polynomes de degrés inférieur ou égal
an — 1 et on le munit du produit scalaire défini par :

(P,Q) = /O 'P)Q(t)dt VP,Q € E.

Pour tout 1 < i < n, on pose P;(X) = X1,

Q.23 > Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.
Q.24 1> Calculer (P;, P;) pour tout1 <i,j < n.
Q.25> On appelle matrice de Hilbert d’ordre n > 1, la matrice H, = (hij) € My(R) avec

1
M= o1

YVi£i,j<n.
Déduire que les valeurs propres de H, sont strictement positives.
Probleme II

Partie A

Q.26 > Soit { la fonction définie par

Montrer que { est continue, décroissante sur |1, +oo[ et que Lufw {(x) =1
X

roo
v Pourtoutp € N, on pose I, = /0 tPe~ dt.

Q.27 > Justifier que I, existe pour tout p € IN.
Q.28 > Ecrire I,41 en fonction de I, et déduire une expression simple de I, -
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Q.29 > En déduire que pour tout réel a > O et tout p € N, ona: / e it = P

A s
“+00

Q.30 > Vérifier que pour tout réel + > O on a Yy = ) e ™ eten utilisant le théoréme d’intégra-
= n=1

tion terme a terme déduire que, pour tout entier p > 1, 0n a

Ja O
| gt =per+).

e

Partie B
. . aEe. T sm(xt)
Soit f la fonction définie par f(x) = / o dt -
0

Q.31 > Montrer que f est bien définie sur R et que f est impaire.
Q.32> Montrer que f est continue sur R.  (On rappelle que | sin(t)| < |¢| pour tout f € R.)
¥ Q.33 > Vérifier que pour toutx € Rett > 0,0na

sin(xt) B +00 (_1)nx2n+1t2n+1

et —1 _ngo(znﬂ)!(et—n'

Q34> En utilisant le théoréme d’intégration terme a terme, déduire que pour tout x €] — 1,1 [,
ona:

= ¥ (~1)g(2n + 22
n=0

et préciser le rayon de convergence de cette série entiere.
¥ Q.35> Montrer que pour tout x € Retn > 1, la fonction t — sin(xt)e " est intégrable sur

00 X
. —nt 3,
0. oo etque [ sin(xt)e " dt = T
+oo
Q.36 > En déduire que pour tout x € R, ona f(x) = 21 e
N
Partie C

Q.37 > En intégrant par parties, montrer que pour tout x € R* et n € IN*, on a

xsh(mx)
n2 + x2

/On(ch(xt) —1) cos(nt) dt = (—1)"

5 sin((n + 3)t)

.38 > Montrer que Y cos(kt) = —~—_ 27/
2 1 kzzl k) = = snl)

Q.39 > En déduire que pour tout x € R* etn € N*,ona:

n
_kXsh(mx) sh(7x) /” ch( xt) —1 . 1 '
g( N e °3. 2, T3 ping), sk gt

1
— 5 pour tout ¢ €]0, ] et n € IN*.

Q.40 > Montrer que la fonction ¢ : t > g(x_t()t% se prolonge en une fonction de classe C! sur [0, ],
sin 5
puis déduire a l'aide d'une intégration par parties que :
T
ngrfoo : P(t)sin((n+ 5)t)dt =0
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T 1
41> D tx eR", ’ 2
Q.41 Déduire que pour tout x € R*, ona ,?-__-;( - + 2~ 2sh(mx)  2x

Q.42 > En utilisant la question Q.36, montrer que pour tout x € R, ona:

Feraia-r() -0

rch(mx) 1 . B
W = Z;pourtoutx eR et¢(0) =0-

Q.43 > Vérifier que ¢ est continue sur R et que pour tout x € R*,ona:

Y Onpose ¢(x) =

X

¢(‘z‘)‘¢<x)=m;a“)‘ﬂ’

Q.44 > Déduire que pour tout x € R, ona: ¢ (%) —¢p(x)=f (g—) — f(x) -

Q.45 > Etablir que pour tout x € R, ona: f(x) = ¢(x) -

Partie D

Q.46 > En utilisant I'expression de f & I'aide de ¢, vérifier que pour tout x € R*, ona:

2

(F+5f(0) + 1) = -

Q.47 > En déduire que pour tout x €] —1,1[,ona:

7 3
(=T =300+ T (4 3) gan+ 222
Q.48 > En utilisant le produit de Cauchy, montrer que pour tout x €] — 1,1, ona:
400 n—1
(f())* =} (=)™ <Z C(2k+2)Z(2n - 2k)> 22"
n=1 k=0

2
Y
Q.49 > Déduire que (2) = 3 et que pour tout entiern > 2,0ona:

(n + 1) fon) = ¥ gK)z(n - 2%)-
Z k=1

n4 76
Q.50 > Vérifier que {(4) = et g(6) =

* Fin de I'épreuve x
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Notations

Pour n, p € N*, on note :

® M, ,(R) le R-espace vectoriel des matrices a 7 lignes et p colonnes.
Mz (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
I, 1a matrice identité de M, (R).
‘A la matrice transposée de A et det(A) le déterminant de A.
Spec(A) I'ensemble des valeurs propres de A avec A € M, (R).
S»(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R).

n
On munit M,;(R)etR" du produit scalaire canonique défini par: (x,y) = )_ xyi ol
k=1
X1,..., Xn €t Y1, ..., Yn sont les composantes de x et y respectivement. On note aussi || - || la norme euclidienne
associée a ce produit scalaire.

Probléme I

Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire(-,-) et de la norme associée || - ||.
Soient x1, xy, ..., xn des vecteurs de E, on appelle matrice de Gram de la famille de vecteurs (x1, x2, ..., Xn),la matrice
de M, (R) notée Gram(xq, Xy, ..., X) et définie par

Gram(xq,%3,...,%p) = (<xi'xi>)1si,jsn

c’est-a-dire :
(x1,x1) (x1,%2) ... (%1,%n)
(x2,%1) (%2, %2) ... (x2,%n)
Gram(x1,%2,...,Xn) = ” ’ .
(xn,x1)  (Xm,x2) ... (Xn,Xn)

On notera G(x1, %y, ..., X, ) son déterminant.

Partie A : Etude d’un exemple

Dans cette partie, on considere E = R> que ’on munit du produit scalaire canonique et notons B = (ey, 2, €3) sa base
canonique. On considere les vecteurs :
x=(2,-2-1), x%=(-1,1-2) et x3=(1,12).
Q.1> Montrer que (x1, Xy, x3) est une base de R®.

On a dim(R%) = 3 et

1/2:libre ou calcul du det et 1/2 pour dim

2 =f 1
dets(x1,%,%3) = -2 1 1 :21_12 ;i+2|:; ;|~“11 }1=8+0+2=107é0
-1 =3 P

et par suite (xy, X2, ¥3) est une base de R®.




Q.21 Soit M = Gram(xy, x2, x3), vérifier que :
9 -2 -2
M={|-2 6 -4]).
-2 —4 6

(x1,21) =22+ (-2)* + (-1)? =9, (x1,202) = (22, :1) = -2—-242=-2,
(x1,%3) = (x3,21) =2-2-2=-2,  (x,%) = (=12 +1*+(-2)* =6,
(x2,%3) = (X3, %) = —1+1—4=—4, (x3,x3) =12+12+22=6.

9 -2 -2
=>M=|-2 6 -4
-2 -4 6 1

Q.3 > Sans faire de calculs, prouver que M est diagonalisable dans M3(R).

Ona:

11 est clair que M est une matrice symétrique réelle, donc d’apres le théordéme spectral, elle est diagonalisable
dans M3(R). 1

¥ Q.41 Montrer que le polyndme caractéristique de M est :

Pp(X) = X3 — 21X2 4 120X — 100.

Ona
X-9 2 32
Pu(X)=det(X,—M) = | 2 X-6 4
2 4 X-6
X-6 4 7 32 2 2
= (X‘9)| 4 X~6l‘2l4 X—6}+2iX—6 4‘

= (X-9) [x2 —12X + 20] —2[2X — 20] +2[20 — 2X]

= [X®-12X2 420X — 9X? 4 108X — 180] + 80 — 8X
= X%-21X%+120X —100 (1)

Q.5 > Déterminer alors det(M). Que peut-on dire de la matrice M?

I P)1(0) = —det(M), donc det(M2‘=m1\00 # 0 et par suite M est inversiblg, | l
(172) e

Q.6 > Montrer que Spec(M) = {1,10}.
Ona X3 —21X2 + 120X — 100 = (X — 1)(X? — 20X + 100) = (X — 1)(X — 10)?, d’otx Spec(M) = {1,10}. (1)

Vv  Soient E; et Ejg les sous-espaces propres associés aux valeurs propres 1 et 10 respectivement.
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Q71> Montrer que Eyp = Vect (2, —2,1), (2,1, —2)) et que ces deux vecteurs forment une base orthogonale de Ey.

1/4

Ona
9x — 2y — 2z = 10x —x—2y—2z=0
MX=10X <> —2x+6y—42=10y <> -2x—4y—4z=0
—2x —4y + 6z = 10z —2x—4y—4z=0

Donc MX = 10X <= x + 2y + 2z = 0. Ainsi Ejp est un plan vectoriel de R3. 1 est clair que (2,—2,1) et
(2,1, —2) appartiennent a Eyg, de plus ils ne sont pas colinéaires et donc ils forment une base de Eqp.
D’autre part, ona ((2,—2,1),(2,1,-2)) = 4—-2-2 = 0 et donc (2, -2,1) et (2,1, —2) forment une base
orthogonale de Eq.

Deuxidme méthode: Ona

2 9 -2 -2\ /2 20 2
Ml1)=(-2 6 -a||[1])={10]=100{1] 1/4
- 2 -4 6) \=2 -20 -3

=2 e 2 20 2
6 —4 —2|=|-20]=10{-2}. 1/4
-4 6 1 10 1

Ainsi (2,—2,1) et (2,1, —2) appartiennent a Ejg, de plus ils ne sont pas colinéaires et donc ils forment une
lfamille libre de E1g et comme dim(Ejg) = 2 car M est diagonalisable, alors ils forment une base de Eyg or
ces vecteurs sont orthogonaux et par conséquent (2,—2,1) et (2,1, —2) forment une base orthogonale de

Q.8 >

Ep. 1/4
1
2%
2

Q.9 > Déterminer une matrice orthogonale P telle que M = PD P avec D = diag(1,10,10) la matrice diagonale

Montrer que E; = Vect ((1,2,2)).
Ainsi (1,2,2) appartiennent E}\et comme dim(E;) = 1 car M est diagonalisable, alors E; = Vect ((1,2, 2)).

Ona
1 9 -2 =2 1
M{2]l={-2 6 —4 2
2 -2 -4 6 2
\.L' l—/

formée par les valeurs propres de M.

Le théoréme spectral assure bien 1'existence d’une telle matrice orthogonale P.
Posons v1 = (1,2,2), v2 = (2,—2,1) et v3 = (2,1,—2), la famille (v1,v2,v3) est une base orthogonale de

v v
- 3__) est une base orthonormale de vecteurs propres et par

|2 |l," I o3 Il (1/2)

4!
vecteurs propres et donc (” ol ]
1 2

suite M = PD P avec

10 0 1t 2 2
D={0 10 0|etP=3(2 -2 1
0 0 10 2 1 -2

v  Soit x = (1,1,0) et soient y et z ses projetés orthogonaux sur E; et Ejg respectivement.

Q.10 >

QIlp>

122 G 3
Montrer que y = (5,§,§> puis déduire z.
1 U1 122 122 122
Ona =P b o e o e T e 1/1'01 s 737 18,3 ) — 1373 )
y El() ( ”01"2)"01”2 <( )(333 )(353) (333)
Commex=y+z(carE16{9iEm=]R3)onaalorsz=x—-y=(%,%,—_33).

Calculer la distance de x a E; puis a Ejp.

4B =l 2y I =l 2 1= | Cr+ G+ (PR =1 (2)

4B =l x -2 =y 1,= /G2 + i+ =1 (W2)

Ou bien utiliser le théoréme de Pythagore :
l}tz =2 = d(x, Em)z ot d(x, El)z = d(x, Em)z =2 d(x, E1)2 =1,

(1)
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Partie B : Etude du cas général

Q12> Montrer que si la famille (x1, xa, . .., xy) est liée, alors G(x1, x2,...,%,) = 0.

n
Si (x1,%2,...,%) est liée alors il existe k € {1,2,...,n} tel que x;, = E a;x;. Par suite (xj,xk) =
i=Lizk  (1/4)
n
ai(x;,x;),V1 < j .ﬁ‘ms' i la k-eme colonne de Gram(xy, x,...,Xp) est une combinaison linéaire des
i=1,Zi;ék i\Xj, Xi %1” n
autres colonnes et par conséquent son déterminant est nul c’est-a-dire G(x1,x3,...,%,) =0.  (1/2)

On suppose que (x3,x2,...,%y) est libre. Notons F = Vect(x;,xy,...,%,) et soit B = (ey,e2,...,6,) une base
orthonormale de F. Soit A = (a;j) € Mn(R) la matrice dont les colonnes sont les composantes des vecteurs x;,

X2, ..., Xn dans la base B.

n
Q.13 > Montrer que (x;, Xj) = k):l ay;ay,; pour tout1 <i,j < n.

n
Par définition de A, ona x; = Z agier, V1 <i<netcommeBB = (el,ez,_... ., €x) une base orthpnormal_e de
- k=1 (1/2) commencer le calcul bilinearité du produit scalaire
, alors

n
(xi,xj) = Z Ay V1<ij<n
k=1

(1)

Q.14 > En déduire que Gram(xy,x3,...,%y) =tAA.

n
Il est clair que A = (c,-,j) avec ¢ ; = E ay,iax,j, pour tous 1 < i,j < n,d’ol
k=1

Gram(xy,x3,...,%,) ='AA.

(1)

Q.15 > Déduire que G(x1,x2,...,%x,) > 0.

G(x1,%2,...,%;) = det('!AA) = det(*A)det(A) = det(A)2 >0.  (1/2)
Or A est inversible car (x1, %y, ..., Xy ) est libre, donc det(A) # 0. Ainsi

lG(xl,xz,...,x,,) >0.]

(1)
Q.16 > Vérifier que Gram(x1, x2,...,%x) € Sx(R) et déduire que toutes les valeurs propres de Gram(x1, %2, ..., Xn)
sont réelles et non nulles.
Comme (x;,x;) = (xjx;) pour tous 1 < i,j < n, alors Gram(xy,xy,...,%,) est une matrice sy-

métrique réelle. Donc d’aprés le théoréme spectrsh} rgltes ses valeurs propres sont réelles et comme
(1/4)G(x1,x2,...,%s) # 0 alors aucune de ces valeurs proprés n’est nulle. Ainsi toutes les valeurs propres de
Gram(xy,xy,.. ., %n) sont réelles et non nulles. (1)

Q.17 > Vérifier que pour tout X € M, 1(R),ona:
X . Gram(xy,%2,...,%,) - X =|| AX |13

et déduire que les valeurs propres de Gram(xy, xy, . .., X,) sont strictement positives.

o 'XGram(xy, %y, .., xn) X = 'X'AAX =< AX, AX >= | AX]]%. (1/2)
e Si A est une valeur propre de Gram(xy, xp,...,%;) alors 3 V. € M,;1(R)\ {0} tel que
Gram(x1,%y,...,%,)V = AV etdonc fVAV = ||AV||: = /\HV“Z >0.D'otA>0.0rA #0doncA > 0'(1l4

/4)
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v

n
Q.18 > En déduire que pour tout A € Spec(Gram(xy, X, ...,%n)),ona A < I ET

i=1

Notons Spec(Gram(xy,x2,...,%n)) = {A1,-,An}.Ona

ZA,- = tr(Gram(x1,%2,..., %)) = Y ||l2k/?
i=1 k=1 (1/2)

D’apres Q.17 toutes les A; sont strictement positives. On déduit donc sin>1

n
A< Y Iz |* ,VA € Spec(Gram(xy,x, .- ., %n))
k=1

On conserve les mémes hypotheses et notations que celles données juste aprés la question Q.12. Soient x € E et
pr(x) son projeté orthogonal sur F.

Q19> Justifier que | x [|2=| pr(x) |1* + || x — pr(x) %

Q.20 >

Par définition du projeté orthogonal, on a x — pr(x) € F*, en particulier pr(x) et (x — pr(x)) sont orthogo-
naux et par le le théoréme de Pythagore,

]2 = lpe@)I + lx — pe()I1*.

Montrer que G(x1, X2, ..., %n, X) = G(%1,%2,.- ., Xn, X — pr()).
Par multilinéarité de G,on a
G(xy, %0, %n, %) = G(x1,%2,...,%n, X — pe(x) + pe(x))

= G(x1,%2-,%n, % — pr(%)) + G(x1, %2, . .., %n, PE(X))

or (x1,%,...,%n, pr(x)) est liée, donc G(x1, X2, ..., Xn, pr(x)) = 0 et par suite

E(xl,xz,. X, %) =G0, X, - . - X X = pp(x).l

Q.21 > Montrer que G(x1, X2, . .., ¥n,x — pr(x)) =|| x — pr(x) I? - G(x1,x2, - - ., Xn) puis que

1
G(xl,xz,...,x,,,x))2
G(x1,%2,.-.,%n)

d@ﬂ:(
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avec d(x, F) désigne la distance de x au sous-espace F.

0
Ona.G(xlleI-..;xnlx_ pP(x)) = Gram(xl,xz,u.’xn) : (1/4)
0
* o % lx—pr()|?

car x — pp(x) € F* etdonc (x — pp(x), %) =0, V1<i<n.
On développe ce déterminant par rapport a la dernire colonne on obtient :

G(x1,%2,...,%n,x — pr(x)) = ||x = pr(x) |G (21, %2, . . ., Xn). (1/4)

et par la question précédente, on déduit que

G(xll X2/ 000 Xny x) = “x = PF(x) ”2G(xll X2 Ix'l) (1/4)

et comme G(x1,xy,...,%,) estnon nul (d’aprés Q.15), alors

dn=le-prill - (Gteenedl) | 009

n
Q221> Montrer alors par récurrence que G(x1,x2,...,%n) < [ ] | %i [|? avec égalité i, et seulement si, (x1, %2, . . ., Xn)

i=1
est une famille orthogonale.
Sin=1,G(x)=|(x,x)| = |1|? —vrai  (1/4)
n

Soit 7 > 1, supposons que G(x1,%p,...,%x) < [ ] l|%il|* et quon a égalité si, et seulement si, (x1, %2, ..., Xn)
i=1

est une famille orthogonale et montrons le résultat pour n + 1.

Ona G(xlr X2y e esXn, xn+l) = "xn+1 = PP(xn-H) ”2G(x1/ X2yevny xn)-

Or ||xp11 — pr(%ns1)|I? < || Xn41]|? (d’apres Q.19). Donc

n n+1
Gy, 22, Xms Xnt1) < [Xnsa PG (x1 %2, xn) < lauaa PTTxil? = TT Il (1/4)
i=1 i=1
De plus on a égalité si, et seulement si, (¥1, X2, . . ., ¥») est une famille orthogonale et ||x,11 — pr(*n+1) I? =
P ]|2 c’est-2-dire pr(x,4+1) = 0 ou encore x,41 € F'ce qui prouve qu’on a égalité si, et seulement si, 1/2)
(%1,%2, ..., Xn, Xn41) est une famille orthogonale. Le résultat se déduit par récurrence.
1/2 si I'etudiant ne démontre que l'inégalité
Application : Matrices de Hilbert

On pose E = R,-1[X], n > 1 le R-espace vectoriel des polyndmes de degrés inférieur ou égalan —1 et onle
munit du produit scalaire défini par :

1
(P,Q) = fo P(1)Q(t)dt VP,Q € E.

Pour tout 1 < i < n, on pose P;(X) = X1,

Page 6 sur 17



Q.23 > Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.

Ona:
e Pour tous P, Q € R,,—1[X], (P, Q) = (Q, P). Ce qui montre que (-, -) est symétrique. (1/4)
ePoura €R, P,Pet Q € R,—1[X], ona

@R +BQ) = [ @B+ B0
1 1
— o[ BOQWd+ [ BEQE b

(1/4)
== ‘x(Pll Q) + <P21 Q)
ce qui prouve que (-, -) est linéaire par rapport a la premiére variable et par symétrie, on déduit qu’elle est
bilinéaire. .
e (P,P)= /0 (P(t))?dt > 0, pour tout P € R,_1[X] ce qui prouve la positivité. (1/4)

1
o (P,P) =0+ /0 (P(t))?dt = 0 et comme la fonction ¢ > (P(t))? est continue positive sur [0,1], alors

P(t) = 0Vt € [0,1]. Ce qui implique que P est un polyndme admettant une infinité de racines et par
conséquent c’est le polynéme nul. (1/4)
Finalement, on conclut que (-, -) est un produit scalaire sur E.

Q24> Calculer (P;, Pj) pour tout1 <i,j < n.

1
i+j-1 (1)

) .
Vi<ij<n, (P,P)= /0 Fi+i24s =

Q251> On appelle matrice de Hilbert d’ordre n > 1, la matrice H, = (h;;) € Mu(R) avec

1
ettt RS <iji<mn.
hi s Vi<ij<n

Déduire que les valeurs propres de H,, sont strictement positives.

H, estla matrice de Gram de P, ..., P, avecla famille (Py, ..., P,) est libre car il s’agit d"une famille de poly-
ndmes de degrés de(uxn a deux différents. Par suite, d’apres Q.17, les valeurs propres de Hy sont strictement

positives.
Probléme II
Partie A
Q.26 > Soit { la fonction définie par
|
{x)=3, iy
n=1
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Montrer que  est continue, décroissante sur |1, +-o0[ et que xlig} {(x)=1.

Posons g (x) = -};, pour tous x €]1, +co[ etn € N*.
e Soit [a,b] C]1,+e0[,0ona

1
[Cn(x)] < = ,Vx € a,b],Vn>1 (1/4)

. 1 ; <
et comme la série -2 converge (a > 1), alors la série de fonctions ) , converge normalement et donc
n>1 n>1
uniformément sur tout segment de ]1, +00[ et comme {, est continue sur |1, +oo[ pour tout n > 1, alors { est
continue sur |1, +o0|. (1/4)

eOna |fn(x)| < 2 Vx € [2,+o0[,n > 1 et comme la série 2 -2 converge, alors la série de fonctions ) 7,
n>l n>1
converge normalement et donc uniformément sur [2, +-00[. Or

0 sin>2
1 sin=1

m {n(x) = _Hm e~ xIn(n) _ { (1/4)

xX—+00

alors, d’apres le théoréme de la double limite, on obtient :
+00
Jim (o) = X (im0 =1

e Pour tout n > 1, la fonction x — —1; = ¢~*In(") st décroissante sur ]1,+o0] et par convergence simple, on
déduit que { est décroissante sur |1, +oo|. (1/4)

+o0
VY Pourtoutp € N, on pose I, = /0 tPe~! dt.

Q.27 > Justifier que I, existe pour tout p € N.

1 1.
La fonction ¢ — tPe* est continue par morceaux sur [0, +oo et tPe™* = o0o(-) avect — — intégrable
P trtoo  F2 t2 3

sur [1, +oo[ donc la fonction ¢ + tPe* est intégrable sur [0, +oo[ pour tout p € IN et par suite I, existe pour
tout p € IN. (1)

Q.28 > Ecrire I en fonction de I, et déduire une expression simple de I, -

On pose :

u(t) =Pl — ()= (p+ 1)
V(t)=et — o(t)=—e!

et en intégrant par parties, on obtient :
+o0 +00
Ly =/0 ity = [ —tPt1, —‘ 0 p+l)/ Petdt=(p+1),  (1/2)

+o0 -
Onalyy = (p+1)Ip, Vp € N et par itération, on obtient I, = p!Iy or Iy = /o etdt = [—e"];’ =1let
donc I, = p!,Vp € N. (1/2)

+oo !
Q.29 > En déduire que pour tout réel 2 > O ettout p € N, ona: /0 e dt = ;%T .

Onpose u = at, dt = éaﬁ et donc

+00 +o cu\p _, du 1t !
et dt = / (—) e — = —/ wPe by =P =
[) & d 0 a a aP+1 0 ap+l ap+1 (1)

+00
= E e~ ™ et en utilisant le théoréme d’intégration terme a terme
n=1

1
Q.30 > Vérifier que pour tout réelt > Oona: Pt
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(1/4)

déduire que, pour tout entier p > 1, on a

Y ir(p+1
‘/(; et —1 '"p‘g(p+ )'

Pour tout ¢ €]0, +oof,lasérie " e™™ = }_ (e7*)" est convergente comme étant série géométrique avec e ¢| < 1

n>1 n>1

(cart > Q) etona

—+o00 e—t 1

y e M= — = ,Vt>0

et 1—et -1

oo 7 (1/4)
D’apres la question précédente, ona ) tPe ™ = 7 V> 0.Posonsgn(t) = tPe ™, n > lett €]0,+o00].

n=1 -

tPe

o 1l est clair la série de fonctions ) g, converge simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction g(t) = e B B

1—et’
n>1
10, +o0[ qui est continue par morceaux sur |0, +o0].
e D’apres Q.29, g, est intégrable sur |0, +oo[ pour toutn > 1.

+oo +o0 ! p!

D'apres .29, on a [ Hlar= [ remar= Pt la série de Ri
e D’aprés Q.29, on a A |gn(8)] A —>71 et comme la série de Riemann n;l n”“(f?z?)verge
(car p+1 > 2 > 1), alors d"apres le théoréme d’integration terme a terme, on déduit que

+o00 oo +00 -+00
,1;1 (/0 gn(t) dt) / 2 gn(t)dt = /(; g()dt
+o0 th"t

+00 i
c’est-a-dire 21 n%T = /0 g dt ou encore (1/4)
n=

= dt ! 1 Vp>1
/0 P =plf(p+1) ,Vp2

Partie B

PP
Soit f la fonction définie par f(x) = /o * sin(xt) dt+

et —1

Q.31 > Montrer que f est bien définie sur R et que f est impaire.

Q32>

e Soit x € R, la fonction ¢ — sm(_xi) est continue par morceaux sur |0, +°°£1 Iéﬁglongeable par continuité en 0%,

sm(xt) — =X et au voisinage de 400, on a sm(xt) .
—1 150+ &LS =1 tree’ t2(1/4
est intégrable sur |0, +oo[ pour tout x € R, ce qui prouve que f est définie sur R.
+00 sm( xt)
of —

en effet ——= avect — - - 5 intégrable sur [1, +o0]

donc la fonction ¢ n—)
eona f(—x) = /
0

Montrer que f est continue sur R.  (On rappelle que |sin(t)| < || pour tout t € R.)

00
dt = /0 % dt = —f(x), Vx € R et donc f est impaire.

(1/4)

M ER, t €]0, +oo].

e Vx € R, la fonction t — ¢(x, t) est continue par morceaux sur |0, +o0].
e Vt €]0, +o0l, la fonction x — @(x,t) est continue sur R.

e Soit [4,b] CR,ona

Posons ¢(x,t) =

sm(xt) |x|t c.t
loGet) = | =7 | S a7 <77 Vrelblvielo+o  (1/2)
avec ¢ = max(|a|, |b|) et comme la fonction ¢ B L = est intégrable sur |0, +oo[ (d’apres Q.30). Finalement, on
déduit que f est continue sur R. (1/2) theorem
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Vv Q.33 > Vérifier que pour toutx € Rett > 0,0ona

sin(xt) _ +o00 (—1)"x2"+1t2"+1 .
et—1 ‘o (2n+1)(ef-1)

D’apres le développement en série entiere de la fonction sinon a

+00 (—1)" (xt)2n+1

sin(xt) = )

L 2n 1 1) ,NVxeR,VteR

etdonc
sin(xt) . +zoo (__1)nx2n+1t2n+1

e —1 _n=om ,Vx € R,Vt €]0, +o0[ 0

Q.34 > En utilisant le théordme d’intégration terme 2 terme, déduire que pour tout x €]-1,1},ona:

() = $(~1)g(2n + 22

n=0
et préciser le rayon de convergence de cette série entiere.

(—1)"x2”+1 p2n+1

2n+1) e -1
e D’apres la question précédente la série de fonctions Y hy converge simplement sur 10, o0 vers la fonc-
n>0

Posons hy(t) = n € Nett €]0,+oo.

tion h(f) = s:f‘(_";)

o D’aprés Q.30, h, est intégrable sur |0, +oo[ pour toutn € N.
e Pourtoutn € N,ona

, t €]0,+00[ qui est continue par morceaux sur |0, +o0].

(1/4)

+o0 " p lx|2n+1 +oo p2n+1
/o [n(8)] t”(2n+1)!/o et —1

2n+1 - 2n+1 : - . . n :
or |x|*"*'¢(2n +2) e |x|** ™", car xl—l)l—?oo Z(x) = 1 et comme la série géométrique n);o |x|* converge si
|x| < 1,alors }_ |x|"Z(2n +2) converge et d"apres le théoréme d’integration terme 2 terme, on déduit que

n>0
[ (/0+°°h,,(t)dt) = /0+°°

n=0

dt = |x|*"+1g(2n +2)

+00 +00
n);lh,,(t) dt = fo h(t) dt
(1/4)

Ainsi

flx) = f(«l)”(@n +2)x"*1 Vxe]-1,1]

n=0

Finalement, on remarque que pour x = 1 cette série diverge car |(=1)"g(2n + 2)| R 1 # 0ce qui

prouve que le rayon de convergence de cette série entiére est R = 1. On peut aussi appliquer la régle de
D’Alembert :

(=1)"1g(2n +4)x**3| _ f(2n+4) ol o o
(—1)Pg(2n+2)x21 |~ [(2n+2) T note

et on déduit que la série ) _ (—1)"§(2n +2) x2"+1 converge si |x| < 1 et diverge si |x| > 1 ce qui prouve que
- - 112)

v Q.35> Montrer que pour tout x € R et n > 1, la fonction ¢ sin(xt)e ™ est intégrable sur [0, +oof et que
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x
n? | x

+e0
/0 sin(xt)e ™ dt =

e Soit x € Retn > 1.La fonction t — sin(xt)e ™™ est continue par morceaux sur [0, +oo| et sin(xt)e ™™ i
0

1
o(tlz-) avect > - intégrable sur [1, +oo[ donc la fonction ¢ — sin(xt)e™™ est intégrable sur [0, +oo[ pour
toutx e Retn > 1. (1/2)

eOna e oo .
/0 sin(xt)e ™ dt = Im (/0 gixte—nt dt) =Im (/ e(_”+i")tdt)
0

7+
/+°° e(_n+ix)t dt = e(_n+1x)t N fooi 1 ot L) + ix
0 —n+ix o n—ix n?4 x?

or

et donc

-+00 x
. —nt
/0 sin(xt)e ™ dt = P SR ,VxeR,Vn2>1 1/2)

+00

: x
Q.36 > En déduire que pour tout x € R,ona f(x) = ngl g
t
Ona s::\(x ) 2 sin(xt)e™™, Vx € R, Vt €]0, +oo].

(1/4)

(1/4)

(1/4)

(1/4)

Posons ky(t) = sm(xt)e‘”t t €]0,+oo,n > 1.
in(xt
o 1l est clair la série de fonctions ) k, converge simplement sur |0, 4-oo[ vers la fonction k(t) = g:—?—gc—l),
n>1
t €]0, +oo[ qui est continue par morceaux sur |0, 4.
e D’aprés la question précédente, ky, est intégrable sur |0, +oo[ pour toutn > 1.
eOna

/0+°°1k,,(t)|dt= /0+°°|sin(xt)|e—"fdt_<_|x| /+ b gt = ':'

( / te~™ dt = — d’apres Q.29) et comme la série de Riemann ) l;l converge, alors d’apres le théoréme
n>1
d’integration terme 2 terme, on en déduit que

¥ (_/[)+mkn(t)dt) :/:mfkn(t)dt: /0+°°k(t)dt

n=1 n=1
c’est-a-dire
+00 +o00
fleh= Y, (/0 sin(xt)e™™ dt) VxeR
n=1
ou encore
00 x
f(x)—n};im ,Vx e R
Partie C

Q.37 > En intégrant par parties, montrer que pour tout x € R* etn € N*, ona

xsh(mx)

‘/(;R(Ch(xt) —1) cos(nt) dt = (—1)"
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On pose
u(t)=ch(xt) —1 — u'(t) = xsh(xt)
V() =cos(nt) — o(t) = i—sin(nt)
[ (ehiat) = 1) cos(ut)dt = [% sin(nt)(ch(xt)——l)]:— X [ shixt) sin(nt) dt

(1/2) -z /o " sh(xt)sin(nt) dt

On pose
u(t) =sh(xt) — u'(t) = xch(xt)

) == sinlnd)  — v(t)=—%cos(nt)

/0 § (ch(xt) — 1) cos(nt) dt

= 2 [-Leos(uyshiat)]| ~ %3 [" bt costuty

i 2 V4 n
(112) = —--z- [—% cos(nt) sh(xt)}o - % /(; (ch(xt) — 1) cos(nt) dt +/(; cos(nt) dt
| ——

=0

_ mtablan) o8 [ (eh(at) = 1) cos(mt)

nz

xsh(7x)
n?2 '’

x2 [r
Ainsi (1+ ) /0 (ch(xt) — 1) cos(nt) d = (—1)" d'od

2 X sh(mx)

24 2 ,Vx € R*,Vn € N*

/on(ch(xt) —1) cos(nt) dt = (~1)

sin((n + %)t)

n
Q.38 > Montrer que ) cos(kt) = - % pour tout t €]0, r] etn € N*.

P 25in(%)
n n int int
. ikt _ itl — _ ii 1—¢ )
k);lcw(kt) =Re (ge ) ke (e 1-eét ) Ke (e et —¢it
~ Re e — ei("+%)t — Re iel% — ie"(""”%)t s sm(%) +sin((n + %)t)
—2isin(§) 2sin(}) 2sin(})
n 3 Lys
=| Y cos(kt) = w - ,Vt €]0, 1], Vn € N*
= 2sin($) 2
1)

Q.39 > En déduire que pour tout x € R* etn € N*,ona:

n h : h 1 /7 ch =i
’El(—l)kxksz i’;;) i % s g:x) +§/0 s(ii:()é) sin((n + 1)#) dt -

Page 12 sur 17



Pourtousx € R*etn € N*,ona:

- xsh(mx) & n
k2=21(~1)" Zi2 kg:l (/0 (ch(xt) — 1) cos(nt) dt)

= /0 " (ch(xt) — 1) E cos(nt) dt

(1/2) = /(ch(xt) 1)2(3“2(—(511’;:%—7)m %) dt
= ——/ (ch(xt)—l)dt+2/ Ch(xt) sin((n+ 7 )f)dt
(1/2)

_ g_shgx) 2/nchsxt()) sin ((n+§)t)dt

Q.40 > Montrer que la fonction ¢ : ¢ —d—l(x—?t—;—l se prolonge en une fonction de classe C! sur [0, 7], puis déduire a
sin{ 5

'aide d’une intégration par parties que :

Jdim [" p(®)sin((n+ Dt =

e La fonction ¢ : ¢ — sh_(_af_t_)T:_l est de classe C! sur |0, n] et ch(.xt) — % X2t A 0, ce qui prouve
sin() sin($) +50+ i
(1/4) |que ¥ se prolonge par continuité en 0" en rajoutant le point (0) = 0. On a
S = xsh(xt)sin(§) — } cos(%)(ch(xt) —1)
(sin(3))?
xsh(xt) cos(§) ch(xt) —1
: o - ,Vt €]0, 7]
i) 2 m@r " C
xt)?
or x?h(’:t) ~ t = 2x* et shilxl) — LIZL = 2x* et par suite lim ¢'(t) = x? et par conséquent 1 est
(1/4) sin(z) t-0t 3 (sin (z))2 50+ 5 t—0+

dérivable en 0 et ¢/ (0) = x? et clairement ' est continue en 07. Finalement, la fonction 3 se prolonge en une
fonction de classe C! sur [0, ).

e En intégrant par parties, on a

/‘)nw(t) sin((n + %)t) dt = [_ll’(t) cos((n+%)t)}0 N 1

n+%

n 1
¢'(t) cos((n+ 5)t)dt
(1/4) T 2

n+s3J0
= L MWt cos((n+ 2y at
n+3Jo 2
m
(1/4)| = ‘ /0 () sin((n + %)t) dt\ < ot le résultat.
T 1
41> D * g s
Q41> Déduire que pour tout x € R*, ona ng( 1} oy xz = 5eh(m) 2%
En faisant tendre n — +oo dans 'égalité démontrée dans la question Q.39, on obtient
I .S
) = k2+x2  2sh(nx) 2x '
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Q.42 > En utilisant la question Q.36, montrer que pour tout x € R,ona:

2( n2+x2 (;)—f(x)

n=1
Pour tout réel x, on a
—1)" v *
(1/2) ,;1( ) n2 + x2 E (Zn)2 + x2 ,;) (2n+1)2 + 22
et +o00 -+-o00
X % x
f() ""z_:'lnz%—x2 E ¢ (2n)2 + x2 * g (2n +1)2 + x2
+oo x +00 2% +00 X x
-1\ = —_— ———————-—-2 s —).
(1/2) D°“C,§1( 1 n2 + x2 + ) El (2n)% + x2 n‘; n? +(%)2 f(2)
+00 ¥
: _am — %y _
Ce qui prouve que ngl( D" e f(z) f(x) ,VxeR.
_mch(mx) 1 . o
v  Onpose ¢(x) = 2sh(mx) 2z pour tout x € R* et ¢(0) = 0
Q.43 > Vérifier que ¢ est continue sur R et que pour tout x € R*, ona:
x 1
#(3) ~90 = 7 3
e Il est clair que ¢ est continue sur R* et
(1/4) _ mch(mx) 1
() = 2sh(mx) 2x
_ mxch(nx) — sh(7nx)
- 2xsh(7x)
o (1 - 552’12) - (7rx - 5"—;‘2) + o(x?) Lmx)® 2 A
(1/4) - 27tx2 + o(x2) x50 27rx2 =6 0 7

donc ¢ est continue en 0 et par suite continue sur R.
e Pour tout x € R*,ona

% _ nch(F) 1 mch(mx) 1
$G)-9() = TREH "z Zh(m) =
(1/4) (Ch(z) ch(x)) 1

sh(3) sh(x) T2

_ o 2ch(5)* ch(») 1
2 \2ch(3)sh(Z) sh(x) 2x

w(l-i-ch(x) ch(x)) 1
T2\ sh(x) sh(x)) 2x
g _~ _1
~ 2sh(mx) 2x
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Q.44 > Déduire que pour toutx € R,ona: ¢ (%) —p(x)=f (_;_) —f(x)-

D’apres les questions Q.41 et Q.42,0n a

_ A

,Vx e R*

et d’apres la question Q.43, on obtient tp(;) -¢p(x)=f (;) — f(x), Vx € R*. Cette égalité est encore vraie
oy | a0 % x
(1) pour x = 0,d’ou ¢(§)—4>(x) =f(—2-)——f(x) ,Vx e R.

Q45> Etablir que pour tout x € R, ona: f(x) = ¢(x) -

Ona ¢(§) —¢(x) = f(;) — f(x), Vx € R et donc

#(51) ~ 9(5) = f(gig) - f(Z) VxeRkeN.
Ainsi
Y () - #(30) = L (FGre) — f(3p)  Vx€RVmeN.

c’est-a-dire ¢(27x+—1) —¢(x) = f(zn%) — f(x) Vx € R,Vn € N et lorsque n — -+oc0, on obtient ¢(0) —
(1) o(x) = f(0) - f(x) VxeR. D’oﬁ'f(x) =¢(x) ,Vxe IR.]

Partie D

Q.46 > En utilisant I'expression de f a I'aide de ¢, vérifier que pour tout x € R*, ona:

(F)?+ 3£ (x) + -f (x) =

(FG2+ 5 (x) + 2 (x)
(nch(rcx) B }_)2 L1 (n’_zshz(nx) — ch?(mx) " L) +% (nch(nx) 1 )

2sh(mx) 2x 2\ 2 sh?(mx) 2x2 2sh(mx)  2x

72 ch?(rrx) _ 7 ch(nx) N _}__] N [nz (l 3 chz(nx)) 1 ] N [7: ch(mx) 1 }
4x2

sh2 (mx) 2x sh(rx) 4 shz(rrx) 4x2 Esh(nx) T2

7>
4

M Donc (f(x))2+%f'(x)+%f(x)=%2 ,Vx € R*|

Q47> En déduire que pour tout x €] — 1,1/, ona:

(f(x))2=-—2——”€ (2) + Z( 1" 1(n+ ) Z(2n +2)x*" -
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Ona (f(x))* = —nf - %f’(x) - lf(x), Vx € R* et donc

4
(1/4) (F@)? = 1;— -5 ):< 1)"(2n+1)f(2n +2)22" — = g) (=1)"g(2n +2)x2**
wm = ”T - ):( 1)"(n+ 5 )C(2n+2)x2" ;0 (~1)"g(2n +2)"
= 52 - E( ~1)*(n+= )g‘(zn +2)x2"
w4 =7- —g(z) Z ~1)"(n+ > )c(zn+2)x2" Vx €] —1,1[\{0}

n=1

et par continuité de f en 0 cette égalité vraie pour x = 0, d’ol

(0 = = 60 - -1+ an +2)2, veel -1

(1/4)

Q.48 > En utilisant le produit de Cauchy, montrer que pour tout x €] —1,1],ona:

n—1
(f(x)? = ):( (et (;}C(Zk+2)§(2n—2k)> X2

Ona f(x) = E (-1)"¢(2n+2)x™*+1 ,Vx €] —1,1] et comme une série entidre converge absolument sur son
n=0
disque de convergence, alors par la formule du produit de Cauchy, on obtient :

FE)E= S W vxe-11]

n=0

avec

) Wy = k{% (~1)F7(2K + 2)x2H (—1)r g (2(m — k) +2)22n-0+1
= (1) kfo {2k +2)(2(n k) +2)
donc
(fx)? = Z( H* (kz, C(2k +2)C(2n — 2k+2)) 22 Yxe]-1,1]
ou encore B
(1/2) (f(x))? = E( 1=t (): Z(2k+2)g(2n — 2k)) 2 vxe]l-1,1]

72
Q.49 > Déduire que {(2) = — et que pour tout entiern > 2, on a:

1 n-1
n+ ) tlen) = Y. c@hg(an — 20
( 2 k=1
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D’apres I'unicité du développement en série entiere, les questions Q.39 et Q.38 donnent :

(2 3

T -5t@=0
| i+ 2)e(an+2) = (-1 ()f {(2k+2)7(2n - 2k)) , vax1 (U4
\ k=0
(1/2) pour zeta(2) 'g(z) = 562_
i T 2)(an) = ¥ r@k+2)0(@n—2%-2), Vn32

=0

nz
{(2) = <
A 1 n_1 (1/2) pour zeta(2n)=(1/4)+(1/4)
(1/4) (n+3)¢(2n) = k_Zl {(2k)g(2n—2k), Vn>2
Q.50 > Vérifier que {(4) = _97% etZ(6) = .97_2_65

D’aprés la question précédente, on a (pour n = 2) :

@+ W = ¥ cenca- .
k=1

(1/2) |Ce qui donne 25(4) = {(2)% etdonc|Z(4) = §§(2)2 = % . % = 9_7:3 .

Pourn =3,0na ;C(é) = i 7(2k)Z(6 — 2k) = 27(2)Z(4) et donc
k=1

2
(6) = =4 2. 2T

* Fin de I'épreuve *
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