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Exercice1: Soit IR? 'espace vectoriel sur IR, dit aussi le IR-e. v. IR? ( e.v. signifie espace vectoriel }, muni de

«+vetw.vusuelles { : (x1,y1,21) + (X2,y2,22) = (Xxa+%2 ,y1+y2, 21+22) et

A{x,y,2) =(Ax ,Ay, z) pourtout A de IR } etsoitles vecteurs u; , u; et uz suivants,
up =(1,2,0) ; u=(3,2,1) . , us = (2,0,2)
1) Que signifie que ce espace vectoriel IR? est de dimension 3 ?
2) a) Que signifie que (uy ,u; , uz) est libre ?
b) Prouver que (ui ,u; , uz) estlibre.
3) Soit o, B et y des nombres réels.

i) Déterminer les réelsa, b et ¢ solutions du systéme d’équations suivantes,

a+3b+2c=«
2a+2b =8
b+2c =y

it} Ces solutions sont-elles uniques ? (pour o, 3 et v fixés ).

4) i) Déduire de 3) que {u; ,u; , us) est générateur ( dit aussi famille génératrice ) de ce e.v. IR,
it} Retrouver que {u; ,u, , us) estgénérateur de ce e.v. IR par déduction de 2) b).

5) a) Déduire aussi de 3) que (us ,u; , us) est une base de ce e.v. IR3,
b) Retrouver que (u; ,u; , uz) estunebase de ce e.v. IR® par déduction de 2) b).

¢} Quelles sont les coordonnées du vecteur (o, B,y )de IR®danslabase(u1 ,uz , uz)?



Exercice 2: Soit E le IR-e.v. { espace vectoriel sur IR ) des polyndmes de IR vers IR a coefficients réels muni de
«+»et«.»usuelles ( Pour tous polyndmes fi et f; de E, (fi + f,) (x} = fi(x) + f2(x) et pourtout f de
Eet tout AdelR, (Af)(x) = Af(x) , pourtout x élément de IR, et le vecteur nul Og de E est le polynéme

nul, le polyndme de IR vers IR tel que la valeur en tout x deIRest 0) etsoit F défini par,
F={feE | d(f)<s2}

C'est-a-dire que F est 'ensemble des polyndmes de IR vers IR a coefficients réels et de degré < 2.
( Rappel : Pour tous f; et f, de E, par définition, f;=f, signifie que fi(x)=f2(x) pourtoutx deIR).
1) Prouver que F est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel E.

(Indication: Pourtous polyndmes f, et f, de E, ona, d°(f; + f,) < Max({d°(f1), d°( fa)}), ot
Max ({d°(f1), d°(f2) })estle plusgrand parmi d°(fi) et d°(f,), avec la convention le polynéme nul
est de degré - o ).

2) Soit o, B ety trois réels deux a deux distincts. Prouver que le polynéme g de F tel que,
gla)=1 , g(p)=0 , gly)=0
est le polyndme g de IR vers IR défini pour tout x de IR par,
g(x) = p(x-p)(x-v) ol p=1/{(a-B)(a-7))

3) Déduire les polynémesh;, h, et h; deF tel que,

m(1)=1 , hi(2)=0 ; hi(3)=0
hy(1)=0 , ha(2)=1 : h2(3)=0
hs(1)=0 , hs(2)=0 ; h3(3)=1

4) a) Prouver que {hi, hy , hs) est libre.
{ Indication : en utilisant les conditions précédentes mentionnées en 3) )
b) Sachant que F est de dimension 3, déduire que (hy, h, , ha) est une base de F.
5) Déduire { d’aprés 3)) les coordonnées de tout polyndme f de F danslabase (hi, hz , hs).

Bonne chance



