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Probléeme I

Soit p € N*. On consideére 'équation d’inconnue z € R donnée par :
(Ep) :lnz+z=p

Partie I :
1. Montrer que I'équation (E,) posséde une unique solution sur R, et que celle-ci appartient

a [1,p].

On note z, la solution de I'équation (Ey).
2. Montrer que la suite (z,)p»1 est strictement croissante.
3. (a) Montrer que z, ~ p.

-

(b) Calculer p—gr:—loo Bpps = B
(c) Déterminer un équivalent simple & In(z,) et déduire que
2, = p — In(p) + o(In(p))-

Partie II
On fixe p € N*.
1. Vérifier que
Ve>1l, hxgz—1

On consideére la fonction

JiRy — R
z +— f(r)=p—Inz

On définit la suite (Uy)nen par :

{ UO = [Lp]
YneNN, Un+1 = f(Un)

2. Justifier que la suite (Uy)nen est bien définie et que Vn € N, U, € [1, p].

3. Si (U, )nen converge, que sera sa limite ?

4. Montrer que les suites (Uan)nen €6 (Uzn+1)nen sont convergentes.

Onnotea= lim Uy, et = lim Uspyy.
n—+00 =400

5. (a) Montrer que f(a) = B et f(B) = a.
(b) Déduire que a = S.

6. Déduire finalement que (U, )nen cOnverge vers Tp.



Probléeme 1T

On considere £ 'ensemble des fonctions f : R — R continues, non nulles, qui s’annulent au
moins une fois sur R et qui vérifient la relation :

Vz,y ER, f(z +y) + flz —y) = 2f(2) f(y).

Soit f € &.
1. Montrer que
(a) f(0)=1

(b) f est paire.
(¢) f s’annulle au moins une fois sur R%.
2. On pose I'ensemble E = {z > 0; f(z) = 0}
(a) Justifier que E admet une borne inférieure. On notera a = inf(E).
(b) Montrer que o € E.

(¢) Justifier que f garde un signe strictement positif sur [0, af.

3. On note w = g— et on considere la fonction définie sur R par g(z) = cos(wz).

Q
1(§)+1-27(55)

(a) Soit ¢ € N. Montrer que
"aen f(5) =9(z)

easaen, #(2) =a(%)

(On rappelle la formule : Vz,y € R, cos(x + y) + cos(x — y) = 2cos z cos y.)

(b) Déduire que

(c) Montrer alors que

4. On considere I'ensemble

Da={%§—;p62,qu}

(a) Montrer que D, est dense dans R.

(b) Déduire que les éléments de £ sont exactement les fonctions de la forme
T — cos(wz) ol w € R*.



