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Exercice : (7 points)

Soit = € N*. On considére la fonction f, définie sur [0, +oo[ par :
T-n
z+n

falw) =" -

1. Montrer que I'équation f,(z) = 0 admet une unique solution, notée a,.

2. (a) Montrer que f,,4+1(x) > f.(z), pour tout z > 0.

(b} Montrer que (an)nen+ est croissante.
(c) Montrer que (o, )nen- est divergente. (Indication : raisonner par 'absurde).

3. (a) Déterminer le signe de f,(n) et déduire que «v, > n, pour tout n € N*.

et déduire qu’a partir d’un certain rang a, < n + 1.

1
(b) Montrer que f,(n+1) ~ ==
A
1 | ’
(c) Déduire un équivalent de «, puis établir que (c, — ;Z—n)g = 3'”2 + o(n?).

Probléme : (13 points)

Une suite (Uy,),.en est dite de Cauchy si :
Ve >0, INeN telque: Ym> NetVn > N, Uy, —U,| <.
Partie T

Dans cette partie, on se propose de montrer qu’une suite réelle est de Cauchy si et seulement si elle
est convergente.
1. Montrer que si (Uy,)nen est convergente alors elle est de Cauchy.
2. Montrer que si (U, )nen est de Cauchy alors elle est bornée.
3. Soit (Un)nen une suite réelle de Cauchy. On pose pour tout n € N, A,, = {U,,;m > n}.
(a) Montrer que pour tout n € N, Ap4; C An.

(b) Justifier que (A,)nen admet une borne supérieure et une borne inférieure.
On note pour tout n € N, z, = inf(An)nen €t ¥n = sup(An)nen-

(c) Montrer que Ve > 0, 3N e Ntel que : Vi > N, 2, > Up, — € et y, < U, +¢.



(d) En déduire que (zn)nen et (yn)nen sont adjacentes.
(e) En déduire que (Uy)nen est convergente.

Partie II

Le but de cette partie est de présenter un exemple d’une suite rationnelle de Cauchy qui converge
vers une limite irrationnelle.
Soit la suite (Up),en+ définie par :

Un =

NE
e

k=1
1. Vérifier que pour tout n € N*, U, € Q et que
2. Montrer que pour tout m >n > 2, on a :

1 1 1 1
Un "[ju S a1 1.
W= Bl 1)!(1 e tmrr Tt (-n,+2)m—n-1)

3. En déduire que pour tout m>n > 2 ona:

il

—~~

U, )nene est croissante.

1
[Um "'Unl < :‘Z-I—l?

oo i . . n+2 1
(Indication : on pourra utiliser, sans justifier, le fait que (_—4—-—1_? < ;).
I3 &
4. En déduire que (Up)nen- est de Cauchy et qu’elle est convergente.
) .
Soit liri) Un = e. On suppose que ¢ = I—, avec p et ¢ sont deux entiers stictement positifs
n—r+00 (1

et premiers entre eux.
(a) Montrer que pour tout n > q, le nombre p, = n!(e —U,) est un entier strictement positif.

(b) Montrer que pour tout n > 2, p, < 1.

(Indication : on pourra écrire p, = lilil n(Um = Uy)).
<+00

m

(c) Conlure que e € R\Q.
Partie IIT

Le but de cette partie est de présenter un exemple d’une suite réelle qui n’est pas de Cauchy.
Soit (Un)nene une suite croissante qui vérifie :

3a >0, AN € N*, telle que : Vn > N, Upyy — Up > 2.
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1. Montrer que pour tout n € N* on a : Uy, — U,, > -

2. En déduire que (U, )nen- n’est pas de Cauchy.
3. Déterminer la limite de (Uy,)nens.

n
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4. Application : déterminer n-l-l}Too gl T

Bon Travail



