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xercice On définit dans (R[X])? I'application : (P, Q) = / P(z)Q(z)dz.
{

E
On congidére H = { (X]; PO)=0

-

Probléme
K désigne R ou C. M, (K) est I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a
coefficients dans K. I,, désigne la matrice unité.

Partie I : Spectres de matrices et d’endomorphismes
On adopte la définition suivante :
Définition : Soient A € M, (K) et f un endomorphisme d'un K-e.v I.

n élément X de K est dit

/"\

i) valeur propre de A s'il existe X € M, 1(K)\{0} tel que AX = AX.
(4i) valeur propre de f s'il existe z # Og tel que f(z) = Az.
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On note Sp(A) (respectivement Sp(f)) 'ensemble des valeurs propres de A (respec-
tivement de f), appelé spectre de A (respectivement de f).

1. Montrer que A € Sy(A) si et seulement si det(Al, — 4) = 0.

2. On suppose que E est muni d’une base B et que A = Mat(f, B).
Montrer que Sp(A) = Sp(f)-

Montrer que si A € S,(4), alors, Vk € N, M € 5,(4F)

Justifier que deux matrices semblables ont méme spectre.
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Prouver que A est inversible si, et seulement si, 0 ¢ S,(A). Déterminer dans
ce cas le spectre de AL,



6. Soit A = (a;;)1<i,j<n une matrice triangulaire.
Montrer que Sp(A) = {a;, 1 <i<n}.

7. Exemples : Déterminer S,(A) et Sp(f) dans chacun des cas suivants :
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(i) f est Pendomorphisme de K[X] défini par,

Yk eN, f(X*) =X+

Partie II : Matrices nilpolentes

si A € Mn(C) est niipotente, alors Tr(A%) =0, vk € N
1. (a) Montrer que si A est nilpotente d’indice p, alors il existe X € C" tel que
la famille {X, AX, ..., AP"1 X} est libre.
(b) En déduire que p < n et que A" =0.
2. On supposc que A est nilpotente d’indice n

(a) Montrer qu’il existe X € C" tel que la famille {X, AX, oy APTIX Y est
une base de C™.

(b) Soit i € N.
Montrer que si ker(A?) = ker(A*!), alors ker(A%) = ker(A%), Vj > i.
(c) Montrer que si i < n, alors ker(A") # ker(A+1).
(d) En déduire que, Vk € {0,1, ...,n}, dim(ker(A*)) = k.
3. Montrer que si A est nilpotente, alors 0 est la seule valeur propre de A (indi-
cation : utiliser la Partie 1, question 3).
4. En utilisant la Partie I, question 4, question 6 et le résultat R, déduire que

si la matrice A est nilpotente, alors Tr(A*) =0, Vk € N*.



