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Devoir de synthése d’analyse n°2.
2 heures.

Exercice : (03 points)
Dans la salle des professeurs 60% sont des femmes; une femme sur trois porte des lunettes et
un homme sur deux porte des lunettes.

Quelle est la probabilité pour qu’un porteur de lunettes pris au hasard soit une femme?

Probleme: (17 points)
I- Le critere spécial des séries alternées: (06 points)

Soit (un)nen une suite réelle vérifiant les conditions suivantes:
@ la suite (uy)nen est décroissante.

@ lim u, =0.

n—r—+0o0o
1. Justifier que pour tout n € N, u,, > 0.
2. On considere la suite (S, )nen définie par:

n

Sp=> (-1)fu.

k=0

Montrer que les deux suites (Sa,)nen €t (Soni1)nen sont adjacentes.

3. (a) En déduire que la série Z(—l)"un converge.

n>0
+00
(b) Soit = Z(—l)"un, prouver que L est positive.
n=0

,1n(n)

4. Application: prouver que la série Z(—l) converge. Cette série converge

n
n>1

t’elle absolument?
~+o00
5. Pour tout n € N, on pose R, = Z(—l)kuk.
(a) Justifier 'existence de R, et déterminer sa limite.
(b) Discuter suivant la parité de n, le signe de R, et justifier alors que ]Rn | = {=1)"H,.



IT- Etude du reste de séries alternées particuliéres: (06 points)

On suppose que la suite (u,)nen vérifie, en plus:

@& Tim ey,

n—+00 Uy,

@ pour tout n € N, Upi0 — Upi1 > Upy1 — Up-

1. Vérifier que, pour tout n € N, |Rn|+an+1l: Up.-

+00
2. (a) Vérifier que, pour tout n € N, !Rn’—anH,: Z(~1)p(un+p — Unt14p)-

p=0
(b) En déduire la monotonie de la suite (anI)nEN-

3. Montrer que, pour tout n € N*, =& < |R,| < ==,

4. En déduire qu’au voisinage de 'infini, R,, ~ (—1)”%.

— . = kIn(k)
5. Application: déterminer un équivalent au voisinage de l'infini de A,, = Z(—l) = 3

k=n
III - Calcul d’une somme de restes: (05 points)
. (___1)71—1
1. Montrer que la série Z ~——r—— COnverge.
n=1 R

2. Soitn € N.

(a) Justifier que, pour ¢ € [0;1], on a :

1 - (=t~
—_—= —1)kk g
=S
: L(—g)nt
(b) Prouver que lim dt = 0.
n—+00 J 14¢
(c) En déduire qu f (=" In(2)
é ey ——= ;
e n=1 L

(=DF
K2

+o00
3. Pour n > 1, on pose v, = Z
k=

(a) Montrer que la suite (=;),>1 vérifie les hypotheses D, @), @ et @.

1
n
(b) Montrer que la série E v, converge.

n>1




