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Dans tout le probléme, on désigne par :
snéN "7,>26th R ou C. o 7
e Mp(K) est le K-e.v des matrices carrées d’ordre n et & coefﬁcmutb dans K.
e [,, est la matrice unité d’ordre .
e GL, (u() i'cnsemt)le des matrices 1nver31b105

- Partie 1 : matrices semblables et rang

Oun rappelle que deux matrlces A ct B de M (K) sont dites semblables
dans M, (K) ¢'il existe P € GL,(K) telle que A = P~ 15H e

VA,B € M,L(K), AR B<= A et B sont Semblableq dans’ Mn(K\
Montrer que R est une relation d’équivalenée.

2. Déterminer les matrices de M, (K) semblables aIn.

3. Montrer quc deux matrices semblables ont méme rang;

4. Les deux matrices suivantes sont-elles semblables dans Ma(R)?
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Partie 2 : matrices semblables et trace ¢ ’
1. Montrer que application :
tr  Mp(K) — K

Ak: \ai])1<z,]&n — ”’(A) Zan

7=1

~

est une forme linéaire sur M, (K).
2. Soit H = {A € M,(K); t’r(A) =10}
(a) Montrer que H est un hyperplan de M,,(K):

(b) Déduire la dimension de H.

n déduire que, si A ct B sont semblables, alors tr(A) = tr(B).
(c) La recxproque est-elle vraie ?

(d) Les deux matrices suivantes Sont—eﬂes semblables dans M3(R)?
1 i =8 gy e

A=1 0.3 0 B={0:3-0].

\i 2 =g \o -12)

Partie 3 : Matrices d’un produit scalaire

Dans toute cette partie, (E,<,>) est un espace euclidien muni d’une base
B = (e1,e9,...,e,).

Définition 1 : On appelle matrlce du produit scalalre <,> dans la
base B, la matrice A = (a;j)1<ij<n de M, (R) vérifiant : . BEp Y

V (5,5) € N2 ag=<ejepd. i oo gl

1. Exemple : On suppose que Ry[X] est muni-du produit scalaire stiivant :

L 1 S
<PQ>= / P()Q(t)dt.
J =1

Déterminer la matrice A = Matg(<,>) ot B = (1, X, X?) est la base
canonique de Ry[X].
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Dans la suite, on suppose que A = Matg(<,>) € M,(R), o
B = (ey, ez, ...,e,) est une base de E.

(a) Montrer que A est une matrice symétrique.
(b) On supposc que B est une base orthonormée de E. Déterminer A ?

Soient z et y deux vecteurs quelconques de E.

7 i)
k % \ i ' 1 Y o~ A Y 4
Posons z = » we;, y= > yie;, X = Matp(z) € Mp1(R) et
i=1 i=1
xF £\ o~ 7
Y = Matp(y) € Mnu(R).
(a) Moutrer que < z,y >= 'XAY.
(¥ Sitond &
o O0ICHY oL
A =
Posons Maty (z) € Mni(R) et
¥iex

QAQ = I.
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En déduire que A est inversible et det(A4) > 0.

. Application : Matrices congruentes

Définition 2 : Deux matrices M et M’ de M,,(R) sont dites congruentes,

ax!

s'il existe P € GLy(R) telle que M’ = *PMP.

(a) Montrer que si A = Matg(<,>) et A’ = Matp/(<,>), alors A et
A’ sont congrucntes et ont méme rang.

(b) Montrer que les deux matrices suivantes :

a-(10) an-(00)

sont équivalentes, non semblables et non congruentes ?



