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} Exercice 1 E

Soit
s 4N GV
A —ij—al{Aj
1. (i) Montrer que f est un endomorphisme de R[X].
(i) Soit k € N. Calculer f{X*).
(iii) Calculer deg(f(X*®)).
2. Soit n € N tel que n > 2.

(i) Montrer que R,[X] est stable par f : f(R,[X]) C R,[X].

On pose

g : R,[X] — R,[X]
P+— f(P)

(ii) Montrer que Im(g) = R,_2[X]. Déduire rg{g).
(iil) Montrer que ker(g) = Ry[X].
3. Soit F = {P € R,[X]; P(0) = P'(0) = 0}.
(i) Veérifier que F est un sous-espace vectoriel de R,[X]. Donner une base et calculer sa
dimension.
(ii) Montrer que R,[X] = F @ ker(g).
(iii) En déduire que

}

g : F—Im(g)
P +— §(P) = g(P)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
(iv) Montrer que f est surjective et non injective.
(v) En déduire que R[X] est de dimension infinie.




l Exercice 2 I

IDeﬁnitions et notations '

— On désigne par K = R ou C et E un K—espace vectoriel.

— L(FE) désigne 'ensemble des endomorphismes de F.
— Si f € L(E), pour tout k € N, on note par f**! = f*¥o f avec 0 = idg ol idg est

Papplication identité de F.

Soit f un endomorphisme de E tel que

(&)

fP—f—6idg=0 (1)

. Existe-t-il des projecteurs p ou des symétries s de E vérifiant (1)

. Déterminer les homothéties de E vérifiant ( 1).

sur Ker(f + 2idg) parallélement & Ker(f — 3idg).
a) Vérificr que p = 1(f + 2idg) et que g = —3(f — 3idg)
b) Montrer

n __92n n
VneN, f*=3"p+(-2)"¢ (2)
ay M t un automorphime de F et déterminer I’expression de f~* en fonction

b) La relation (2) est-elle vraie pour n = —17

I Exercice 3 I

Soit A € M3(R)

1.

Montrer que rg(A) = 1 si, et seulement si, ils existent U,V € Mz (R)\{0} telsque
A=U*W.

Supposons que A est de rang égal & 1, en déduire alors la trace de A en fonction des
coordonnées de U et V.

. Montrer que A% = 0 si, et seulement si, 7g(A) < 1 et tr(A) = 0.
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