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Ezxercice :

esin(x) -1
Soit -f la fonction définie pour = € [—1,1]\{0} par : f(z) =

arcsin(z)
1. Déterminer le développement limité & I'ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction z +—
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z — arcsin(z).

, et déduire le développement limilé & 'ordre 3 au voisinage de 0 de la fouction

2. Déterminer le développement limité & 'ordre 2 au voisinage de 0 de f.
3. Déduire que f est prolongeable par continuité en 0 ¢t que son prolongement, notée
toujours f, est dérivable en 0.
4. Donner Péquation de la tangente 7" & la courbe représentative C; de f au point (0, f(0)).
5. Déterminer la position relative de Cy par rapport & T' au voisinage du point (0, f (0)).
Probléme 1 :
Partie I : Solent a,b € R tels que a < b et I = [a,d].
On considére la fonction g : I — R vérifiant g(I) C I et il existe une constante & € [0, 1] pour
laquelle on ait V(z,y) € I2,|g(z) — g(v)| < k|z — y|.
1. (a) Justifier que g est continue.
(b} Montrer que 1'équation g{z) = z possede une solution
celle-¢i est unique. On la notera a.
2. Soit t € I et (), la suite définie par : 7o =t et Vn € N, Zpy1 = 9(n)-
(a) Montrer que pour tout n € N, |z, — a| < k™|t — .
(b) En déduire que la suite (z,), est convergente et trouver sa limite.
Partie IT : On se donne a,b € R tels que a < b et f € C%([a, b], R) vérifiant f(a) <0, f(b) >0
ct Vz € [a,b], f'(z) > 0.

1. (a) Montrer que équation f(x) = 0 posséde une unique solution a appartenant & ]a, b[.
(b) Pour z¢ € [a,b], déterminer 1'abscisse du point d’intersection de I'axe des abscisses
et de la tangente a la courbe de f en .
On s'intéresse dans ce qui suit & construire une suite (z,), d’éléments dans [a,b] qui
converge vers « comme l'illustre la figure suivante.




2. Pour tout z € [a,}], on pose g(z) =z —
(a) Justifier que g € C* ([a, 1], R).
(b) Calculer g(a) et ¢'(«).

(¢) Justifier qu'il existe b > 0, tel que, en notant I = [a — A, + k], on ait pour tout
z€l,|d(z)] < 1.

(d) Montrer que g(I) C I.

(e) Justifier qu’il existe k dans [0, 1] tel que pour tout z € I, |g'(z)| < k.

(f) En déduire que pour tout ¢ € I la suite (z,), définie par : 2 =t et Yn €N, 2,1 =
g(z») converge vers a.

(g) On suppose de plus que g € C?([a,b],R).

s gﬁ(a

Montrer que, si pour tout n € N, z,, # o alors lim 5 =
n—too (T, — Q) 2
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Probléme 2 :
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(&) JUSUIICY que j'7' eS8y DOrnee Sur un intervalle de la forme 14, +00|, avec a ~ U.

(b) Montrer alors que @ est bornée sur [0, +00[. On pose ainsi : M, = sup |f& (z)].
‘ zER+

2. Soilent z = 0et h > 0.

(a) En appliquant la formule de Taylor-Lagrange entre z et z+h a la fonction f, montrer
que :

(b) En étudiant les variations de la fonction ¢ : h €]0, +oo[—> =M, + — M, montrer

2 h
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3. Montrer alors que pour tout n € N, £ est bornée sur [0, +o00].

que pour tout = = 0,

n (k) /0
Partie 11 : Le but de cette partie est de discuter la limite éventuelle de la suite ( Z f k‘( )xk) .
—0 . ne
pour z > 0. Soit M, = sup |f™(z)|.
$ER+

1. Montrer que si la suite (M,,),en est majorée alors, pour tout = > 0,

lim iwz’“ = filz). .
k=0

n—+o0o k'

2. Peut-on trouver le résultat souhaité si (M,,) est non majorée ? expliquer la réponse tout
en donnant des exemples.



