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Probléme

Soit f :[0,1] — R une fonction continue.
Partie I : 11 points

On suppose dans cette partie que f est de classe C! sur [0, 1]. On pose, pour tout z € R,

Fle) = /0 f(t)e™dt.

1. Justifier vque F' est bien définie sur R.
2. (a) Montrer que pour tout x € R*,

F(x) — f(l)el:x“ f(O) _ %\/{; fl(t)euctdt

(b) Justifier que f et f’ sont bornées sur [0,1]. On note M = sup|f| et M’ = sup|f'|.
0,1] [0,1]

2M + M’
=]

(c) Montrer que pour tout z € R*, on a : |[F(z)| <

(d) Déduire les limites en +o00 et —oo de F.
3. Montrer que pour tous a,z € R on a :

(a) |e* — e < |z — al.
|z — af?
2

4. (a) Montrer que pour tous z,y € R on a :

(b) |e®® — e —i(x — a)e'| <

F(z) - Fy)| < |z~ 4| / £ (1) dt.

(b) Déduire que F' est uniformément continue sur R.

1
5. Pour tout p € N et pour tout z € R, on pose F,(z) = / tPf (t) etdt
0

(a) Montrer que pour tout p € N, F, est dérivable sur R et que pour tout z € R,
F(x) = iFpi (), (Ind. utiliser la question (3)(b)).
(b) Montrer que pour tout p € N, F, est de classe C* sur R et que pour tout k € N et

pour tout x € R,
F{¥ () = & Fypur(a)



6. Soit n € N.

(a) Justifier que F' admet un développement limité & ’ordre n au voisinage zéro et donner

ce développement, (NB : les coefficients seront exprimés sous forme d’intégrales en
fonction de f).

(b) Justifier que dans le cas ou f est non identiquement nulle et garde un signe constant

sur [0,1] on a :

S
) 3::;()/0 f(t)dt
7. Soit z € R.
1 (itz)® M|z|™t
M | EF(x) — L e,
(a) Montrer que : |F(z) /0 <k=0 o )f(t)dtl < CE]
(b) Déduire lim 01 (> (iz)k)f(t)dt.

Partie II : 6 points

On suppose dans cette partie que pour tout z € [0, 1], f(z) = f(1 — ).
Soit n € N. On pose

1
/f sin™(=t)dt, Vp(f /f cos™(—=t)dt et an—Un(ﬁ)zz/ sin”(zt)dt.
2’ =2, 2

Pour la simplicité, dans le reste de cette partie U, (f ) et V,(f) seront notées U, et V.
1. Montrer que pour tout n € N, U, = V.
2. Montrer que U,, = O(ay,).

/2
3. Montrer que o, = / sin™(t)dt. (appelée intégrale de Wallis)
0

4. Montrer que la suite (o )nen est strictement positive et strictement décroissante.

5. Montrer que pour tout n € N,
n41

n+2an

Olpto =

6. Déduire que pour tout n € N,
o (2n)! « o s £ 225112
T g (nl)2 2 T 2n 1)

7. Etablir que pour tout n € N, 2(n + 1)apane; = 7.

. CAn+1 P T
8. Montrer que lim —— = 1 et déduire que o, ~ 4/ =—.
n—+co 2n

9. En déduire que la suite (U,),en est convergente et déterminer sa limite.

Partie III : 3 points

1. En justifiant que la fonction exp est convexe sur R, montrer que pour tout n € N*, on a :
1=, k 1< k
= DNl = — i
exp(ﬂ Zf(n))\ = ZeXp(f(n))
k=1 k=1
2. En déduire que exp(Up(f)) < Up(expof).

Bon travail



