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| Exercice 1] (12 points)

Soit f une fonction de classe C*° sur R & valeurs réelles telle que f(™(0) = 0 pout tout n € N

et on définit sur R* la fonction F par: F(z) = -J—C—(—QQ
@

On se propose de montrer que F se prolonge en une fonction de classe C*® sur R.
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(1) Pour tout n € N*, déterminer la dérivée d’ordre n sur R* de la fonction ¢ : z — —.
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(2) Soient z € R* et n € N. Montrer que F™(z) = (—1)" - Z l(—x)kf(k) (2).
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(3) (a) Soient z € R* et n € N. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange pour la
fonction f & I'ordre n, montrer qu'il existe un réel ¢, , entre 0 et z tel que:
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(b) En utilisant ce qui précede, vérifier que pour tous z € R* et n € N, il existe un réel
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(c) Déduire pour tout n € N, la limite lorsque = tend vers 0 de F(z).

Cum entre 0 et x tel que: FM(z) =

(4) Montrer alors que F se prolonge en une fonction G de classe C* sur R que I’on précisera
et donner la valeur de G™(0) pour tout n € N.

|Exercice 2] (8 points)

Soit une fonction f : R — R telle que f est de classe C*™ sur R et il existe une fonction
polynémiale P (z) & coefficients réels et de degré impair vérifiant:

VzeRetVneN, |[f™(z)| < |P(z)|
(1) (a) Soit une fonction g : R — R telle que g est continue sur R vérifiant lim g (z) = —o0
T——00
et liin g (z) = +00. Montrer que g (R) = R.
r—r+o0

(b) Déduire qu’un polyndéme 3 coefficients réels et de degré impair admet au moins une
racine réelle.

(c) Déduire alors qu’il existe un réel a tel que V n € N, £ (a) = 0.



(2) (a) Soit z € R. Montrer qu'’il existe un réel M > 0 tel que V n € N,

‘.T _ a'n+l

|f(z)] < Mm

avec a est le réel mentionné dans la question précédente.
(b) En déduire que f est la fonction nulle.

(c) Justifier & Paide d’un contre-exemple que le résultat de la question précédente ne
reste pas vrai si on suppose que P est de degré pair au lieu de impair.

Bon travail



