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[Probiéme 1| (10 points)

Soient les fonctions f: R -+ R et F: R — R définies par f(z) = _[11___; et F(x) / ft
§ Partie 1:

(1) (a) Justifier que chacune des deux fonctions f et F est de classe C*° sur R puis trouver le
développement limité de f au voisinage de 0 a Pordre 4.
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(b) Donner 'équation de'la tangente T" & la courbe représent a,twe Cr de f au pomt A( 0, 2)
préciser la position de Cy par rapport & T au voisinage de A.

(2) De Yexpression du DL (0) de f, en déduire:

(a) Le développement limité de F' au voisinage de 0 & I'ordre 5

L

(b) Le développement limité de la fonction g (z) = i—i_;-; au voisinage de 0 & Pordre 4. (Ind.

on pourra utiliser g (~x)) =

" () (0 ) F(n) _
(3) Pour tout n € N, on pose ¢, = —f~——~L~) by, = ,—-(—-—2 Soit n e N*.-
n!

(a) En appliquant la formule de Leibniz au produit {1 + ¢*) f (x), montrer que:
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.(n+1) = (n—k+1)"
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(1) Justifier que f est convexe sur [0, +oo[ et concave sur |—o0, 0].

(2) En déduire que:

Aa) 75‘“2‘»“3“*17)3'“3‘5510 +oof et que f (2) S 3~ 3 sz € ]~00,0)
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(3) Déduire alors que: V x € [0,1],
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(4) (a) Trouver 'expression sur R de 4 / f (z) dz puis de F (z).

‘(b) Retrouver le D1; (0) de la fonction F puis retrouver le DL, (0) de la fonction f.



|Probléme 2] (10 points)

o Soit E I'ensemble des fonctions f 0 + oo[ - R telle que f est contmue sur [0' -;—oo{ et vérifiant
la condition (x) suivante:
(x): s existent deux réels A >0et C> 0 et un entier n € N tPls que V x > A, |f (2)] < Cz™

e Pour tout réel A > 0 et tout entier n € N on considére la fonction In P [G +oo[ — R définie par:
V20, 1",,\( ) = / e Mdt. : '
0

(1) (a) Soit P une foriction pélincmiatlé si.xr[ﬁ oo de degré n € N. Montrer Que} ’
P (:r) = O (™} puis déduire que P € E.

(b) Monfrer que la restriction de la fonction exp sur [0, +oo[ n appaxtient pas & E.

(2) (a) Soient A >0, n & Netz>0. Montrer que: Jnii (:c) = ((n + 1) fu,\ )~ =iyl 8

nl
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{b) Soit A > 0. Montrer par récurrence sur n € N que: V'n € N ;.mEI;I;looIn"\; (2)=
(c) Soient A > 0 et n € N. Vérifier que la fonction I, » est strictement croissante sur [0, +oc]

nl

et déduire que¥ x 20, I, (z) < TR

§ Partie 2: ;
e Soit f € E. On sait qu'ils existent deux réels A > 0 et C > 0 et un entier n € N tels que
Vzz A |f(@)| £ Cz

o Pour tout réel A > 0, on considére la fonction Ly, : [0, —Mo[ -> R définie par:
Y&z, Lia(z) = /fl)e””’di

(1) Supposons dans cette question que V z > 0, f(z) > 0. Soit A > 0.

(a) J ubtlﬁer que la fonction Ly, est cromsante sur [0, +oo[

(b) Montrer que: V& > 0,0 < Ly, (z) < L,,\(/l)JrC/\n+l

(c) En déduire que lim L) (x) existe et c’est un réel positif.
T=dA-00

(2) On considére la fonction g : [0, +00] — R définie par: ¥ 2 >0, g (x) f (z) + |f ()]

(a) Justifier que les fonctions |f] € E et g € E et déduire de (1) que ¥ A > 0, les limites

rEEl Ligia () et hm Lg,\ (2) existent et finies.

(b) En déduire que v /\ >0, hm Lf () exmfe et finie. On pose Ly (A) llmooL £ (z) et la
fonction Ly : ]0, +oo[ — ]R. qtu & A= Ly (X) est appelée la transformée de Laplace de f.
o5 . : : ey s spratnd \ M . =AA)
(3) (a) Justifier existence de M = sup |f (z)| puis vérifier que VA.> 0, L5 (4) < £y (1=e4).
o xEl0,4] § ¥

(b) En déduire que “ }{irﬂ Lyg (A) = 0 puis que Ali.rf Li(A) =0.

e -+ Fin de ’examen et bon travail



