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Exercice 1 (12 points)

: : e r?+1
Soit la fonction f: ] —1,1[— R définie par Vz € | — 1, 1], f(z) = exp <x2 — 1).

1/ Justifier que f est de classe C*® sur | —1,1].
2/ (a) Montrer que pour tout n € N, la fonction f(™ et n sont de méme parité.
(b) En déduire, pour tout n € N, la valeur de f®**+1(0).
1

3/ Pour tout z € | — 1,1, on pose ¢(r) = — T
‘r -

Justifier que Vn € N, lim (¢ (z))"exp(2p (2)) = lim (¢ (z))"exp(2¢ (z)) = 0.

z—1- z—(=1)*F

4/ (a) Montrer que f admet un prolongement par continuité sur [—1,1] noté g que on
déterminera.

(b) Donner pour tout z € | — 1, 1[, Pexpression de f'(z).
(c) Montrer que g est de classe C! sur [—1, 1] et donner les valeurs de ¢’ (—1) et ¢’ (1).

5/ (a) Montrer que pour tout n € N, il existe une fonction polynoémiale P,(x) a coefficients
réels telle que

Vze]-L1[, fP) = Pu(z)(p(2)* exp(2p()).
(b) Montrer que g est de classe C* sur [—1, 1] et donner pour tout n € N, les valeurs de

g"(=1) et g™(1).
6/ Montrer que pour tout n € N*, il existe un réel ¢, € ]0, 1] tel que
1 (=" "
L= B e plen) " exp(ap(en)

n!

(Ind. Appliquer Taylor-Lagrange a la fonction g a 'ordre n — 1)

Exercice 2 (8 points)

Soit a un réel strictement positif. Pour tout entier n > 1, on considére la fonction polynomiale
hn, : R — R définie par
ho(z) =2 +2" '+ . + 2’ +2 —a.
1/ Seit > 1,

(a) Montrer que la fonction h,, réalise une bijection de [0, 400 sur un intervalle que I'on
précisera.



(b) En déduire que sur [0, 4+o0[, I’équation h,(z) = 0 admet une unique solution notée
B et que B, > 0. '

(c) Montrer que si n > a alors 3, € ]0,1[.
2/ (a) Montrer que V n € N*, h,,,1(8,) > 0.

(b) En déduire que la suite (8,)n>1 est strictement décroissante puis qu’elle converge
vers une limite notée £.

3/ Soit un entier p tel que p > a. Vérifier que pour tout 7 > p, on a 0 < Bn < B puis

déduire que lim g7 =0.
n—+o00

4/ (a) Montrer queVneN*etVz e R,ona (z — Dh,(z) =2 - (a+ 1)z +a.
(b) En déduire la valeur de £ en fonction de a.

5/ Soit n € N*,
(a) Donner pour tout k € N et pour tout z € R Pexpression de A (z).
(b) Déduire pour tout k € N la valeur de hgc)(O).

Bon travail



