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Exercice 1 Répondre par vrai ou faux en justiﬁant :

X < D] A
1. Vzl’z2, weey %p < K(: R ou C), (E§=1 zZ; = 00— 2= =T = 0}
2. L'ensemble des solutions de I'équation e? = —2 est {In(2) +in{l+%}; & € Z}.
n ¥4 7% pr
3. SOit {zij}iéisn C C; AlOI‘S ZZ'ZW = ZZ Zjﬁ.
<j<p
i=1 j=1 j=11i=1

4. Soient A € M, (K} et B € Mpp(K). .

Si AB est nulle, alors A est nulle ou B est nulle.
5. Soit A € M,(K). Si A est inversible, alors son inverse est unique.

Exercice 2 Soit ¢ € N*\{1}. On considére la somme double

Snlg) = Z qk-

0<j<k<n
1. Vérifier que : Sp(q) = —(1—_—}—;172— (1—-(n+2)¢""™ + (n+1)g"+?).
n
2. Démontrer que : S,(q) = Z(k +1)g".
k=0

n
3. En déduire la somme Zkﬂk"l en fonction de n.
k=1

Probléme Dans tout le probléme My (R) désigne I'ensemble des matrices carrées -
d’ordre n € N* et a coefficients réels, I, est la matrice unité et 0, est la matrice
nulle.

Partie 1 : Puissance d’une matrice

Dans cette partie on suppose que n = 3. On pose

111 1 00
J=11 1 1 | etlamatriceunitée z=| 0 1 0
1 11 0 01



[\~
—

Sth J—1I.

1. (i) Montrer que, pour tout entier p > 1, J? = 371,
(ii) En déduire KP, en fontion de I3 et J.

2. Calculer K2 en fonction de I3 et K.
3. En déduire que K est inversible et calculer son inverse K.
4. Soit M = al3 + bJ, ot (a,b) € R2. |

Montrer que M est nulle si, et seulement si, a = b= 0.

o

Dans cette question on pose A = zl3 +yJ € M3(R), od z et ¥ sont des réels.-
(i) Pour p € N, calculer A? en fonction de z, ¥ et p.

(ii) Posons A’ = &'I3 +y/J. Montrer que A’ est 'inverse de A si, et seulement

si, les réels z’ et 4/ sont solution du systéme d’inconnus a et b :

() { za =1
ya + (z + 3y)b = 0.
(iii) Montrer que Le systéme (S) admet des solutions si, et seulement si,
x(x + 3y) # 0. ’
(iv) En déduire que ' = L et i/ = m — .
(v) On suppose que A est inversible. Soit p € Z*. Calculer AP en fonction de
z, y et p.

Partie 2 : Trace d’une matrice et applications
Dans cette partie n désigne un entier > 2 et 4, B € Mz(R).
Définitions (1) Pour A= (az'j)lsi,jgn, on rappelle que la trace de A est le scalaire
te{Ad) =31 04 '
(2) A et B sont dites semblables dans M, (R) s’il existe une matrice P inversible
dans M, (R) telle que B= P~14P.

1. Q’elles sont les matrices semblables & I, ?

2. Montrer que si A et B sont semblables dans M, (R), alors tr(A) = tr(B). La |
- réciproque est-elle vraie 7

’

3. Montrer que si A est une matrice antisymétrique, alors tr{A) = 0. La réciproque
est-elle vraie ?
4. Applications
(i) Montrer que A et B ne peuvent pas vérifier AB — BA = I,,.
(ii) Montrer que tr(*AA) = 0 si, et seulement si, 4 = 0.
(iii) On suppose que AB—BA=A.
(a) Montrer que, pour tout entier p > 1, APB — BAP = pAP,
(b) En déduire la trace de A%022,
(iv) Résoudre I'équation, d’inconnue X € Mn (R),

(E) : X +tr(X)A = B.



