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Exercice 1 (3 points)
Soient a,b € R tels que a < b, z €]a, b] et une fonction f Ja, b[—s R. On suppose que f vérifie

la condition (x) : Il existe trois réels ag, a; et ay tels qu’au voisinage de xg,
f(2) = ag + a1(z = 7o) + az(x — m0)? + o (z — 20)?).

1/ Justifier que si f est de classe C2 sur Ja, b[ alors la condition (x) est réalisée.
2/ (a) Montrer que f est continue en z et f(zo) = a.

(b) Montrer que f est dérivable en g et f'(zq) = a.
3/ Montrer que si a; # 0 alors (f(z) — ag) ~ a1(z — o).

zo
4/ Montrer que si a; = 0 et ay # 0 alors f admet un extremum local en . (Ind. Discuter
suivant le signe de ay).

Exercice 2 (5 points)
On suppose qu'il existe a,b,c € Z tels que ae? + be 4+ c = 0 et on se propose de montrer que
a=b=c=0. Pour cela, on considere la fonction f : R — R définie par f (z) = ae® 4 ce™®.

1/ Justifier que f est de classe C* sur R et donner Vn € N,V z € R expression de f™(z).

2/ Montrer que f(1) € Z et pour tout n € N, f™(0) € Z .
f™(65)

3/ Soit n € N*. Montrer qu’il existe un réel 6, € 10, 1] tel que YA

4/ Justifier que la suite ( f(")(ﬁn))n ey~ €St bornée.

5/ Montrer qu’il existe ng € N* tel que V n > ng, f™ (6,) = 0. (Ind. On rappelle ici qu'une
suite d’entiers relatifs est convergente si et seulement si elle est stationnaire).

6/ Montrer alors que a = ¢ = 0 puis b = 0.

Probléme (12 points)
Soit F I'ensemble des fonctions f : R — R continues sur R telles que V z € R, (f o f) (z) = .

Partie 1T

1/ Vérifier que F # 0.
2/ Montrer que si f € F alors f est bijective et donner sa fonction réciproque f .



3/ Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point et soit ® : I — R une fonction
continue et injective sur I. Soient z, yo, 21 et y; dans I tels que zg < yo et z; < y;.
On considere la fonction ¢ : [0,1] — R définie par

Vie0,1], ot)=(@((1-1t)z+ tz1)) = (2((1 = ) yo + tyr))

(a) Montrer que ¢ ne s’annule pas sur [_0, 1}.
(b) En déduire que (0) x (1) > 0.
(c) Déduire alors que ® est strictement monotone sur /.

4/ En déduire que si f € F alors f est strictement monotone sur R.

5/ (a) Soit f € F telle que f est strictement croissante sur R. Montrer qu’il n’existe pas
un réel z tel que z > f(z).

(b) Déterminer alors Uensemble des éléments de F qui sont strictement croissantes sur
R.

Partie I1

1/ Donner un exemple d’une fonction f, € F telle que f, est strictement décroissante sur R.
2/ Soit f € F telle que f est strictement décroissante sur R.

(a) Déterminer I_lgrrjm(f (z) — z) et xgrgw(f (z) — ).

(b) Montrer que f admet un seul point fixe.
3/ Pour tout A € R, on pose Fy = {f € F; f est strictement décroissante et f(A) = A}

Vérifier que 7 # 0. (Ind. On pourra prendre la fonction g(z) = —z + 2)).
4/ Soit A € R.

(a) Soit f € Fy et on note h la restriction de f & |—oo, A ‘
Vérifier que h est une bijection de ]—o0, A] sur un intervalle J de R que I'on précisera
puis donner sa fonction réciproque h~1.

(b) Réciproquement, soient ¢ : |—oo, N — [\, +oo[ une fonction continue bijective et
strictement décroissante et f : R — R la fonction définie par

iz <A
VzeR, f(:v)={:z:f%;;), iii;

Montrer que f € F,.
(c) En déduire I'ensemble F;.

5/ Déterminer alors ’ensemble F.

Bon travail
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