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fProbléme 1J (9 points)

e Soit f : R — R une fonction convexe sur R.
§ Partie 1:

(1) La fonction f est-elle forcément dérivable sur R? Justifier votre réponse.

(2) Soit @ € R. On note 7, : R\ {a} — R la fonction taux d’accroissement de f en a définie par:

VzeRN{a}, Ta(lf):f—(—-x)——f—@.

T—a
(a) Soit y € ]—oc,al. Justifier que: V = € Ja, +oo[, 7 (y) < 7. (z) puis déduire que f est
dérivable & droite en a et 7, (y) < fi(a).
(b) En déduire que f est dérivable & gauche en a et fi(a) < fia).

(3) Déduire alors que f est continue sur R.

k)

1 ¢ 1
(4) Justifier que: Vn € N et V zy,..., 2, €R, on a: f(= _S_ i) & T Filer)
n

§ Partie 2:

(1) Soient a,b € R oli a < bet ¢ : [a,b] = R une fonction continue sur [a,b]. On consideére
b—a

n

1 n
les deux suites (un),ene €6 (Wn)pen~ définies par: V n € N*, u, = EZ(’O(@ + k ) et
k=1

b—a

T

wn =23 (o) (@t k)
k=1

(a) Justifier que chacune des deux suites (un),cn» €6 (Wn) ey €St convergente.
(b) Vérifier que: V n € N*, f(u,) < wy.

b 1 b
(c) En déduire que: f (—*1—— / go(:c)dm) < T / (f o v) (z)dz (appelée U'inégalité de
—aJ, —a Jy

b
1 " 1
— /1 exp (xln(l + 5)) da.

(a) Montrer que: V z > 0, In(1 4 z) < z puis déduire que Vn>21,<e.

Jensen).

(2) On considére la suite (1), définie par: Vn > 2, I, =

(b) Justifier que la fonction exp est convexe sur R puis déduire que

1 " 1
Y2 2,640 (;——1[ zln(1+ ——)dx) < Iy
1= 1 I

- 1 1 : 1
(¢c) Montrer que V n > 2, / zln(l + —)dz = 5 (n —14n*n(l+=)—In(l+ n))
; 1 T n

(d) En déduire que la suite (I,),, est convergente et déterminer sa limite.



| Probléme 2| (11 points)

e On considere la fonction f : R* — R définie par: V z € R*, f (z) = = x sh(%).
§ Partie 1:
(1) (a) Etudier la parité de f et justifier que f n’admet pas un prolongement par continuité en 0.
(b) Vérifier que f est de classe C*° sur R* et que V x € R*, f'(z) = (th(%) - %)(’h(%)
(c) Montrer que: ¥V z > 0, th(z) < z.

(d) Donner le tableau de variation de f sur R* et vérifier que la courbe Cs de f, admet au
voisinage de (d00) une asymptote horizontale Ay que I’on précisera.

(2) (a) Trouver les DL, (d00) de la fonction f.
(b) En déduire la position de C; par rapport & Ay au voisinage de (£00).

§ Partie 2:
On consideére la fonction g : R* — R définie par: V z € R*, g (z) = [C f)dt

(1) Montrer que g est impaire et que: V x € R*, les réels z et g () ont le méme signe.

1
(2) (a) Montrer que g est dérivable sur R* et V z € R*, ¢ (z) = f (z) (1 — QCh( )) puis~déduire
que g est de classe C* sur R* (Rappel: V x € R, sh(2z) = 2sh () ch (z)).

) 1 1
(b) Etudier sur |0, 4o00[ puis sur R*, le signe de ¢ (z) = 1 — }Ch(g)

(3) (a) En utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale, montrer que:
3

\1$>0,:13+%—<5h(:z:).

E%

1
(b) En déduire que: Vz >0, g(z) > = + 62 puis trouver lim g (z) et lim g(z).

2 z—0+ Z—+00
(4) Donner alors le tableau de variation de g sur R*.

hz) —
(5) On considére la fonction A : R* — R définie par: ¥V = € R*, h(z) = s_is%_a:
5

(a) Montrer que h admet un prolongement par continuité sur R noté hq que l'on précisera.

(b) Soit la fonction H : R — R définie par: ¥V = € R, H (z) = / ho (t) dt. Montrer qu’au

0
1 1

voisinage de (£o0), H( ) et o(;)

(c) Montrer que: Vz € R*, g(z) = g + /11 h (t) dt.

T

1 1
(d) Montrer qu’au voisinage de (+00), g (z) = g + e T 0(;).
(e) En déduire que la courbe C, de g, admet au voisinage de (00) une asymptote oblique A;

que l'on précisera et déterminer la position de C, par rapport & A; au voisinage de (400).

Bon travail



