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N.B: L’usage de la calculatrice est interdit. La qualité de la rédaction, la
clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante

dans 1’&valuation de la copie.

Exercice 1

On considére la fonction f définie sur RY par f(z) = 2* — zln(z) — 1.

1. Montrer que f est prolongeable par continuité. Donner I'expression de ce prolongement,
qu’on notera g.
2. (a) Justifier la dérivabilité de g sur R, calculer la derivée g’ sur R}.
(b) Etudier la dérivabilité de g en 0. En donner une interprétation graphique.

3. (a) Etudier la convexité de g sur R*.. Vérifier que le graphe de g admet un point d’inflexion.
(b) Déduire que ¢’ admet un minimum. Conclure la monotonie de g sur R..

)
4. (a) Montrer que g réalise une bijection de R% sur un intervalle que I'on précisera.
(b) Justifier que pour tout entier naturel k, il existe un unique réel z; positif tel que

gzx) = k.

(c) Donner la valeur de .
(d) On donne In(2) ~ 0.69 et In(3) ~ 1.09.
Calculer g(g) et g(2). Déduire un encadrement de z;.
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5. On définit la suite (Uy,), par 2

VneN . = (Un)

oil ¢ est la fonction définie sur R* par (z) = — + In(z).
(a) Etudier les variations de ¢ sur R%. Sion con51dere la restriction de ¢ a 0, 2], que peut

on dire de la monotonie des suites (U, )n, (Uzn)n €t (Uant1)n?

(b) Montrer que [g, 2] est stable par .
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(c) Quelle est la monotonie de ¢ sur [2 2] ? En déduire que Vz € [5, 2l,ona: ¢ (z)| <
(d) Montrer que le réel z; est I'unique point fixe de la fonction ¢.
(e) Montrer successivement que pour tout entier naturel n :
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ii) [Uns1 = &1] < 5lUn = 21,
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(f) En déduire la limite de la suite (Uy)n.

Exercice 2

) ) ' In(3) dx
On considére la suite (u,)nen définie par u, = /0 (@)
1. (a) Justifier que u,, est bien définie pour tout entier naturel n.
(b) Calculer la valeur de u;, & 'aide du changement de variable ¢ = e”.

(c) Résoudre dans R, I'équation différentielle
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(E) . yl i h(i)y L $6—2a.rctan(e )
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2. (a) Veérifier que la suite (u,), est monotone.

(b) Déduire que (u,), converge. On note £ sa limite.
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3. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que V z € Ry, 1 + 5 < ch(z).

4. On admet que Vz € R, ,Vne N, ona (l+z)">1+nz.
2
(a) Vérifier que Vz € R,V n € N,ch*(z) > 1+ n%—

In(3)
(b) Calculer / L3
0
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(c) Montrer que Vn € N*, u,, < \/iarctan(\/gln(?»)). Déduire la valeur de Z.
n

Bon Travail
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